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ABSTRAK 
 

Diberikan ⋅⋅,  hasil kali dalam, ( )... ,  ruang hasil kali dalam dan diberikan .  

norma, ( ).,X  ruang bernorma. Tujuan dari tugas akhir ini adalah menunjukkan 

kekonvergenan pada ruang bernorma dan kekonvergenan pada ruang hasil kali 
dalam. Diperoleh juga  bahwa barisan yang konvergen kuat pada ruang bernorma 
maka barisan tersebut konvergen lemah pada hasil kali dalam. 
 
Kata Kunci: konvergen, ruang bernorma, ruang hasil kali dalam. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



xi 

 

CONVERGENCE ON NORM SPACE AND  

INNER PRODUCT SPACE 

 
 
 

WINA DIANA 
10554001597 

 
 
 

Date of Final Exam: February 04, 2011 
Graduation Cremony Priod: Februari 2011 

 
 
 

Mathematic Departement 
Faculty of Sciences and Technology 

State Islamic University of Sultan Syarif Kasim Riau 
HR. Soebrantas Street  No. 155 Pekanbaru 

 
  
 

ABSTRACT 
 

Let ⋅⋅,  is inner product, ( )... ,  be a inner product psace and let .  is norm, 

( ).,X  be a norm space. At the end of this assignment will be shown the 

konvergence in the norm space and the convergence in the  inner product space. 
It is also produced  that the strong convergence squencesin the norm space  then 
weak convergence squences in the inner product. 
 
Keywords : convergence, inner product space, norm space. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang Masalah 

Sejalan dengan perkembangan ilmu matematika, para pemikir matematika 

terus berusaha untuk mengembangkan teori-teori yang telah ada. Perkembangan 

ilmu matematika tersebut selalu bertambah maju dari zaman ke zaman. Sebagai 

contoh perkembangan ilmu matematika adalah perkembangan ilmu aljabar.  

Aljabar telah digunakan matematikawan sejak beberapa ribu tahun yang 

lalu. Nama aljabar berasal dari kitab yang ditulis pada tahun 830 oleh 

matematikawan Persia bernama Muhammad Ibnu Musa Al-Kwarizmi dengan 

judul ‘Al-Kitab Al-Jabr Wal-Muqabala’ (yang berarti "The Compendious Book on 

Calculation by Completion and Balancing"), yang menerapkan operasi simbolik 

untuk mencari solusi secara sistematik terhadap persamaan linier dan kuadratik. 

Salah satu muridnya, Omar Khayyam menerjemahkan hasil karya Al-Khwarizmi 

ke bahasa Eropa. Aljabar bersama-sama dengan geometri, analisis dan teori 

bilangan adalah cabang-cabang utama dalam matematika. Sekarang ini istilah 

aljabar mempunyai makna lebih luas daripada sekedar aljabar elementer, yaitu 

meliputi ajabar abstrak, aljabar linier dan sebagainya. 

Para pemikir matematika terus berusaha untuk mengembangkan teori-teori 

yang telah ada, seperti konsep ruang hasil kali dalam, ruang bernorma dan 

ketaksamaan Cauchy-Schwarz. Pada penulisan ini akan dibahas tentang konsep 

kekonvergenan pada barisan riil, kekonvergenan pada ruang bernorma dan 

kekonvergenan pada ruang hasil kali dalam. Konsep kekonvergenan pada barisan 

bilangan riil pertama kali dibahas oleh Bartle dan Sherbert (1982). Seiring dengan 

itu dikemukakan berbagai hasil tentang sifat-sifat ruang bernorma dan ruang hasil 

kali dalam yang dibahas oleh Anton (1994), dan selanjutnya dikembangkan lagi 

oleh Gunawan (2002) yang mengemukakan konsep ruang bernorma-2 dan ruang 

hasil kali dalam-2. Setelah melihat dan membaca hal tersebut di atas maka penulis 

tertarik untuk menulis sebuah skripsi dengan judul ”Kekonvergenan pada 

Ruang Bernorma dan Ruang Hasil Kali Dalam” 
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1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang di atas maka dapat dirumuskan masalahnya 

adalah, “bagaimana konsep kekonvergenan pada ruang bernorma dan ruang hasil 

kali dalam?”. 

 

1.3 Batasan Masalah 

Permasalahan yang akan dibahas dalam tulisan ini dibatasi hanya pada 

menunjukkan kekonvergenan pada ruang bernorma dan ruang hasil kali dalam. 

 

1.4 Tujuan Penulisan 

Tujuan dari penulisan ini adalah menunjukkan bahwa konvergen pada 

barisan bilangan riil dapat diperumum ke ruang bernorma dan ruang hasil kali 

dalam, kemudian melihat bentuk kekonvergenan pada ruang bernorma dan ruang 

hasil kali dalam. 

 

1.5 Sistematika Penulisan  

Sistematika dalam pembuatan tulisan ini mencakup 5 bab yaitu : 

Bab I   :  Pendahuluan 

 Bab ini berisi latar belakang masalah, rumusan masalah, tujuan, dan 

sistematika    penulisan.  

Bab ll   :  Landasan Teori 

   Bab ini berisikan informasi tentang teori-teori yang digunakan dalam 

penulisan ataupun metode/teorema yang dipakai. Dalam penulisan 

tugas akhir ini, landasan teori yang dipakai antara lain tentang ruang 

vektor, barisan bilangan riil, ruang bernorma dan ruang hasil kali 

dalam. 

Bab III :   Metode Penelitian 

 Bab ini berisikan cara-cara atau langkah-langkah dalam menyelesaikan 

permasalahan keterkaitan kekonvergenan pada ruang bernorma dan 

ruang hasil kali dalam.  
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Bab IV :   Pembahasan dan Analisa 

 Bab ini berisikan penyelesaian masalah  keterkaitan kekonvergenan 

pada ruang bernorma dan ruang hasil kali dalam.  

Bab V   :   Penutup 

Bab ini berisi kesimpulan dan saran. 
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BAB II 

LANDASAN TEORI 

 

 Pada bab II ini akan akan dibahas mengenai teori-teori yang menjadi landasan 

atau acuan untuk bab seterusnya. Teori-teori yang dibahas antara lain mengenai ruang 

vektor, konvergen pada barisan bilangan riil, ruang hasil kali dalam, dan ruang 

bernorma. 

 

2.1 Ruang Vektor 

Definisi 2.1 : (Howard Anton, 1997) Ruang vektor atas lapangan R  adalah 

himpunan tidak kosong X  dengan dua operasi yaitu penambahan dan perkalian 

dengan skalar atas vektor-vektor Xzyx ∈,, dengan skalar Rlk ∈,  yang memenuhi 

sifat-sifat sebagai berikut : 

1. yx +  X∈ , 

2. yx +  xy +=  ( sifat komutatif ), 

3.  zyxzyx ++=++ )()(  ( sifat asosiatif ), 

4. Ada sebuah vektor  X∈0  sehingga 00 +=+ xx , 

5. x∀  di X  terdapat vektor balikan dari x  atau x−  sehingga                                    

0)()( =+−=−+ xxxx , 

6. Jika k skalar dan x sebarang benda vektor di X  maka kx   berada di Xkx ∈ , 

7. kykxyxk +=+ )(  ( sifat distributif ), 

8. lxkxxlk +=+ )( , 

9. ))(()( xkllxk = , 

10. Untuk sebarang real 1 dan untuk setiap Xx ∈  berlaku xx =1 . 

 

Definisi 2.2 : (Howard Anton, 1997)  Dua vektor ),...,,( 21 nuuuu =  dan 

),...,,( 21 nvvvv =  pada nR dinamakan sama jika nn vuvuvu === ,...,, 2211  sedangkan 
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untuk penjumlahan vu +  didefinisikan dengan ),...,,( 2211 nn vuvuvuvu +++=+ dan 

jika k  adalah sebarang skalar, maka perkalian skalar ku  didefinisikan dengan 

),...,,( 21 nkukukuku = . Operasi penambahan dan perkalian skalar dalam definisi ini 

disebut dengan operasi-operasi baku pada nR . 

 

Definisi 2.3 : (Howard Anton, 1997)  Jika ),...,,( 21 nuuuu =  dan ),...,,( 21 nvvvv =  

adalah sebarang vektor pada nR , maka hasil kali dalam Euclidis (Euclidean inner 

product) vu .  didefinisikan dengan nnvuvuvuvu +++= .... 2211 . 

 

Contoh : 

Diberikan hasil kali dalam Euclidis dari vektor u dan v masing-masing adalah 

)6,2,1(−=u  dan )1,3,7(=v . Tentukan hasil kali dalam Euclidisnya. 

 

Jawab : 

Hasil kali dalam Euclidis pada 3R  adalah 

nnvuvuvuvu +++= .... 2211  

( )( ) ( )( ) ( )( )163271 ++−=  

( ) ( ) ( )667 ++−=  

5=  

maka nilai 5 disebut sebagai hasil kali dalam Euclidis. 

 

2.2 Konvergen pada Barisan Bilangan Riil 

Definisi 2.4 : (Robert G. Bartle dan Donald R. Sherbert, 2000) Barisan bilangan 

riil (barisan di R) adalah fungsi dari himpunan bilangan asli N yang daerah hasilnya 

terdapat dalam himpunan bilangan riil R. 
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Definisi 2.5 : (Robert G. Bartle dan Donald R. Sherbert, 2000) Barisan ( )nx  

dikatakan konvergen ke x atau ( ) xxn =lim , jika untuk setiap 0>ε  terdapat bilangan 

asli ( )εK  sehingga untuk setiap ( )εKn ≥  sehingga ε<− || xxn . 

 

Definisi 2.6 : (Robert G. Bartle dan Donald R. Sherbert, 2000) Barisan ( )nx  

dikatakan terbatas jika terdapat bilangan riil 0>m  sehingga Mxn <||  untuk semua 

Nn ∈ . 

 

Definisi 2.7 : (Robert G. Bartle dan Donald R. Sherbert, 2000) Misal X adalah 

bilangan riil, 

1) Untuk setiap 0>ε  lingkungan dari x adalah himpunan 

{ }εε <−∈= |:| axRaxV , 

2) Lingkungan dari x adalah semua unsur yang terdapat pada lingkungan ε  dan 

x, untuk 0>ε . 

 

Definisi 2.8 : (Robert G. Bartle dan Donald R. Sherbert, 2000) Misalkan  ( )nx  

barisan pada bilangan riil, ( )nx  dikatakan mempunyai limit ke x jika untuk setiap 

0>ε  terdapat bilangan riil ( ) NK ∈ε  sahingga ( )εKn ≥  dan ( ) ( )xvxn ε∈ . Jika 

terdapat x limit barisan ( )nx  maka ( )nx  konvergen ke x (barisan mempunyai limit). 

Jika barisan ( )nx  konvergen ke x dapat ditulis : 

( ) xxn
n

=
∞→

lim  atau bisa juga ditulis xxn → . 

 

Contoh 2.1: 

1.  Tentukan apakah barisan ( )
73

2

+
−=

n

n
xn  adalah barisan konvergen! 
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Jawab : 

( )
73

2
limlim

+
−=

∞→∞→ n

n
x

n
n

n  

nnn

nnn
n /7/3

/2/
lim

+
+=

∞→
 

n

n
n /73

/21
lim

+
+=

∞→
 

∞+
∞+=

/73

/21
 

3

1=  

jadi barisan ( )
73

2

+
−=

n

n
xn  adalah barisan konvergen kerena barisan tersebut 

mempunyai limit yaitu 
3

1
. 

2. Tentukan apakah barisan ( )
73

2

+
=

n

n
xn  adalah barisan konvergen atau tidak! 

Penyelesaian : 

( )
73

limlim
2

+
=

∞→∞→ n

n
x

n
n

n  

22

22

/7/3

/
lim

nnn

nn
n +

=
∞→

 

 

2/7/3

1
lim

nnn +
=

∞→
 

2/7/3

1

∞+∞
=  

0

1=  

∞=  
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karena barisan ( )
73

2

+
=

n

n
xn  tidak mempunyai limit maka barisan tersebut divergen. 

Selanjutnya akan ditunjukkan barisan terbatas dan ketunggalan limit. 

 

Teorema 2.1 : (Robert G. Bartle dan Donald R. Sherbert, 2000) Jika barisan ( )nx  

konvergen maka barisan tersebut terbatas. 

 

Bukti : 

Diketahui barisan ( )nx  dalah barisan konvergen, katakan ( ) xxn =lim . Ambil 1=ε , 

dan terdapat Nn ∈ . Berdasarkan sifat nilai mutlak maka dari ε<− || xxn  diperoleh 

1|| +< xxn , untuk setiap Nn ≥ . 

Pilih { }1||,,,,|,||,||,|sup 321 += xxxxM . 

karena 1|| +< xxn  maka berlaku Mxn <||  untuk semua Nn ∈ . 

maka terbukti bahwa ( )nx  terbatas � 

 

Teorema 2.2 : (Robert G. Bartle dan Donald R. Sherbert, 2000) Jika barisan ( )nx  

konvergen, maka ( )nx  paling banyak hanya mempunyai satu limit, dengan kata lain 

limitnya tunggal. 

 

Bukti : 

Diketahui ( )nx  barisan konvergen, akan dibuktikan bahwa barisan konvergen 

mempunyai satu limit. 
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andaikan ( ) 'lim xxn
n

=
∞→

 dan ( ) "lim xxn
n

=
∞→

 dengan "' xx ≠ , akan ditunjukkan "' xx =  

sehingga untuk sebarang o>ε  terdapat 'K , sedemikian hingga 
2

|'|
ε<− xxn  dan 

terdapat "K , sedemikian hingga 
2

|"|
ε<− xxn  untuk setiap "Kn ≥ . 

dipilih { }",'max KKK = . 

dengan menggunakan ketaksamaan segitiga, maka untuk Kn ≥  diperoleh : 

|"'||"'| xxxxxx nn −+−=−  

|"||'| xxxx nn −+−≤  

22

εε +<  

ε=   

oleh karena 0>ε  sebarang, maka 0"' =−xx  yang berarti "' xx = . Kontradiksi dengan 

pengandaian "' xx ≠ . Jadi terbukti bahwa limitnya tunggal.� 

 

Definisi 2.10 : Barisan ( )nx  dinamakan barisan Cauchy jika untuk setiap 0>ε  

terdapat ( ) NH ∈ε  sehingga untuk setiap Nnm ∈,  dengan ( )εHnm ≥,  berlaku 

ε<− || mn xx . 

 

Lemma 2.1 : (Robert G. Bartle dan Donald R. Sherbert, 2000) Jika barisan ( )nx  

konvergen, maka ( )nx  barisan Cauchy. 

 

Bukti : 

Diketahui ( )nx  adalah barisan konvergen dan misalkan ( )nx  konvergen ke x, akan 

dibuktikan bahwa barisan bilangan riil yang konvergen merupakan barisan Cauchy 

(untuk sebarang 0>ε  maka dipenuhi ε<− || mn xx ). 
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Ambil sebarang 0>ε , maka terdapat NK ∈








2

ε
sehingga jika 







≥
2

ε
Kn , maka 

2
||

ε<− xxn , oleh karena itu jika ( ) 






=
2

εε KH  dan jika ( )εHmn ≥, , maka 

diperoleh: 

|||| mnmn xxxxxx −+−<−  

|||| xxxx mn −+−<  

22

εε +<  

ε<   

karena berlaku untuk sebarang 0>ε  berlaku ε<− || mn xx , maka terbukti bahwa 

( )nx  adalah barisan Cauchy. � 

 

Definisi 2.11 : (Robert G. Bartle dan Donald R. Sherbert, 2000) Barisan ( )nx  

pada bilangan riil, dikatakan konvergen lemah ke x jika untuk setiap 0>ε  terdapat 

( ) NK ∈ε , bila ( )εKn ≥  dan f adalah fungsi pada bilangan riil sehingga 

( ) ( ) ε<− || xfxf n . 

 

Contoh 2.2: 

Selidiki apakah barisan bilangan riil ( )
n

xn

π=  dengan ( ) xxf sin=  merupakan 

barisan yang konvergen lemah atau tidak! 

 

Jawab : 

Diketahui ( )
n

xn

π=  dan ( ) xxf sin=  , akan ditentukan ( )
n

xf n

π
sin= . 
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Berdasarkan definisi maka akan dibuktikan : 

( ) ( ) επε <−=<− |sinsin||| x
n

xfxf n  

0>ε , maka 0
1 >
ε

. Misalkan ( )εK  adalah bilangan asli dengan menggunakan sifat 

Archimedes maka didapat ( )
ε

ε
+

>
x

K
sin

1
, untuk setiap Nn ∈  dengan 

( )επ K

n

≥
sin

1
 maka akan didapat : 

( )
ε

επ +
>≥

x
K

n
sin

1

sin

1
 

επ +
>

x
n

sin

1

sin

1
 

επ +< x
n

sinsin  

maka επ <− x
n

sinsin  

karena terbukti ( ) ( ) επε <−=<− |sinsin||| x
n

xfxf n , maka barisan bilangan riil 

( )
n

xn

π=  dengan ( ) xxf sin=  adalah konvergen lemah. 

 

Definisi 2.12 : (Robert G. Bartle dan Donald R. Sherbert, 2000) Barisan ( )nx  

pada bilangan riil, dikatakan konvergen kuat jika terdapat ( )nxx ∈  sehingga berlaku : 

0||lim →−
∞→

xxn
n

. 

 

 



 

II-9 
 

 

Contoh 2.3: 

Selidiki apakah barisan 0
1

lim =
∞→ nn

 adalah konvergen kuat. 

Jawab : 

Untuk 0>ε , maka 0
1 >
ε

. 

Misalkan ( )εK  adalah bilangan asli dengan ( )
ε

ε 1>K , untuk setiap Nn ∈  maka 

( )εKn ≥ , 

maka akan didapat ( )
ε

ε 1>≥ Kn , sehingga 
ε
1>n  dan ε<

n

1
, 

dengan demikian ε<− 0
1

n
, sehingga ε<

n

1
, 

jadi barisan tersebut konvergen kuat. 

 

2.3 Ruang Hasil Kali Dalam  

 Telah dibahas sebelumnya mengenai hasil kali dalam Euclidis pada ruang 

vektor nR . Selanjutnya akan dibahas mengenai notasi hasil kali dalam dari sebarang 

vektor riil. 

Definisi 2.13 : (Anton Howard, 1994) Misalkan X ruang linier atas lapangan R suatu 

pemetaan dari XX ×  ke R yang ditulis ..,  disebut hasil kali dalam bila memenuhi 

sifat-sifat berikut : 

1. 0,;0, =≥ xxxx  jika dan hanya jika 0=x , 

2. xyyx ,, =  untuk setiap Xyx ∈, , 

3. yxyx ,, αα =  untuk setiap Xyx ∈,  dan R∈α , 

4. zyzxzyx ,,, +=+  untuk setiap Xzyx ∈,, . 
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Contoh 2.4 : 

Tunjukkan bahwa operasi perkalian titik-titik standar di 3R  merupakan hasil kali 

dalam ! 

 

Jawab : 

Akan ditunjukkan bahwa perkalian titik standar memenuhi keempat aksioma hasil 

kali dalam, yaitu : 

misalkan ( )321 ,, xxxx = , ( )321 ,, yyyy = , ( )321 ,, zzzz = , 3,, Rzyx ∈ . 

1. xyyx ,, =  

( )yxyx ., =  

( )332211 yxyxyx ++=  

( )332211 xyxyxy ++=  

xy,=  

2. 0, ≥xx  

( )xxxx ., =  

( ) 02
3

2
2

2
1 ≥++= xxx  

0, =xx  

( ) ( ) 00,0,0,02
3

2
2

2
1 ==↔=++ xxxx  

 

3. yxyx ,, αα =  

( )yxyx ., αα =  

( )332211 yxyxyx ααα ++=  

( )yx.α=  
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yx,α=  

4. ( )( )zyxzyx ., +=+  

( )( )( )321332211 ,,.,, zzzyxyxyx +++=  

( ) ( ) ( )( )333322221111 zyzxzyzxzyzx +++++=  

( ) ( )332211332211 zyzyzyzxzxzx +++++=  

( ) ( )zyzx .. +=  

zyzx ,,=  

karena keempat aksioma terpenuhi maka operasi perkalian titik-titik standar di 3R  

merupakan hasil kali dalam. 

 

2.4 Ruang  Bernorma  

Definisi 2.14 : (Anton Howard, 1994) Jika X  adalah ruang linier atas lapangan R  

adalah  fungsi bernilai riil dan .  dikatakan norma pada X  jika memenuhi 4 

aksioma berikut : 

1. 0≥x untuk semua Xx ∈ , 

2. 0=x     jika dan hanya jika 0=x , 

3. xx αα = untuk semua Xx ∈  dan R∈α , 

4. yxyx +≤+ ( ketaksamaan segitiga ). 

pasangan ( )⋅;X  disebut dengan ruang linier bernorma dengan norma ⋅ . 

 

Contoh 2.5 : 

Misalkan X ruang linier atas lapangan R dengan mendefinisikan 321 xxxx ++= , 

akan dibuktikan bahwa 321 xxxx ++=  adalah norma dengan ( )321 ,, xxxx =  

dimana Xx ∈ . 
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Jawab : 

1. 0≥x  

Misalkan X ruang linier atas lapangan R, ambil sebarang Xx ∈ dan 

321 xxxx ++=  dimana 0321 ≥++ xxx  dengan kata lain 0≥x . 

2. 0=x  jika dan hanya jika 0=x  

Terlebih dahulu kita harus membuktikan bahwa 0=x  maka haruslah 0=x . 

Misalkan X ruang linier atas lapangan R dengan diketahui bahwa 0=x  

sehingga 0321 =++= xxxx , untuk setiap Xx ∈  dimana 0,, 321 ≥xxx  

sehingga untuk 0321 =++ xxx , haruslah nilai 0321 === xxx  dengan 

kata lain nilai dari 0=x . Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa 0=x  jika 

0=x . 

0=x  

0,000321 =↔++=++= xxxxx  

3. xx αα =  

321 xxxx αααα ++=  

321 xxx ααα ++=  

( )321 xxx ++= α  

xα=  

4. yxyx +≤+  

Ambil sebarang nilai Xy ∈  dengan ( )321 ,, yyyy =  sehingga 

332211 yxyxyxyx +++++=+  
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332211 yxyxyx +++++=  

321321 yyyxxx +++++=  

yx +=  

sehingga diperoleh yxyx +≤+  

karena keempat aksioma terpenuhi maka 321 xxxx ++=  merupakan norma pada 

ruang linier X atas lapangan R. 

 

Teorema 2.3 : (Ketaksamaan Cauchy-Schwarz) Jika x dan y adalah vektor pada 

ruang hasil kali dalam maka : yyxxyx ,,,
2 ≤ . 

 

Bukti : 

Diketahui x dan y adalah vektor pada ruang hasil kali dalam, akan ditunjukkan bahwa 

yyxxyx ,,,
2 ≤  . 

Misalkan 0=x , maka 0,, == xxyx , sehingga ketaksamaan Cauchy-Schwarz 

akan terpenuhi jika 0≠x . Misalkan xxa ,= , yxb ,2=  dan yyc ,=  dan 

misalkan t sebarang bilangan riil, sehingga: 

yytxyytxxxtytxytx ,,,,,0 2 +++=++≤  

yytyxtxx ,,2, 2 ++=  

cbtat ++= 2  

Ketaksamaan ini menyatakan bahwa polinom kuadrat cbtat ++2  tidak mempunyai 

akar, baik akar riil maupun akar iterasi, sehinggga diskriminannya harus memenuhi 

042 <− acb  dengan menggantikan pemisalan keofisien cba ,,  memberikan 

0,,4,4
2 <− yyxxyx , sehingga diperoleh yyxxyx ,,,

2 < . 

Maka ketaksamaan Cauchy-Schwarz terpenuhi � 
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Lemma 2.2 : Ketaksamaan pada teorema dapat ditulis dalam bentuk determinan 

matrik sebagai berikut : 0
,,

,,
≥

yyxy

yxxx
. 

Bukti : 

Diketahui persamaan Cauchy-Schwarz. 

Akan ditunjukkan bahwa persamaan tersebut dapat ditulis dalam determinan matrik, 

yaitu 0
,,

,,
≥

yyxy

yxxx
 

dari hubungan yyxxyx ,,,
2 < , maka 

  0,,,
2 ≥− yxyyxx  

karena  xyyxyx ,,,
2 <  

maka  0,,,, ≥− xyyxyyxx  

jadi  
yyxy

yxxx

,,

,,
 � 

 

Definisi : Jika V  adalah sebuah ruang hasil kali dalam, maka norma (panjang) vektor 

x dinyatakan oleh x  dan didefinisikan oleh 2
1

, xxx = . 

Jika panjang berada pada 2R  maka 2
2

2
1 xxx +=  sedangkan pada 3R  maka 

2
3

2
2

2
1 xxxx ++= . 

 

Definisi : Jika V  adalah sebuah ruang hasil kali dalam, maka jarak antara dua titik 

vektor u dan v dinyatakan oleh ( )vud ,  dan didefinisikan oleh ( ) vuvud −=, . Jika 

jarak dua titik di 2R  maka ( )21,uuu =  dan ( )21,vvv =  dan diberikan 

( ) ( ) ( ) vuvuvuvud −=−+−= 2
22

2
11,  sedangkan jarak dua titik di 3R  maka 
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( )321 ,, uuuu =  dan ( )321 ,, vvvv =  dan diberikan 

( ) ( ) ( ) ( ) vuvuvuvuvud −=−+−+−= 2
33

2
22

2
11,  

 

Definisi : Ruang linier X adalah suatu  himpunan yang memiliki anggota vektor dan 

skalar pada lapangan (field) K dengan dua operasi yaitu operasi penjumlahan dan 

perkalian sebagai berikut: 

1. ( ) ( ) ( )yFxFyxF +=+  

2. ( ) ( )xkFkxF = . 

 

Contoh : 

Misalkan 32 RRF →=  adalah fungsi yang didefinisikan oleh 

( ) ( )yxyxxvuF −+= ,,,  dan jika ( )11, yxu =  dan ( )22 , yxv =  maka 

( )2121 , yyxxvu ++=+ . Tunjukkan bahwa F adalah ruang linier. 

 

Jawab : 

Diketahui 32 RRF →=  adalah fungsi yang didefinisikan oleh 

( ) ( )yxyxxvuF −+= ,,,  dan jika ( )11, yxu =  dan ( )22 , yxv =  maka 

( )2121 , yyxxvu ++=+ , akan ditunjukkan bahwa F adalah ruang linier. 

untuk menunjukkan bahwa F merupakan ruang linier harus memenuhi 2 aksioma 

sebagai berikut : 

1. ( ) ( ) ( )vFuFvuF +=+  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]2121212121 ,, yyxxyyxxxx +−+++++=  

( ) ( )2222211111 ,,,, yxyxxyxyxx −++−+=  

( ) ( )vFuF +=  
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2. ( ) ( )xkFkxF =  

( )11111 ,, kykxkykxkx −+=  

( )11111 ,, yxyxxk −+=  

( )ukF=  

karena kedua aksioma terpenuhi maka terbukti bahwa F adalah sebuah ruang linier. 



BAB III 

METODOLOGI PENELITIAN 

 

Penulisan skripsi ini penulis menggunakan metodologi studi literatur terhadap 

referensi-referensi yang berkaitan dengan kekonvergenan pada barisan bilangan riil, 

kekonvergenan pada ruang hasil kali dalam dan kekonvergenan pada ruang bernorma. 

Dimulai dengan  memahami definisi tentang barisan bilangan riil dan kekonvergenan 

barisan bilangan riil, memahami definisi tentang ruang hasil kali dalam dan 

memberikan contoh dan memahami defenisi tentang ruang bernorma serta 

memberikan contoh. Setelah itu dilanjutkan dengan pembuktian teorema-teorema, 

lemma dan proposisi yang berhubungan dengan pembahasan dan dilanjutkan dengan 

melihat kekonvergenan ruang hasil kali dalam kekonvergenan pada ruang bernorma. 

Flowchart metodologi penelitian : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   Gambar 3.1. Flowchart metodologi penelitian 

Konvergen barisan bilangan riil 

Ruang hasil kali dalam 

Konvergen pada ruang bernorma 
dan ruang hasil kali dalam 

Ruang bernorma 

Membuktikan 
teorema-teorema 

yang berhubungan 
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BAB IV 

PEMBAHASAN 

 

 Pada bab ini akan dibahas mengenai pembahasan permasalahan yaitu 

menunjukkan bentuk kekonvergenan pada ruang bernorma dan ruang hasil kali 

dalam. 

 

4.1 Kekonvergenan pada Ruang Bernorma 

 Definisi 4.1.1 : Barisan ( )nx  di dalam ruang bernorma X dikatakan konvergen lemah 

ke x jika terdapat Xx ∈ , maka untuk setiap 'Xf ∈  : ( ) ( ) 0||||lim =−
∞→

xfxf n
n

. 

 

Definisi 4.1.2 : Barisan ( )nx  di dalam ruang bernorma X dikatakan konvergen kuat 

ke x jika terdapat Xx ∈ , sehingga  0||||lim =−
∞→

xxn
n

, untuk setiap Xx ∈ . 

 

 Untuk menyatakan konvergen lemah juga bisa ditulis xx w
n → , jika untuk 

setiap 0>ε  terdapat ( ) NK ∈ε  dan bila ( )εKn >  maka ( ) ( ) ε<− |||| xfxf n . 

 

Contoh : 

Terdapat  ( ),mR  ruang bernorma, dengan norma 2
3

2
2

2
1 xxxx ++= . 

Ambil ( )























=


















=

n

n

n

x

x
x

x

mn

n

n

n

π

π
π

MM

2

1

 dan mm RRf →: x dengan 























=


















=


















n

n

n

x

x
x

x

x
x

f

mn

n

n

m π

π
π

sin

sin

sin

sin

sin
sin

2

1

2

1

MMM
 akan konvergen ke 



















=

0

0
0

M
x . 
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Jawab : 

Akan ditunjukkan bahwa ( ) ( ) δ<− xfxf n  atau δπ <− nxn 1sinsin , untuk 0>δ , 

maka 01 >δ . 

Misalkan ( )δK  adalah bilangan asli, dengan menggunakan sifat Archimedes maka 

diperoleh : 

( )
δ

δ
+

>
nx

K
1sin

1
, untuk setiap Nn ∈  dengan ( )δπ K

n

≥
sin

1
, maka : 

( )
δ

δπ +
>≥

nx
K

n 1sin

1

sin

1
 

δπ +
>

nx
n 1sin

1

sin

1
 

δπ +> nxn 1sinsin  

maka : 

δπ <− nxn 1sinsin  

= ( ) ( ) δ<− xfxf n  

untuk mnn xx ......2  buktinya analog. 

Dengan kata lain untuk setiap mi ,.......2,1=  berlaku ( ) ( ) 0lim =−
∞→ iin

n
xfxf  

Diperoleh ( ) ( ) 0lim =−
∞→

xfxf m
n

 

      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 0......lim 2211 =−++−+−≤
∞→ mmnnn

n
xfxfxfxfxfxf  

       = 00...00 =+++  

atau ( ) ( ) 0lim =−
∞→

xfxf m
n
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4.2 Kekonvergenan pada Ruang Hasil Kali Dalam 

Definisi 4.3 : Barisan ( )nx  pada ruang hasil kali dalam X  dikatakan konvergen lemah 

ke x jika terdapat Xx ∈ ,sehingga untuk setiap 0>ε  terdapat ( ) NK ∈ε  dan bila 

( )εKn > , maka untuk setiap ( ) ( ) ε<−∈ yxfxfXf n ,:'  untuk setiap Xy ∈ . 

 

Definisi 4.4 : Jika barisan ( )nx  pada ruang hasil kali dalam X  dikatakan konvergen 

kuat ke x, jika : 0,lim =−
∞→

yxxn
n

, untuk setiap Xy ∈ . 

Dari pembahasan di atas, maka selanjutnya adalah suatu pernyataan yang 

berbentuk proposisi yang menyatakan hubungan antara kekonvergenan pada ruang 

bernorma dan kekonvergenan pada ruang hasil kali dalam. 

 

4.3 Kekonvergenan pada Ruang Bernorma dan Ruang hasil Kali Dalam 

Proposisi 4.1 :  Jika barisan ( )nx  pada ruang bernorma X konvergen kuat, maka 

barisan ( )nx  konvergen lemah ke x pada ruang hasil kali dalam. 

 

Bukti : 

Diketahui ( )nx  barisan pada ruang bernorma konvergen kuat. 

Akan ditunjukkan bahwa barisan yang konvergen kuat pada ruang bernorma 

merupakan konvergen lemah pada ruang hasil kali dalam. 

Dari ketaksamaan segitiga didapat : 

||,||.|||||,| yyxxyxx nn −≤−  

karena ( )nx  konvergen kuat ke x maka 0|||| =− xxn  

0|||| =− xxn  

         0|,| ≤− yxxn  

         ( ) ( ) 0|,| ≤− yxfxf n , untuk setiap 'Xf ∈  � 
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sehingga diperoleh ( ) ( ) 0, →− yxfxf n , yang merupakan konvergen lemah. 

 

Proposisi 4.2 : Jika ( )nx  pada ruang hasil kali dalam X  konvergen lemah ke x dan 

'x , maka 'xx = , dimana x dan 'x  anggota X. 

 

Bukti : 

Diketahui ( )nx  konvergen lemah ke x dan 'x . 

Akan ditunjukkan bahwa 'xx = , untuk x dan 'x  anggota X. 

 

Jika yxyxn ,, →  maka pada saat yang sama yxyxn ,', → ,untuk setiap 

Xyx ∈, . 

Dari keunikan limit pada barisan bilangan riil, didapat : 

yxyx ,', =  

( ) ( ) yxfyxf ,', = n 

( ) ( ) 0,' =− yxfxf , untuk setiap Xyx ∈, . 

( ) ( ) 0' =− xfxf  

( ) ( )'xfxf =  

 

( ) ( )'xfxf = , maka 'xx =  � 

 

Lemma 4.1: Pada ruang hasil kali dalam jika xxn →  dan yyn →  maka 

yxyx nn ,, → . 
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Bukti : 

Akan ditunjukkan bahwa jika xxn →  dan yyn →  maka yxyx nn ,, → , dari 

ketaksamaan Schwarz, didapat : 

yxyxyxyxyxyx nnnnnn ,,,,,, −+−=−  

yxxyyx nnn ,, −+−≤  

karena 0→− xxn  dan 0→− yyn  dimana ∞→n , 

maka didapat 0→−+−≤ yxxyyx nnn  

0,, →− yxyx nn  

yxyx nn ,, →  � 
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BAB V 

KESIMPULAN DAN SARAN 

 

 Mengakhiri penulisan ini dapat diambil kesimpulan dan saran dari 

pembahasan dan analisa yang telah dipaparkan pada bab sebelumnya. 

 

5.1  Kesimpulan 

Di dalam barisan bilangan riil berlaku sifat kekonvergenan, baik konvergen kuat 

maupun konvergen lemah. Begitu juga dalam ruang bernorma dan ruang hasil kali 

dalam.  

Bentuk kekonvergenan pada barisan bilangan riil, pada ruang bernorma dan ruang 

hasil kali dalam adalah sebagai berikut : 

1. Konvergen lemah dalam barisan bilangan riil : 

untuk setiap 0>ε  terdapat ( ) NK ∈ε , bila ( )εKn ≥  dan f adalah fungsi pada 

bilangan riil sehingga ( ) ( ) ε<− || xfxf n . 

2. Konvergen kuat dalam barisan bilangan riil : 

untuk ( )nxx ∈  sehingga berlaku : 0||lim →−
∞→

xxn
n

. 

3. Konvergen lemah dalam ruang bernorma : 

untuk setiap 'Xf ∈  : ( ) ( ) 0||||lim =−
∞→

xfxf n
n

. 

4. Konvergen kuat dalam ruang bernorma : 

0||||lim =−
∞→

xxn
n

, untuk setiap Xx ∈ . 

5. Konvergen lemah dalam ruang hasil kali dalam : 

untuk setiap untuk setiap 'Xf ∈  berlaku ( ) ( ) ε<− yxfxf n , . 

6. Konvergen kuat dalam ruang hasil kali dalam : 

0,lim =−
∞→

yxxn
n

, untuk setiap Xy ∈ . 
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Selain itu juga berlaku juga konvergen lemah pada ruang bernorma merupakan 

konvergen kuat pada ruang hasil kali dalam. 

 

5.2 Saran  

Dalam skripsi ini hanya dibahas tentang kekonvergenan pada ruang bernorma 

dan ruang hasil kali dalam, bagi yang tertarik untuk melanjutkan skripsi ini dapat 

mengembangkan tentang kekonvergenan pada ruang bernorma-n dan ruang hasil kali 

dalam-n atau ruang bernorma-k2  dan ruang hasil kali dalam-k2 . 
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