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ABSTRAK

Diberikan ((1J hasil kali dalam, ((..)) ruang hasil kali dalam dan diberikan |.|
norma, (X|| ||) ruang bernorma. Tujuan dari tugas akhir ini adalah menunjukkan

kekonvergenan pada ruang bernorma dan kekonvergenan pada ruang hasil kali
dalam. Diperoleh juga bahwa barisan yang konvergen kuat pada ruang bernorma
maka barisan tersebut konvergen lemah pada hasil kali dalam.
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ABSTRACT

Let <E|]}] is inner product, (<>) be a inner product psace and let |.|| is norm,

(X,].]) be a norm space. At the end of this assignment will be shown the

konvergence in the norm space and the convergence in the inner product space.
It is also produced that the strong convergence sguencesin the norm space then
weak conver gence squences in the inner product.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Sejalan dengan perkembangan ilmu matematika, mamékp matematika
terus berusaha untuk mengembangkan teori-teori @af ada. Perkembangan
ilmu matematika tersebut selalu bertambah maju ziaman ke zaman. Sebagai
contoh perkembangan ilmu matematika adalah perkegaveilmu aljabar.

Aljabar telah digunakan matematikawan sejak belzerdqgu tahun yang
lalu. Nama aljabar berasal dari kitab yang dituiada tahun 830 oleh
matematikawan Persia bernama Muhammad Ibnu MusEwalizmi dengan
judul ‘Al-Kitab Al-Jabr Wal-Mugabala’ (yang beraitThe Compendious Book on
Calculation by Completion and Balancing"), yang menerapkan operasi simbolik
untuk mencari solusi secara sistematik terhadapapean linier dan kuadratik.
Salah satu muridnya, Omar Khayyam menerjemahkaih keaga Al-Khwarizmi
ke bahasa Eropa. Aljabar bersama-sama dengan geoamlisis dan teori
bilangan adalah cabang-cabang utama dalam matem&#karang ini istilah
aljabar mempunyai makna lebih luas daripada sekalj@bar elementer, yaitu
meliputi ajabar abstrak, aljabar linier dan sebaygai

Para pemikir matematika terus berusaha untuk melngegkan teori-teori
yang telah ada, seperti konsep ruang hasil kalandalruang bernorma dan
ketaksamaan Cauchy-Schwarz. Pada penulisan ini dikamas tentang konsep
kekonvergenan pada barisan riil, kekonvergenan pa@ag bernorma dan
kekonvergenan pada ruang hasil kali dalam. Konséprkvergenan pada barisan
bilangan riil pertama kali dibahas oleh Bartle @&rerbert (1982). Seiring dengan
itu dikemukakan berbagai hasil tentang sifat-sifig@ing bernorma dan ruang hasil
kali dalam yang dibahas oleh Anton (1994), danngelaya dikembangkan lagi
oleh Gunawan (2002) yang mengemukakan konsep ro@mgprma-2 dan ruang
hasil kali dalam-2. Setelah melihat dan membacaensébut di atas maka penulis
tertarik untuk menulis sebuah skripsi dengan jutikekonvergenan pada

Ruang Bernorma dan Ruang Hasil Kali Dalam”



1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas maka dapat dgkam masalahnya
adalah, “bagaimana konsep kekonvergenan pada hemngrma dan ruang hasil
kali dalam?”.

1.3 Batasan Masalah
Permasalahan yang akan dibahas dalam tulisan baitadii hanya pada
menunjukkan kekonvergenan pada ruang bernormaudag thasil kali dalam.

1.4  Tujuan Penulisan

Tujuan dari penulisan ini adalah menunjukkan batlweavergen pada
barisan bilangan riil dapat diperumum ke ruang dema dan ruang hasil kali
dalam, kemudian melihat bentuk kekonvergenan paaagrbernorma dan ruang

hasil kali dalam.

1.5 Sistematika Penulisan
Sistematika dalam pembuatan tulisan ini mencakio@lbyaitu :

Bab | : Pendahuluan
Bab ini berisi latar belakang masalah, rumusanafahs tujuan, dan
sistematika penulisan.

Bab Il : Landasan Teori
Bab ini berisikan informasi tentang teori-tegaing digunakan dalam
penulisan ataupun metode/teorema yang dipakai. nDaanulisan
tugas akhir ini, landasan teori yang dipakai antama tentang ruang
vektor, barisan bilangan riil, ruang bernorma daang hasil kali
dalam.

Bab Ill : Metode Penelitian
Bab ini berisikan cara-cara atau langkah-langkalnd menyelesaikan
permasalahan keterkaitan kekonvergenan pada ruamngrima dan

ruang hasil kali dalam.



Bab IV : Pembahasan dan Analisa

Bab ini berisikan penyelesaian masalah ketenkakekonvergenan
pada ruang bernorma dan ruang hasil kali dalam.
BabV : Penutup

Bab ini berisi kesimpulan dan saran.



BAB 11
LANDASAN TEORI

Pada bab Il ini akan akan dibahas mengenai teoriyang menjadi landasan
atau acuan untuk bab seterusnya. Teori-teori ydyahds antara lain mengenai ruang
vektor, konvergen pada barisan bilangan riil, rudmagil kali dalam, dan ruang
bernorma.

2.1 Ruang Vektor
Definis 2.1 : (Howard Anton, 1997) Ruang vektor atas lapangaR adalah
himpunan tidak kosongX dengan dua operasi yaitu penambahan dan perkalian

dengan skalar atas vektor-vektrry,z[0 X dengan skalak,l 0R yang memenuhi

sifat-sifat sebagai berikut :

1. x+y 0OX,

2. x+y = y+x (sifat komutatif ),

3. x+(y+2 =(x+y)+z (sifat asosiatif ),

4. Ada sebuah vekto0[1 X sehinggaD+x=x+0,

5.0 x di X terdapat vektor balikan darix atau -x sehingga
X+(-x) =(-x)+x=0,

6. Jikak skalar danx sebarang benda vektor di makakx berada dikx[d X,

7. k(x+y) = kx+ky (sifat distributif ),

8. (k+1)x=kx+Ix,

9. k(Ix) = (K)(x),

10. Untuk sebarang real 1 dan untuk seti@pX berlakul x = x.

Definis 2.2 : (Howard Anton, 1997) Dua vektor u=(u,u,,..u, ) dan

vV =(V,V,,...,v,) padaR"dinamakan sama jika, =v,, u, =Vv,,...,u, =V, sedangkan
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untuk penjumlaharu +v didefinisikan dengamu+v=(u, +v;,u, +Vv,,...,u, +v,)dan
jlka k adalah sebarang skalar, maka perkalian skklardidefinisikan dengan

ku = (ku,, ku, ,....ku, ). Operasi penambahan dan perkalian skalar dalamisieni

disebut dengan operasi-operasi baku patia

Definis 2.3 : (Howard Anton, 1997) Jika u=(u,u,,...,u,) danv=(v,v,,....v, )

adalah sebarang vektor pad, maka hasil kali dalankuclidis (Euclidean inner

product) u.v didefinisikan dengam.v = u,v; +u,v, +...+U.V,.

Contoh :
Diberikan hasil kali dalam Euclidis dari vektar dan v masing-masing adalah
u=(-126) danv= (7,32 . Tentukan hasil kali dalam Euclidisnya.

Jawab :
Hasil kali dalam Euclidis padR® adalah
uv=uV, +uVv, +...+u.V,
= (-2)(7) + (2)(3)+ (6))
=(-7)+(6)+(6)
=5

maka nilai 5 disebut sebagai hasil kali dalam Eligli

2.2 Konvergen pada Barisan Bilangan Riil
Definisi 2.4 : (Robert G. Bartle dan Donald R. Sherbert, 2000) Barisan bilangan
riil (barisan diR) adalah fungsi dari himpunan bilangan &slyang daerah hasilnya

terdapat dalam himpunan bilangan Ril
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Definisi 2.5 : (Robert G. Bartle dan Donald R. Sherbert, 2000) Barisan (x, )
dikatakan konvergen keataulim(x, )= x, jika untuk setiape > 0 terdapat bilangan

asli K (£) sehingga untuk setiap= K (£) sehinggd x, - x|<&.

Definisi 2.6 : (Robert G. Bartle dan Donald R. Sherbert, 2000) Barisan (x,)
dikatakan terbatas jika terdapat bilangan mib 0 sehinggal x, [< M untuk semua

NnON.

Definisi 2.7 : (Robert G. Bartle dan Donald R. Sherbert, 2000) Misal X adalah
bilangan riil,
1) Untuk setiape > 0 lingkungan dark adalah himpunan
V.x={aOR:|x-al &},
2) Lingkungan darx adalah semua unsur yang terdapat pada lingkuagdan

X, untuk & > 0.

Definisi 2.8 : (Robert G. Bartle dan Donald R. Sherbert, 2000) Misalkan (x,)
barisan pada bilangan rii(,xn) dikatakan mempunyai limit k& jika untuk setiap
£>0 terdapat bilangan riilk(¢)ON sahinggan=K(g) dan (x,)0v,(x). Jika
terdapatx limit barisan (xn) maka (xn) konvergen ke (barisan mempunyai limit).
Jika barisan(x, ) konvergen kex dapat ditulis :

lim(x,) = x atau bisa juga dituli, - x.
nooo

Contoh 2.1:

): n-2

1. Tentukan apakah baris§r, o
n

adalah barisan konvergen!
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Jawab :

jim(x ) = lim -1~ 2
nees " e 37

.. n/n+2/n
=lim————

n-»3n/n+7/n

. 1+2/n
=lim

n-=3+7/n

:1+2/oo
3+7/

1

3

jadi barisan (xn):gn_+27 adalah barisan konvergen kerena barisan tersebut
n

R |
mempunyai limit yaltué :

2. Tentukan apakah baris4r, ) = 3 n+7 adalah barisan konvergen atau tidak!
n

Penyelesaian :

2
li =li
nlmo(xn) nlmo 3n+7

n?/n?
m—
n-«3n/n+7/n°

=lim————
n-=3/n+7/n

-1
3/ 00+ 7/ 00?

1
0
00
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karena barisatﬁxn) = 3 n+ Z tidak mempunyai limit maka barisan tersebut dieerg
n

Selanjutnya akan ditunjukkan barisan terbatas eéamiggalan limit.

Teorema 2.1 : (Robert G. Bartle dan Donald R. Sherbert, 2000) Jika barisan(x )

konvergen maka barisan tersebut terbatas.

Bukti :

Diketahui barisar(x,) dalah barisan konvergen, katakém (x,)= x. Ambil £ =1,
dan terdapan] N . Berdasarkan sifat nilai mutlak maka dgxj, — x|< & diperoleh
| X, |<[X +1, untuk setiam= N .

Pilih M =supl] X, [ %, [ % [l X[ +3} .

karena| x, [<x+ 1maka berlaky x, < M untuk semuanJN .

maka terbukti bahwéx_ ) terbatadm

Teorema 2.2 : (Robert G. Bartle dan Donald R. Sherbert, 2000) Jika barisar(x, )
konvergen, makz{xn) paling banyak hanya mempunyai satu limit, dengata kain

limitnya tunggal.

Bukti :

Diketahui (x,) barisan konvergen, akan dibuktikan bahwa barisanvérgen

mempunyai satu limit.
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andaikan lim(x,)=x dan lim(x,)=x" dengan x'# x', akan ditunjukkanx'= x"

n-oo n-oo

sehingga untuk sebarang>o terdapat K', sedemikian hinggd,xn—x'|<% dan

terdapatK", sedemikian hinggx, — x"|<% untuk setiapn = K".

dipilih K =maxK"',K"}.
dengan menggunakan ketaksamaan segitiga, maka neték diperoleh :
| X=X"E| X=X, + %, = X']

SIX=x, [+ %, =X

E €&
<Z+Z
2 2
=€

oleh karenas >0 sebarang, maka'—x'=0 yang berartix'= X'. Kontradiksi dengan

pengandaiarx'# X' . Jadi terbukti bahwa limitnya tunggdl.

Definisi 2.10 : Barisan (x,) dinamakan barisan Cauchy jika untuk setiap O
terdapat H(E)DN sehingga untuk setiapn,n0N dengan mn= H(s) berlaku

%, =X < £

Lemma 2.1 : (Robert G. Bartle dan Donald R. Sherbert, 2000) Jika barisan(x, )

konvergen, mak4x_ ) barisan Cauchy.

Bukti :

Diketahui (x,) adalah barisan konvergen dan misalKap) konvergen kex, akan

dibuktikan bahwa barisan bilangan riil yang konegrgnerupakan barisan Cauchy

(untuk sebarang >0 maka dipenuhjx, — X, |< £).
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Ambil sebarange >0, maka terdapaiK[%jD N sehingga jikan= K(gj maka

|xn—x|<§, oleh karena itu jikaH(s):K(g) dan jika nm>=H(g), maka

diperoleh:
[ X, =X, KX, = X+X=X_, |

< Xy =X [+ [ % = X]

karena berlaku untuk sebararg>0 berlaku | x, — X |< &, maka terbukti bahwa

(x,) adalah barisan Cauch®.

Definisi 2.11 : (Robert G. Bartle dan Donald R. Sherbert, 2000) Barisan (x, )

pada bilangan riil, dikatakan konvergen lemahxkia untuk setiape >0 terdapat

K(s)DN, bila n> K(s) dan f adalah fungsi pada bilangan riil sehingga
| f(x,)- f(X)I<e.

Contoh 2.2
Selidiki apakah barisan bilangan ri(lxn):% dengan f(x)=sinx merupakan

barisan yang konvergen lemah atau tidak!

Jawab :

dan f(x)=sinx , akan ditentukarf (x, ) =sin%.

Diketahui (x,) =%
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Berdasarkan definisi maka akan dibuktikan :

1f(x)-f(x)|<e = |sin%—sinx|<£

£>0, makal>0. Misalkan K(¢) adalah bilangan asli dengan menggunakan sifat
£

Archimedes maka didapatK(£)> , untuk setiap nON dengan

sinx+¢&

177 > K (£) maka akan didapat :
sin—

n

1ﬂ2 >t
sin”? sinx+&

n

1 1

> .

sin/f sinx+e

n

. Tl .
SIn— <sinX+¢&
n

maka
n

T .4
sin—-sinx <&
karena terbukti| f(xn)— f(x) e = |sin£—sinx|<£, maka barisan bilangan riil
n
(x,)=2 denganf (x)=sinx adalah konvergen lemah.
n
Definisi 2.12 : (Robert G. Bartle dan Donald R. Sherbert, 2000) Barisan (x,)

pada bilangan riil, dikatakan konvergen kuat jiedapatx 0 (x, ) sehingga berlaku :

lim|x, —x|- 0.
n- oo
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Contoh 2.3:
Selidiki apakah barisalim 1 0 adalah konvergen kuat.
n-en

Jawab :

Untuk € >0, maka1 >0.
£

Misalkan K(g) adalah bilangan asli dengan(5)>l, untuk setiapnON maka
£
n=K(g),

maka akan didapat = K (g) > % , sehinggan >% dan% <e,

dengan demikiar‘% —0( <g, sehingga% <Eg,

jadi barisan tersebut konvergen kuat.

2.3 RuangHasil Kali Dalam
Telah dibahas sebelumnya mengenai hasil kali d&aclidis pada ruang

vektor R". Selanjutnya akan dibahas mengenai notasi hdsitl&am dari sebarang

vektor riil.

Definisi 2.13: (Anton Howard, 1994) MisalkanX ruang linier atas lapang&hsuatu

pemetaan darX x X ke R yang ditulis<.,.> disebut hasil kali dalam bila memenuhi

sifat-sifat berikut :

1. (x,X)=20;(x,x) =0 jika dan hanya jikac=0,

2. (x,y)=(y,x) untuk setiapx,y 0 X ,

3. (ax,y)=a(x,y) untuk setiapx,yO X dana OR,
4. (x+vy,2)=(x,2)+(y,2) untuk setiapx,y,z0 X .

11-9



Contoh 2.4 :

Tunjukkan bahwa operasi perkalian titik-titik standdi R® merupakan hasil kali

dalam !

Jawab :
Akan ditunjukkan bahwa perkalian titik standar maote keempat aksioma hasil
kali dalam, yaitu :

misalkanx=(x1,x2,x3), y=(y1,y2,y3), z=(zl,zz,23), x,y,zOR®.
1 (xy) (¥:%)

(x,y) (xy)
(

XYt Xy, + X3Y3)

= (Y, + YoX, + YsXs)

= (ax,y, + ax,y, +ax,ys)

=a(xy)

[1-10



(xz +v12)+ (X,2, + v,2,) + (X2, + ¥,2,))
Xlzl + XZZZ + X323)+ (ylzl + yZZZ + y3z3)
xz)+(y.2)

=(x2)(y,2)

karena keempat aksioma terpenuhi maka operasi ljgerkitik-titik standar di R®

merupakan hasil kali dalam.

2.4 Ruang Bernorma
Definisi 2.14 : (Anton Howard, 1994) Jika X adalah ruang linier atas lapangBn

adalah fungsi bernilai riil dar.| dikatakan norma padX jika memenuhi 4

aksioma berikut :

1. IX/=0  untuk semuaxO X,

2. x| =0 jika dan hanya jikax =0,

3. la x| =|a||¥| untuk semuaxOX dana OR,
4, |x+y|<|x+]|y| (ketaksamaan segitiga ).

pasangar(x;”[nj disebut dengan ruang linier bernorma dengan ncﬁﬂa

Contoh 2.5

MisalkanX ruang linier atas lapangdhdengan mendefinisikafx| = [x;| +[x,| + |x,|,
akan dibuktikan bahwglx| = |x,|+|x,|+|x,| adalah norma dengan = (x,,X,,X,)

dimanaxO X.
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Jawab :
1 |xz0

Misalkan X ruang linier atas lapangaiR, ambil sebarangx[ X dan

[X| = [ +[%,| +|%5| dimana|x,|+|x,| +|x;| = 0 dengan kata laifix| = 0.

2. || =0 jika dan hanya jikax=0
Terlebih dahulu kita harus membuktikan baHws= 0 maka haruslah = 0.
Misalkan X ruang linier atas lapangaR dengan diketahui bath:O
sehingga||x| =[x, | +|x,| +|x,| =0, untuk setiapxd X dimana|x,,x,,%;/=0
sehingga untuk|x| +|x,| +|x,| =0, haruslah nilaix, =x, =x, = Odengan
kata lain nilai darix =0. Selanjutnya akan ditunjukkan bah\ﬂxﬂ =0 jika
x=0.

=0
[ =Pl +x| +[x[ =g +[0+]d,  ~ x=0
3. Jld =1al[
o] = lenx,| + || +|anx
=[arx] +[arx.] +al|
= o] + x|+ ;)
=|alld
4. x+ <X +]v
Ambil sebarang nilaiy 0 X dengany = (y,,y,,y,) sehingga

I+ ¥l =+ v+ [%, + | + % + v

1-12



=[]+ |ya| # %] +[ya| +[xs] +]ysl
= x|+ x|+ [xs[ +[ya] +]ya| +]y3l
=4+l

sehingga diperolefix + y| < x|+ v

karena keempat aksioma terpenuhi mgkar |x,| +|x,|+|x,| merupakan norma pada

ruang linierX atas lapangaR.

Teorema 2.3 : (Ketaksamaan Cauchy-Schwarkka x dany adalah vektor pada

ruang hasil kali dalam makax, y)* < (x,x)(y,y).

Bukti :

Diketahuix dany adalah vektor pada ruang hasil kali dalam, akamgikkan bahwa
(x¥)" = (xx)(y.y) -
Misalkan x=0, maka (x,y)=(x,x)=0, sehingga ketaksamaan Cauchy-Schwarz
akan terpenuhi jikax#0. Misalkan a=(x,x), b=2(x,y) dan c=(y,y) dan
misalkant sebarang bilangan riil, sehingga:
0<(tx+y,tx+Y) =<t2x, x> +(tx, y) +(y,tx) +(y,y)

=(xX)t> +2(x, )t +(y, y)

=at®+bt+c

Ketaksamaan ini menyatakan bahwa polinom kuadra#bt + ¢ tidak mempunyai

akar, baik akar riil maupun akar iterasi, sehingdgkriminannya harus memenuhi

b>-4ac<0 dengan menggantikan pemisalan keofisiegb,c memberikan

4(x, y>2 —4(x,x)(y,y) <0, sehingga diperolet, y>2 <(x,X)(V.,y).

Maka ketaksamaan Cauchy-Schwarz terpemuhi
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Lemma 2.2 : Ketaksamaan pada teorema dapat ditulis dalam bedetderminan

(%) (xy)

) ()=

matrik sebagai berikut

Bukti :
Diketahui persamaan Cauchy-Schwarz.
Akan ditunjukkan bahwa persamaan tersebut dapalisddalam determinan matrik,

(x%) (x)_
<mw<me°

dari hubungar(x, y)* <(x,x)(y,y), maka
(xx)(yy)=(xy)" 20

X,y)" <(xY)(y.%)

X x)(¥,¥) = (% Y)(y,) 2 0

X) (%) g

S

yaitu

karena

maka

jadi

{
<
(%
(v

Definisi : JikaV adalah sebuah ruang hasil kali dalam, maka noparggng) vektor

x dinyatakan oletjx| dan didefinisikan oleljx| = (x, x>}/2.

Jika panjang berada padd® maka |x|=+/x°+x,” sedangkan pad®® maka

X =X XX

Definisi : JikaV adalah sebuah ruang hasil kali dalam, maka jamédra dua titik

vektor u danv dinyatakan olehd(u,v) dan didefinisikan olefd(u,v) = Ju-V|. Jika

jarak dua ftitik di R?> maka u=(u,u,) dan v=(v,v,) dan diberikan

d(u,v)= (U -V, +(u, -v,)* =|u-V| sedangkan jarak dua titik dR® maka
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u=(u,u,,u,) dan v=(v,,v,,V,) dan diberikan

d(U’V) = \/(Ul _V1)2 +(U2 _V2)2 +(U3 _V3)2 :”U _V"

Definisi : Ruang linierX adalah suatu himpunan yang memiliki anggota vedtam
skalar pada lapangafigd) K dengan dua operasi yaitu operasi penjumlahan dan

perkalian sebagai berikut:
1. F(x+y)=F(x)+F(y)
2. F(kx)=kF(x).

Contoh :
Misalkan F=R*> -~ R® adalah fungsi yang didefinisikan  oleh
F(uv)=(x,x+y,x-y) dan jika u=(x,y,) dan v=(x,y,) maka

u+v=(x +X,,Y; +Y,). Tunjukkan bahw#& adalah ruang linier.

Jawab :
Diketahnui F=R? - R® adalah fungsi yang didefinisikan  oleh
F(uv)=(x,x+y,x-y) dan jika u=(x,y,) dan v=(x,y,) maka
u+v=(x +x,Y, +y,), akan ditunjukkan bahw@adalah ruang linier.
untuk menunjukkan bahwB merupakan ruang linier harus memenuhi 2 aksioma
sebagai berikut :
1. F(u +v) = F(u)+ F(v)

= [0 #2600+ 6)+ (v + ¥2), 06 +) = (v + 3]

= (% + Y1 = Vo) + (%% + Y20 % = Y)

= F0)+F()
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2. F(kx) =kF(x)
= (kxl’kxl +kY1’kx1 _kY1)
=K(x, %, + Y3 % = V)
= kF (u)

karena kedua aksioma terpenuhi maka terbukti b&hagalah sebuah ruang linier.
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BAB I11
METODOLOGI PENELITIAN

Penulisan skripsi ini penulis menggunakan metodologi studi literatur terhadap
referensi-referensi yang berkaitan dengan kekonvergenan pada barisan bilangan riil,
kekonvergenan pada ruang hasil kali dalam dan kekonvergenan pada ruang bernorma.
Dimulai dengan memahami definisi tentang barisan bilangan riil dan kekonvergenan
barisan bilangan riil, memahami definisi tentang ruang hasil kai dalam dan
memberikan contoh dan memahami defenisi tentang ruang bernorma serta
memberikan contoh. Setelah itu dilanjutkan dengan pembuktian teorema-teorema,
lemma dan proposisi yang berhubungan dengan pembahasan dan dilanjutkan dengan
melihat kekonvergenan ruang hasil kali dalam kekonvergenan pada ruang bernorma.

Flowchart metodologi penelitian :

[ Konvergen barisan bilangan riil ]

!

[ Ruang hasil kali dalam ]

'

[ Ruang bernorma ]

M embukt| kan
teorema-teorema
yang berhubungan

Konvergen pada ruang bernorma
dan ruang hasil kali dalam

Gambar 3.1. Flowchart metodologi penelitian



BAB IV
PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dibahas mengenai pembahasanagsdaiman yaitu
menunjukkan bentuk kekonvergenan pada ruang beenatam ruang hasil kali

dalam.

4.1 Kekonvergenan pada Ruang Bernorma

Definisi 4.1.1 : Barisan(x,) di dalam ruang bernormédikatakan konvergen lemah

ke x jika terdapatx 0 X , maka untuk setiagf O X" : lim || f(x,)- f(x)|E 0.

Definisi 4.1.2 : Barisan(x,) di dalam ruang bernorm¥ dikatakan konvergen kuat
ke x jika terdapatx[] X , sehinggalim || x, — x|F O, untuk setiapx [ X .

Untuk menyatakan konvergen lemah juga bisa ditg|i§0)' - x, jika untuk

setiape >0 terdapatk (¢)ON dan bilan > K () maka]| f(x,)- f(x)|k €.

Contoh :
Terdapat (R",| [) ruang bernorma, dengan norfpd=/x,” +x,” +x, .
%) |70

n

Ambil (x,)= :XZ” = % dan f:R™ - R™X dengan
X, %
X, sinx,, sin% 0
f _X2 = ?inxzn = :sin% akan konvergen ke = O
x. ) \sinx, .sin% 0
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Jawab :

Akan ditunjukkan bahwaf (x,)- f(x} < atau ‘sin” —sinx,|<d, untukd >0,

maka%>0.

Misalkan K(d) adalah bilangan asli, dengan menggunakan sifaikerdes maka

n

diperoleh :
1 . 1
K(6)> ————, untuk setiamN dengan—— > K(d), maka :
sinx,, +0 sinﬂn
1 1
>K(0)> ————
sin% sinx,, +0
1 1
>

. IT M
S'nA sinx,, +0

sin% >sinx, +9

maka :
‘sin% -sinx,,

=[f(x,)-f(x)<o

<0

untuk x,,,.....X.,, buktinya analog.

I
o

Dengan kata lain untuk setiag 1,2,......m berlakulim| f (x,,) - f (x )

nooo

Diperolehlim|f (x,,) - f (x) =0

< imf ()= F00) #[F 0) = F06) + oot [ () = £ (x, )] 0
=0+0+...+0 =0

atauLirrJo|f(xm)— f(x)=0
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4.2 Kekonvergenan pada Ruang Hasil Kali Dalam

Definisi 4.3 : Barisan(x,) pada ruang hasil kali dalax dikatakan konvergen lemah
ke x jika terdapatx X ,sehingga untuk setiap >0 terdapatK(¢)ON dan bila
n>K(e), maka untuk setiag 0 X :(f(x,)- f(x),y) <& untuk setiapy 0 X .

Definisi 4.4 : Jika barisan(x,) pada ruang hasil kali dalak dikatakan konvergen
kuat kex, jika : lim(x, — x,y) =0, untuk setiapy 0 X .
Dari pembahasan di atas, maka selanjutnya adalatu @ernyataan yang

berbentuk proposisi yang menyatakan hubungan ak&kanvergenan pada ruang
bernorma dan kekonvergenan pada ruang hasil Kalinda

4.3 K ekonver genan pada Ruang Bernorma dan Ruang hasil Kali Dalam

Proposisi 4.1 : Jika barisan(xn) pada ruang bernorm4d konvergen kuat, maka

barisan(x, ) konvergen lemah kepada ruang hasil kali dalam.

Bukti :

Diketahui (x, ) barisan pada ruang bernorma konvergen kuat.

Akan ditunjukkan bahwa barisan yang konvergen kpatla ruang bernorma
merupakan konvergen lemah pada ruang hasil kalnual

Dari ketaksamaan segitiga didapat :

106 =% y) Kl =x Ly vl

karena(xn) konvergen kuat ke maka||x, —x|F O
1%, =x|F0
|(x, =% y) [0

[(f(x,)— f(x),y) €0, untuk setiapf O X' m
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sehingga diperolefif (x,) - f(x),y) - 0, yang merupakan konvergen lemanh.

Proposisi 4.2 : Jika (xn) pada ruang hasil kali dalaxh konvergen lemah kedan

X', makax = x', dimanax dan x' anggotax.

Bukti :

Diketahui (x, ) konvergen lemah kedan x'.

Akan ditunjukkan bahwa = x', untukx dan x' anggotaX.

Jika(x,,y) - (x,y) maka pada saat yang saf, y) - (X', y),untuk setiap
X,y Xx.
Dari keunikan limit pada barisan bilangan riil, alht :
(xy)={xy)
(fxhy) =(f(x)y)n
(f(x)-f(x)y)=
)

0
f(x)- f(x)=0
f

f(x)=f(x)

, untuk setiapx, y 0 X .

f(x)= f(x), makax=x m

Lemma 4.1: Pada ruang hasil kali dalam jikg — x dany, — y maka

<Xn'yn> - <X’ y>'
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Bukti :

Akan ditunjukkan bahwa jika, — x dany, - y maka(x,,y,) - (x,y), dari

ketaksamaan Schwarz, didapat :

<Xn’yn>_<x’ y>‘ = <Xn’yn>_<xn’y>+<xn’y>_<x’ y>‘

<

(Xar Yo = V)| +[(% =% Y)
karenax, -x - 0 dany, -y - 0 dimanan - o,

maka didapat < x| [y, = y|+[x, = [y| - 0

<Xn’yn>_<x’ y>‘ -0

<Xn’yn> - <X' y> u
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BAB V
KESIMPULAN DAN SARAN

Mengakhiri penulisan ini dapat diambil kesimpulaten saran dari

pembahasan dan analisa yang telah dipaparkan padsebelumnya.

51 Kesimpulan

Di dalam barisan bilangan riil berlaku sifat kekenyenan, baik konvergen kuat

maupun konvergen lemah. Begitu juga dalam ruangdoera dan ruang hasil kali

dalam.

Bentuk kekonvergenan pada barisan bilangan riflapaiang bernorma dan ruang

hasil kali dalam adalah sebagai berikut :

1.

Konvergen lemah dalam barisan bilangan riil :

untuk setiaps > 0 terdapatK (¢) 0N, bila n> K (g) danf adalah fungsi pada
bilangan riil sehingga f (x.)- f(x)|< £.

. Konvergen kuat dalam barisan bilangan riil :

untuk x0(x,) sehingga berlakulim | x, - x| 0.
Konvergen lemah dalam ruang bernorma :
untuk setiapf 01X lim || £ (x,) = f (x)IF 0.
Konvergen kuat dalam ruang bernorma :

Limo || x, = x][F O, untuk setiapx J X .

Konvergen lemah dalam ruang hasil kali dalam :

untuk setiap untuk setiap 0 X berlaku( f (x,) - f(x),y) <.

Konvergen kuat dalam ruang hasil kali dalam :

lim(x, - x, y) =0, untuk setiapy [ X .
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Selain itu juga berlaku juga konvergen lemah padEng bernorma merupakan
konvergen kuat pada ruang hasil kali dalam.

52 Saran

Dalam skripsi ini hanya dibahas tentang kekonveaggmada ruang bernorma
dan ruang hasil kali dalam, bagi yang tertarik knmelanjutkan skripsi ini dapat
mengembangkan tentang kekonvergenan pada ruangrimasm dan ruang hasil kali

dalam-n atau ruang bernorn2k- dan ruang hasil kali dalarfk .
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