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ABSTRAK 

Penelitian ini bertujuan untuk menentukan bentuk umum trace matriks Toeplitz-Hessenberg 

berpangkat bilangan bulat positif empat. Ada beberapa langkah yang harus dilakukan, pertama 

menentukan entri-entri dari matriks Toeplitz-Hessenberg kuadrat yang dinotasikan sebagai 2

nH  

yaitu mengalikan 
nn HH  , selanjutnya mengalikan 22

nn HH   sehingga didapat entri-entri diagonal 

utama dari 4

nH . Selanjutnya, ditentukan bentuk umum trace matriks Toeplitz-Hessenberg 

berpangkat bilangan bulat positif empat menggunakan Definisi trace yang dinotasikan sebagai 

 4

nHtr . 

 

Kata kunci: Trace, Matriks Hessenberg, Matriks Toeplitz, Matriks Toeplitz-Hessenberg. 
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ABSTRACT 

This study aims to determine the general form of the Toeplitz-Hessenberg matrix matrix of positive 

integer four. There are several steps that must be done, first determine the entries from the 

Toeplitz-Hessenberg squared matrix which is denoted as 2

nH  i.e. multiplying 
nn HH  , then 

multiplying 22

nn HH   so we get the main diagonal entries from 4

nH . Next, determine the general 

shape of the Toeplitz-Hessenberg matrix matrix of positive integers using the definition of a trace 

notated as  4

nHtr . 

 

Keyword: Trace, Hessenberg Matrix, Toeplitz Matrix, Toeplitz-Hessenberg Matrix. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

Bab ini membahas serta menjabarkan mengenai latar belakang 

permasalahan yang dijadikan sebagai acuan dalam penulisan tugas akhir ini, 

rumusan masalah yang muncul dari judul yang diangkat serta batasan masalah 

untuk mencegahnya peluasan masalah, tujuan serta manfaat dari penulisan baik 

bagi penulis maupun bagi pembaca, dan pada bab ini juga terdapat sistematika 

penulisan yang digunakan untuk menyelesaikan penulisan tugas akhir ini. 

1.1 Latar Belakang  

Menurut Anton dan Rorres (2004), matriks adalah jajaran empat persegi 

panjang dari bilangan-bilangan. Bilangan-bilangan dalam jajaran tersebut disebut 

entri dari matriks. Matriks dibagi menjadi beberapa jenis antara lain matriks 

Toeplitz, matriks Hessenberg, matriks Toeplitz-Hessenberg dan sebagainya. 

Menurut Gray (2006), sebuah matriks Toeplitz adalah matriks berukuran nn  

yang dinotasikan sebagai    [                 ], dengan jkkj tt   

sebuah matriks dengan bentuk : 
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Menurut Slowik (2018), matriks Hessenberg (matriks Hessenberg bawah) 

adalah matriks    [   ]  dengan 0ijh  untuk 1 ij . Matriks Hessenberg 

merupakan matriks bujursangkar yang hampir menyerupai matriks segitiga 

bawah. Perbedaannya pada matriks segitiga bawah, entri-entri di atas diagonal 

utamanya bernilai nol. Sedangkan pada matriks Hessenberg, entri-entri di atas 

diagonal kedua (di atas diagonal utama) yang bernilai nol. Gabungan matriks 

Toeplitz dengan matriks Hessenberg disebut matriks Toeplitz-Hessenberg. Bentuk 

umum matriks Toeplitz-Hessenberg sebagai berikut : 
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  (1.1) 

dengan 0,0 khh
 
untuk setiap 0k .

 

Terdapat beberapa operasi matriks, seperti perkalian matriks, determinan, 

invers, trace matriks dan sebagainya. Dalam penelitian ini akan dibahas mengenai 

trace matriks, penelitian tentang trace matriks telah dibahas oleh beberapa 

peneliti sebelumnya. Pada tahun 2015, Pahade dan Jha telah membahas mengenai 

trace suatu matriks real yang berpangkat bilangan bulat positif berukuran 22 , 

hasilnya berupa persamaan bentuk umum trace dari matriks tersebut yaitu untuk 

n  genap : 
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Pada tahun 2017, Pahade dan Jha selanjutnya membahas mengenai trace 

dari suatu matriks ketetanggaan yang berpangkat bilangan bulat positif, dengan 

hasil yang diperoleh dari penelitian tersebut merupakan bentuk umum trace dari 

matriks ketetanggaan yaitu : 
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dengan  

     
2

1
2/1,,12/,,11,


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k
kkSkkSkS

      11,2,1,  rkSrkSrkS . 

Pada tahun 2018, Andesta melakukan penelitian tentang trace matriks 

khusus 33  berpangkat bilangan bulat positif dengan entri-entrinya bilangan real, 

dengan bentuk matriks: 

Rba

bb

aaA 

















 ,,

0

0

001

 

Hasil yang diperoleh adalah :    nn baAtr 1 . 

Pada tahun 2019, Helsivianingsih meneliti tentang trace matriks 

Ketetanggaan dari Graf Lengkap Berpangkat Negatif Empat, hasilnya berupa 

persamaan bentuk umum trace dari matriks tersebut, yaitu: 

 
       

 
.2,

1

22131
4

422
4
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



n

n

nnnnn
Atr n  

Berdasarkan uraian hasil penelitian-penelitian diatas, penulis tertarik untuk 

menyelesaikan rumus bentuk umum dari trace matriks Toeplitz-Hessenberg 

bilangan bulat positif pada Persamaan (1.1), sehingga pada tugas akhir ini penulis 

memberi judul “Trace Matriks Toeplitz-Hessenberg Berpangkat Bilangan 

Bulat Positif Empat ”. 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan uraian latar belakang diatas, maka rumusan masalah pada 

penelitian ini yaitu: “Bagaimana bentuk umum trace matriks Toeplitz-Hessenberg 

berpangkat bilangan bulat positif empat?”. 

1.3 Batasan Masalah 

Untuk mencegah meluasnya permasalahan yang ada dan supaya 

pembahasan lebih terarah, maka dilakukan pembatasan permasalahan pada 
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penulisan ini, yaitu matriks yang digunakan adalah matriks Toeplitz-Hessenberg 

pada Persamaan (1.1) berordo nn  dengan 3n . 

1.4 Tujuan Penelitian 

Tujuan penelitian tugas akhir ini adalah untuk mendapatkan bentuk umum 

trace matriks Toeplitz-Hessenberg berpangkat bilangan bulat positif empat. 

1.5 Manfaat Penelitian 

Adapun manfaat dari penulisan tugas akhir ini adalah sebagai berikut: 

1. Menambah ilmu pengetahuan dalam bidang matematika, khususnya tentang 

matriks. 

2. Menambah pengetahuan penulis tentang cara mendapatkan trace dari 

sebuah matriks Toeplitz-Hessenberg berpangkat empat. 

3. Sebagai sarana informasi bagi pembaca dan sebagai bahan referensi bagi 

pihak yang membutuhkan. 

1.6 Sistematika Penulisan 

Sistematika penulisan yang digunakan dalam penelitian ini mencakup lima 

bab, yaitu: 

BAB I  PENDAHULUAN 

Bab ini menguraikan latar belakang, rumusan masalah, batasan 

masalah, tujuan dari penelitian, manfaat penelitian dan sistematika 

penulisan. 

BAB II LANDASAN TEORI 

Bab ini berisi tentang hal-hal yang dijadikan sebagai dasar teori untuk 

pengembangan tulisan tugas akhir ini.  

BAB III METODOLOGI PENELITIAN 

  Bab ini berisi langkah-langkah yang digunakan untuk mendapatkan 

rumus umum trace matriks Toeplitz-Hessenberg berpangkat bilangan 

bulat positif empat. 
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BAB IV PEMBAHASAN 

Bab ini berisi pengaplikasian teori-teori pada landasan teori dengan 

mengikuti metodologi penelitian sehingga diperoleh rumus bentuk 

umum dari trace matriks Toeplitz-Hessenberg berpangkat bilangan 

bulat positif empat. 

BAB V PENUTUP 

  Bab ini berisikan kesimpulan dari seluruh uraian dan saran-saran dari 

penulis untuk pembaca. 



 

 

BAB II 

LANDASAN TEORI 

Bab ini berisi teori-teori pendukung yang berkaitan dengan matriks dan 

jenis-jenis matriks, operasi matriks, trace matriks, trace matriks berpangkat, 

beserta pengaplikasian trace matriks berpangkat dalam bentuk contoh soal. 

2.1 Matriks dan Jenis-jenis Matriks 

Definisi 2.1 (Anton dan Rorres, 2004) Matriks adalah jajaran empat persegi 

panjang dari bilangan-bilangan. Bilangan-bilangan dalam jajaran tersebut disebut 

entri dari matriks. 

Matriks dengan m  baris dan n  kolom disebut matriks nm . Matriks 

dengan jumlah baris dan kolom yang sama disebut matriks bujur sangkar. 

Misalkan m  dan n  adalah bilangan bulat positif, matriks nm  dapat dinyatakan 

sebagai berikut: 
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dengan     

:ija   Entri-entri matriks baris ke i  kolom ke j  

,,,3,2,1: mi   indeks baris 

,,,3,2,1: nj    indeks kolom 

Matriks diatas juga dapat dinyatakan sebagai : 

     [   ]     

Terdapat beberapa jenis-jenis matriks diantaranya sebagai berikut : 

1. Matriks Segitiga 

Matriks segitiga terbagi menjadi 2 jenis yaitu: 

a. Matriks Segitiga Atas (upper triangular) 

Matriks segitiga atas adalah matriks bujursangkar yang semua entri dibawah 

diagonal utamanya bernilai nol. 
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

















33

2322

131211

00

0

a

aa

aaa

A  

Contoh 2.1 Diberikan matriks A  segitiga atas ordo 33  sebagai berikut: 



















500

640

723

A  

b. Matriks Segitiga Bawah (lower tringular) 

Matriks segitiga bawah adalah matriks bujursangkar yang semua entri diatas 

diagonal utamanya nol. 



















333231

2221

11

0

00

bbb

bb

b

B  

Contoh 2.2 Diberikan matriks B  segitiga bawah ordo 33  sebagai berikut: 



















567

042

003

B

 

2. Matriks Toeplitz 

Definisi 2.2 (Gray, 2006) Sebuah matriks Toeplitz adalah matriks berukuran 

nn  dinotasikan sebagai berikut    [                 ], dengan 

jkkj tt   sebuah matriks dengan bentuk : 

 

 

 

     
































0321

3012

2101

1210

tttt

tttt

tttt

tttt

T

nnn

n

n

n

n











 

Contoh 2.3 Diberikan matriks Toeplitz ordo 44  sebagai berikut: 





















1234

4123

5412

3541

4T
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3. Matriks Hessenberg 

Matriks Hessenberg (matriks Hessenberg bawah) merupakan matriks 

bujursangkar yang hampir menyerupai matriks segitiga bawah. Perbedaannya 

pada matriks segitiga bawah, entri-entri di atas diagonal utamanya bernilai nol. 

Sedangkan pada matriks Hessenberg, entri-entri di atas diagonal kedua (di atas 

diagonal utama) yang bernilai nol.  

Definisi 2.3 (Kaygisiz dan Sahin, 2013) Sebuah matriks berukuran nn   

   [   ] disebut matriks Hessenberg bawah jika 0ijh  untuk 1 ij , yaitu: 

































nnnnn

nnnnn

nn

hhhh

hhhh

hhh

hhh

hh

H

,2,2,1,

,12,12,11,1

333231

232221

1211

0

0

00













 

Contoh 2.4 Diberikan matriks Hessenberg bawah ordo 44  sebagai berikut: 





















3579

4468

0357

0026

44H   

Gabungan dari matriks Toeplitz dengan matriks Hessenberg disebut matriks 

Toeplitz-Hessenberg yang didefinisikan pada definisi berikut. 

4. Matriks Toeplitz-Hessenberg 

Definisi 2.4 (Merca, 2013) Matriks Toeplitz-Hessenberg mempunyai bentuk 

umum nn  sebagai berikut: 

























 121

123

012

01

0

0

00

hhhh

hhh

hhh

hh

H

nn

n











  

dengan 0,0 khh
 
untuk setiap 0k . 
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Contoh 2.5 Diberikan matriks Toeplitz-Hessenberg ordo 55  sebagai berikut: 

























34567

23456

02345

00234

00023

5H  

Pada bagian ini akan dibahas mengenai perkalian matriks dengan matriks, 

perpangkatan matriks, trace matriks dan trace matriks berpangkat. 

2.2 Perkalian Matriks dengan Matriks 

Definisi 2.5 (Anton dan Rorres, 2004) Jika A  adalah matriks rm  dan B  

adalah matriks nr  maka hasil kali (product) AB  adalah matriks nm  yang 

entri-entrinya ditentukan sebagai berikut. Untuk mencari entri dalam baris i  dan 

kolom j  dari  AB , pilihlah baris i  dari matriks A  dan kolom j  dari matriks 

B . Kalikanlah entri-entri yang bersesuaian dari baris dan kolom tersebut 

bersama-sama dan kemudian tambahkanlah hasil kali yang diperoleh. 

Contoh 2.6 Diberikan matriks X  dan Y  sebagai berikut. 

,
514

321








X  















 



40

13

12

Y    

maka,  

























 











1711

154

40

13

12

514

321
XY  

2.3 Perpangkatan Matriks  

Definisi 2.6 (Anton dan Rorres, 2004) Jika A  adalah matriks bujursangkar, 

maka pangkat bilangan bulat tak negatif dari A  didefinisikan sebagai: 


faktorn

n AAAAIA ...,0   )0( n   
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Akan tetapi, jika A  dapat dibalik, maka definisi dari pangkat bilangan bulat 

negatif dari A  menjadi: 

  
faktorn

nn AAAAA 1111 ...  

 

)0( n       

Contoh 2.7 Tentukan matriks 3A  dari matriks A  berikut ini!  



















345

234

023

A   

Penyelesaian: 















































































































119262359

86191262

3686119

345

234

023

173446

122534

41217

345

234

023

345

234

023

345

234

023

3 AAAA

 

2.4 Trace Matriks 

Definisi 2.7 (Anton dan Rorres, 2004) Jika A  adalah matriks bujursangkar, 

maka trace dari A  yang dinyatakan sebagai  ,Atr  didefinisikan sebagai jumlah 

entri-entri pada diagonal utama A . Trace dari A  tidak dapat didefinisikan jika A  

bukan matriks bujursangkar. 

Diberikan matriks 





















nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A









21

22221

11211
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maka trace dari matriks A  adalah: 

 

 








n

i

ii

nn

a

aaaAtr

1

2211 

 

Contoh 2.8 Tentukan  Atr  dari matriks A  sebagai berikut! 



















12109

163

327

A

 

Penyelesaian : 

Dari matriks A  diperoleh ,711 a  622 a  dan ,1233 a  sehingga  

25

1267

)( 332211

3

1





 
aaaaAtr

i ii

 

2.5 Trace Matriks Berpangkat  

Pembahasan mengenai trace suatu matriks sudah dibahas oleh Novia Arda 

Putri (2019) dalam penelitiannya yang berjudul “Trace Matriks Toeplitz Simetris 

Bentuk Khusus Ordo 33  Berpangkat Bilangan Bulat Positif”. Penelitian 

tersebut membahas mengenai bentuk umum trace matriks Toeplitz simetris 

bentuk khusus ordo 33  berpangkat bilangan bulat positif. Berikut langkah-

langkah yang digunakan: 

1. Diberikan matriks 



















00

0

00

3

a

aa

a

A , .Ra  

  03 Atr  

2. Menentukan perpangkatan matriks 
2

3A  sampai 
12

3A  untuk n  ganjil dan n  

genap. 


















22

2

22

2

3

0

020

0

aa

a

aa

A
  (2.1) 
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

















020

202

020

3

33

3

3

3

a

aa

a

A
  (2.2) 


















44

4

44

4

3

202

020

202

aa

a

aa

A
  (2.3) 



















040

404

040

5

55

5

5

3

a

aa

a

A
  (2.4) 


















66

6

66

6

3

404

040

404

aa

a

aa

A
  (2.5) 



















080

808

080

7

77

7

7

3

a

aa

a

A
  (2.6) 


















88

4

88

8

3

808

020

808

aa

a

aa

A
  (2.7) 



















0160

16016

0160

9

99

9

9

3

a

aa

a

A
  (2.8) 


















1010

10

1010

10

3

16016

0160

16016

aa

a

aa

A
  (2.9) 



















0320

32032

0320

11

1111

11

11

3

a

aa

a

A
 (2.10) 
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
















1212

12

1212

12

3

32032

0320

32032

aa

a

aa

A
 (2.11) 

3. Menduga bentuk umum matriks 
nA3  berpangkat bilangan bulat positif 

dengan n  ganjil dan n  genap. 

Dengan melihat kembali Persamaan (2.1) sampai (2.11) maka dapat diduga 

bentuk umum 
nA3  yaitu: 









































































n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

aa

a

aa

a

aa

a

A

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

2

1

3

202

020

202

020

202

020

 

(2.12) 

4. Menentukan bentuk umum matriks 
nA3  dengan n  ganjil dan n  genap 

menggunakan induksi matematika. 

5. Membuktikan bentuk umum  nAtr 3  dengan n  ganjil dan n  genap 

menggunakan pembuktian langsung.  

 






 
n

nn

a
Atr 1

2
3

2

0

 
(2.13)

 

Berikut diberikan contoh trace matriks Toeplitz simetris bentuk khusus ordo 

33  berpangkat bilangan bulat positif. 

Contoh 2.9 Diberikan matriks 



















01000

1000100

01000

3A . Hitunglah: 

a. 9

3A  dan  9

3Atr  

b. 12

3A  dan  12

3Atr  

 

, untuk  ganjil 

 

, untuk  genap 

,  ganjil 

,  genap 
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Penyelesaian : 

a. Akan dihitung nilai dari 9

3A  dan  9

3Atr . 

Menurut Persamaan (2.12) untuk n  ganjil diperoleh: 

 

   

  


























010020

100201002

010020

92

19

92

19
92

19

92

19

9

3A  

 
   

 











































010160

101601016

010160

010020

100201002

010020

18

1818

18

94

9494

94

 

Menurut Persamaan (2.13) untuk n  ganjil diperoleh: 

 

0

000

010160

101601016

010160

18

1818

18

9

3











































 trAtr

 

b. Akan dicari 
12

3A  dan  12

3Atr . 

Menurut Persamaan (2.12) untuk n  genap diperoleh: 

   

 

   

   
 

    












































125125

126

125125

122

112
122

112

122

12

122

112
122

112

12

3

100201002

010020

100201002

100201002

010020

100201002

A
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






















2424

24

2424

103201032

010640

103201032

 

Menurut Persamaan (2.13) untuk n  genap diperoleh: 

   

 

 
.1028,1

101128

1002

1002

26

24

127

121
2

12

9

3










Atr

 



 

BAB III 

METODOLOGI PENELITIAN 

3.1 Jenis Penelitian 

Dalam menyelesaikan penulisan Tugas Akhir ini, jenis penelitian yang 

digunakan adalah kajian studi literatur. 

 

3.2 Langkah-langkah Penelitian 

Untuk mencapai hasil yang diinginkan, penulis membatasi dan 

menggunakan langkah-langkah sebagai berikut: 

1. Diberikan matriks Toeplitz-Hessenberg pada Persamaan (1.1). 

2. Menentukan diagonal utama matriks 4

nH  dengan cara mencari entri-

entri 2

nH  yaitu mengalikan nn HH  , selanjutnya mengalikan 22

nn HH   

sehingga didapat entri-entri diagonal utama dari 4

nH . 

3. Menentukan bentuk umum  4

nHtr  dengan menggunakan Definisi 2.7.  

4. Mengaplikasikan bentuk umum  4

nHtr  pada beberapa contoh soal. 



 

BAB V 

PENUTUP 

Bab ini berisi penutup yang dibagi menjadi dua bagian, yaitu kesimpulan 

yang membahas tentang rangkuman hasil yang diperoleh dari Bab IV, dan saran 

yang berisi masukan bagi pembaca yang tertarik untuk melanjutkan penulisan 

tugas akhir ini.  

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan pada Bab IV tentang bentuk umum trace matriks 

Toeplitz-Hessenberg berpangkat bilangan bulat positif empat ordo nn  dengan 

3n  diperoleh kesimpulan berikut ini. 

Diberikan bentuk umum dari matriks Toeplitz-Hessenberg pada persamaan (1.1) 

sebagai berikut: 











































1234321

01254321

0165432

12345

01234

0123

012

01

0

000

000

0000

00000

000000

hhhhhhhh

hhhhhhhh

hhhhhhh

hhhhh

hhhhh

hhhh

hhh

hh

H

nnnnn

nnnnn

nnnnn

n



















   

dengan 0,0 khh
 
untuk setiap 0k . Maka entri-entri diagonal utama ijh  untuk 

ji   dari 4

nH  yaitu: 























.3,,5,4126124

23123612

1225812

1426

4

12

2

10

2

2

2

031

2

04

3

0

4

12

2

104

3

0

2

2

2

031

2

0

4

3

0

4

1

2

2

2

031

2

02

2

10

4

3

031

2

0

2

2

2

02

2

10

4

1

njiuntukhhhhhhhhhhh

njidanjiuntukhhhhhhhhhhh

njidanjiuntukhhhhhhhhhhh

njidanjiuntukhhhhhhhhhhh

hij


 

 

 



 

V-2 
 

Sehingga bentuk umum trace matriks Toeplitz-Hessenberg berpangkat bilangan 

bulat positif empat adalah:
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5.2 Saran 

Pada penulisan tugas akhir ini penulis hanya membahas bentuk umum dari  

trace matriks Toeplitz-Hessenberg berpangkat bilangan bulat positif empat 

dengan ordo nn . Oleh karena itu, disarankan untuk pembaca yang tertarik 

dengan topik ini dapat membahas bentuk umum dari trace matriks Toeplitz-

Hessenberg berpangkat bilangan bulat negatif atau menentukan trace dari suatu 

matriks lain. 
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