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PENYELESAIAN PERSAMAAN DIFERENSIAL FRAKSIONAL
© RICCATI MENGGUNAKAN KOMBINASI METODE
TRANSFORMASI SHEHU DAN ITERASI VARIASIONAL

Q

- ATIKA PUTRII

= NIM : 12050420335

W

= Tanggal Sidang : 08 Januari 2026
o Tanggal Wisuda

Q

Py Program Studi Matematika

Q Fakultas Sains dan Teknologi

Universitas Islam Negeri Sultan Syarif Kasim Riau
JI. Soebrantas No. 155 Pekanbaru

ABSTRAK

Kombinasi metode transformasi Shehu dan iterasi variasional (Shehu—VIM) merupakan metode
semi numerik yang digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial dalam bentuk deret.
Tugas akhir ini membahas penyelesaian persamaan diferensial fraksional Riccati berbentuk
turunan Caputo menggunakan Shehu—VIM. Hasil kajian menunjukkan bahwa metode
Shehu—VIM dapat menyelesaikan PDFR. Selanjutnya untuk menguji performa metode
Shehu—VIM, diberikan simulasi numerik dalam bentuk implementasi metode Shehu—VIM
dengan menggunakan dua masalah nilai awal. Selain itu galat Shehu—VIM dibandingkan dengan
n:retode lainnya seperti NHPM, VPM, dan MHPM. Hasil akhir menunjukan bahwa Shehu—VIM
memiliki performa lebih baik.

3

3

ta Kunci : Metode Transformasi Shehu, Metode lterasi Variasional, Persamaan
Diferensial Fraksional Riccati, Simulasi Numerik.
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SOLVING FRACTIONAL RICCATI DIFFERENTIAL
EQUATION USING A COMBINATION OF SHEHU
~TRANSFORM AND VARIATIONAL ITERATION METHOD

dioyeH o

ATIKA PUTRII
NIM : 12050420335
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Department of Mathematics
Faculty of Science and Technology
State Islamic Universityof Sultan Syarif Kasim Riau
Soebrantas St. No. 155 Pekanbaru, Indonesia

Nely exsng NN AW

ABSTRACT

The combination of Shehu Transform Method and Variational Iteration Method (Shehu—VIM)
is a semi- numerical method used to solve differential equations in series form. This final project
discusses the solution of Riccati fractional differential equations in the form of Caputo
derivatives using Shehu—VIM. The results of the study show that the Shehu—VIM method can
$6lve PDFR. Furthermore, to test the performance of Shehu-VIM method, a numerical
simulation is given in the form of an implementation of the Shehu—VIM method using two initial
value problems. In addition, the Shehu—VIM error is compared with other methods such as
IEHPM, VPM, and MHPM.The final results show that Shehu—VIM has better performance.

DI

CKeywords : Shehu Transform Method, Variational Iteration Method, fractional Riccati
differential equation, numerical simulations.
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BAB |
< PENDAHULUAN
11 Latar Belakang

Banyak fenomena alam dimodelkan menggunakan persamaan diferensial.

rsamaan diferensial menjadi dasar utama dalam pengembangan ilmu

NN X!

pengetahuan dan teknologi. Secara matematis, persamaan diferensial merupakan

n

gl_at penting untuk menggambarkan hubungan antara suatu fungsi dan turunan-
t:t;’l runannya. Perannya sangat signifikan pada berbagai bidang, di antaranya meliputi
ékayasa, ilmu ekonomi, fisika, maupun disiplin ilmu lainnya.[1]. Secara umum,
gersamaan yang memuat turunan fungsi dengan melibatkan satu atau lebih variabel
bebas disebut persamaan diferensial [2].

Persamaan diferensial diklasifikasikan ke dalam dua kategori utama, di di
antaranya persamaan diferensial biasa (PDB) maupun persamaan diferensial parsial
(PDP). PDB hanya melibatkan satu variabel bebas, sedangkan PDP mencakup lebih
dari satu variabel bebas.[2] Secara umum, persamaan diferensial memiliki orde
berupa bilangan asli atau bilangan bulat positif. Namun, seiring berkembangnya
konsep kalkulus fraksional, lahirlah gagasan Persamaan Diferensial Fraksional
@DF), yaitu persamaan diferensial yang melibatkan turunan fungsi dengan orde
f;;_aksional atau bilangan pecahan. [3]

PDF secara khusus dapat dibedakan menjadi dua jenis. PDF biasa merujuk
da persamaan yang melibatkan turunan fungsi dengan satu variabel bebas,
mentara PDF parsial mencakup turunan fungsi yang melibatkan lebih dari satu
rlabel bebas [3]. Adapun jenis persamaan diferensial fraksional adalah
rsamaan Diferensial Fraksional Riccati (PDFR). Persamaan ini merupakan

engembangan dari persamaan Riccati yang melibatkan orde fraksional pada

.}'ggn ggl §} xg (Prure]

(Q“perator derivatifnya. [4].

f—
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Adapun metode yang diterapkan guna menyelesaikan persamaan PDFR

@perti metode dekomposisi Laplace[5], metode variasi parameter (VPM) [6],

(;fékomposisi adomian [7], metode homotopi pertubasi baru (NHPM) [8], metode
modifikasi homotopi (MHPM) [9], metode iterasi variasional (VIM) [7] dan metode
éhehu [10]. Dari beberapa metode yang sudah disebutkan juga terdapat metode
(Shehu — VIM) adalah sebuah metode yang merupakan kombinasi dari metode

'LuTgrasi variasional (VIM) dan transformasi Shehu.

p—

. Metode Shehu Iterasi Variasional (Shehu — VIM) telah diterapkan oleh [11]
Ef;ltuk menyelesaikan persamaan diferensial fraksional, khususnya pada persamaan
f4fak5|onal dinamika gas dengan orde pecahan. Serupa dengan penelitian tersebut
E12] sama halnya dengan yang dilakukan oleh [11] transformasi Shehu ini dapat
dipandang sebagai suatu generalisasi dari transformasi Laplace maupun integral
Sumudu, yang diterapkan untuk menyelesaikan permasalahan dalam PDF.

Berdasarkan dari penjelasan permasalahan yang telah diuraikan
sebelumnya, penulis tertarik membahas penyelesaian persamaan fraksional Riccati
dengan mengaplikasikan metode kombinasi iterasi variasional dan transformasi
Shehu (Shehu—VIM) pada bentuk umum persamaan diferensial fraksional Riccati.
Tujuannya adalah untuk memperoleh aproksimasi solusi dalam bentuk deret.
Metode kombinasi ini menggunakan pendekatan iteratif untuk menghasilkan
%)orok5|ma5| solusi, di mana iterasi akan dihentikan setelah solusi mencapai tingkat
akurasi yang diinginkan.

f‘.? Rumusan Masalah

]j_ Bagaimana bentuk penyelesaian dari kombinasi metode iterasi variasional
dan transformasi Shehu (Shehu—VIM) untuk menyelesaikan persamaan
= diferensial fraksional Riccati (PDFR)?

2, Bagaimana penerapan kombinasi metode iterasi variasional dan
g (Shehu—VIM) untuk menyelesaikan PDFR?

f;i Bagaimana simulasi numerik dari PDFR tersebut?

.....
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5153 Batasan Masalah

; Dalam tugas akhir ini penelitian hanya menjelaskan mengenai kombinasi
é‘etode iterasi variasional dan transformasi Shehu serta penerapannya untuk PDFR
saja. Adapun bentukan umum persamaannya, yaitu sebagai berikut:

= D=0y ) + PM)y(®) +R(®), t>0,teR0<a<1,y(0) =y,
dimana « ialah orde turunan fraksional, Q(t), P(t), serta R(t) adalah fungsi yang
ézi)ketahui sementara y? merupakan bentuk nonlinear nya serta y(t) merupakan
bentuk linearnya. Selanjutnya dilakukan simulasi numerik untuk beberapa contoh
F?:DF Riccati dengan menampilkan gambar.

g4 Tujuan Penelitian

n

Berlandaskan rumusan permasalahan yang telah dijelaskan sebelumnya,
adapun tujuannya pada penelitian ini meliputi:

a)  Mengetahui bagaimanakah bentuk penyelesaian dari kombinasi metode
iterasi  variasional dan transformasi Shehu (Shehu—VIM) untuk

menyelesaikan persamaan diferensial fraksional Riccati (PDFR)

(=)
~

Mengetahui bagaimanakah penerapan kombinasi metode iterasi variasional
dan transformasi Shehu (Shehu—VIM) untuk menyelesaikan PDFR.
Mengetahui bagaimanakah simulasi numerik dari PDFR tersebut.

o1

Manfaat Penelitian

Manfaat penelitian dari tugas akhir ini adalah

Bagi penulis, penelitian ini memberikan kontribusi yang besar dalam
memperluas wawasan dan pengetahuan, terutama dalam mengatasi
Persamaan Diferensial Fraksional Riccati (PDFR) dengan memanfaatkan
kombinasi metode iterasi variasional dan transformasi Shehu (Shehu-VIM).
Bagi pembaca dan peneliti, penelitian ini bermanfaat sebagai referensi
khususnya dalam menyelesaikan PDFR dengan menggunakan kombinasi

metode iterasi variasional dan transformasi Shehu (Shehu—VIM)

nery wisey jiredg uejjng jo AFPSIdAIU) DTULE[S] 31}S2
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1’6 Sistematika Penulisan

o8]
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BAB I11

Pokok — pokok masalah dalam laporan Tugas Akhir ini diuraikan menjadi:

PENDAHULUAN

Pendahuluan menguraikan tentang latar belakang pemilihan judul,
rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, dan
sistematika penelitian.

LANDASAN TEORI

Bab ini berisi tentang teori dasar mengenai hal-hal yang dapat
digunakan sebagai acuan dan landasan untuk mengembangkan
penelitian ini. Terdapat konsep teori seperti: Penjelasan persamaan
diferensial fraksional, Persamaan Diferensional Fraksional Riccati,
Transformasi Shehu, Metode Iterasi Variasional (VIM), dan Kombinasi
Metode Iterasi Variasional dan Transformasi Shehu (Shehu—VIM).
METODE PENELITIAN

Bab ini berisi tahapan yang dilakukan penulis untuk mencapai tujuan
penelitian mulai dari metode penelitian, teknik pengambilan data

sampai ke tahapan penelitian

BAB IV PEMBAHASAN

>
53]
<

-

nery wisey jireAg uejng jo A3ISIdAIU) DIUDE[S] d}®

Bab ini berisi tentang tahapan-tahapan dilakukan oleh penulis untuk
mendapatkan hasil seperti yang disampaikan pada rumusan masalah.
PENUTUP

Bab ini berisi kesimpulan dan saran dari hasil penelitian yang dilakukan
oleh penulis.
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g LANDASAN TEORI

o

Zﬁ Adapun bagian ini akan membahas teori pendukung guna menyelesaikan
5@rma5alahan pada penelitian ini.

231 Persamaan Diferensial Fraksional

ﬁ; Persamaan yang memuat turunan fungsi dengan melibatkan satu atau lebih
\{iarlabel bebas disebut persamaan diferensial [2]. Konsep persamaan diferensial
ﬁﬂértama kali diperkenalkan oleh Newton dan Leibniz melalui penemuan mereka

dalam teori kalkulus [13]. Adapun orde persamaan diferensial ialah bilangan asli,
t%tapi orde tersebut bisa berupa pecahan, yang dikenal sebagai persamaan
diferensial fraksional [14]. Persamaan ini melibatkan turunan fraksional disebut
sebagai persamaan diferensial fraksional (PDF) [15].

L’Hospital menjadi penemu PDF pada tahun 1695 [16]. Persamaan tersebut
terbagi atas dua kategori, yaitu persamaan diferensial fraksional biasa yang turunan
fungsinya melibatkan satu variabel bebas dan persamaan diferensial fraksional
parsial merupakan persamaan diferensial fraksional, yang melibatkan lebih dari
satu variabel bebas [3]. Persamaan diferensial fraksional memiliki banyak aplikasi
@ berbagai bidang seperti aliran fluida, viskoelastisitas, viskositas dan ekonomi
[;i"?] Adapun bentuk umum dari PDF nonlinier [13]:

D%y (t) + Ay?(t) + By(t) = s(t), (2.1)
perator turunan fraksional orde a yaitu D* dengann — 1 < a <n,n € N A,

P Iwe]

ialah sebagai konstanta. Berikut ini ialah contoh-contoh dari Persamaan

|feren5|al Fraksional [3, 18]:

-

}|ng jo A}gn,b}-\wl

DEy(t) =t +y(t),
2. Diy(e) +y2(0) = 1,

3. DEy(t) + DEy(t) = 0.
Terdapat fungsi khusus yang berperan penting pada pembahasan persamaan

feren5|al fraksional yaitu fungsi Gamma seperti berikut,

nery wisey jeedg ue
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2.1.1 Fungsi Gamma
i Fungsi Gamma dilambangkan dengan huruf kapital Yunani I'( n) dalam

Matematika. Fungsi tersebut dapat dipahami sebagai keseluruhan bilangan yang
kompleks, kecuali nol maupun bilangan bulat negatif. Melalui integral tak wajar
)T;ing konvergen, fungsi Gamma ini dapat diartikan untuk bilangan kompleks,
khususnya bilangan bulat positif [18, 19]. Berikut adalah fungsi Gamma

2 (2.2)
I'(n) = f e “u"ldu, Ren>0,
0

1IMPLHSNS N

ngan n € R. Selain itu Fungsi Gamma juga memiliki sifat dasar sebagai berikut,
F'n+1) = nl'(n). (2.3)
Hal ini dapat di buktikan dengan menggunakan persamaan (2.2) sehingga I'(n + 1)

ne

di tulis dalam bentuk integral sebagai berikut:

P (2.4)
'n+1) = f e Uy D-1gy,
0

Oleh karena Persamaan (2.4) memiliki bentuk integral tak wajar, maka dengan

menggunakan limit dan integral tentu Persamaan (2.4) menjadi,

p

'n+1) =1lim | u"e %du
p—)OO 0

P P
=g1_r)£10 (u"(—e “)fo — Jo nu™1(—e ”)du)

= lim (p"(—e_p) fp + n.[pu"_l(e'u)du>
0 0

p—ooo
P
0+ nlim (f u”‘l(e‘”)du>
p-o \ Jg

p
= nlim (f u"‘l(e‘”)du>
p—>oo 0

=nT(n).

Berdasarkan sifat dasar fungsi Gamma, di oleh Persamaan (2.3), maka

G uej[ng jo AJISIdAIUN DIWE[S] d}e)g

(¥

=

pat diketahui nilai T'(1) = 1, selain itu jika n ialah bilangan bulat positif, akan
iperoleh [20]:

nery lUESE‘}[_g:l
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re)=1-r)=1 =1,
re)=2-r2)=2-1=2,
r'(4)=3-T(3) =3-2! =3,

Im+1)=n-Tn) =n-(n—1)!=nl (2.5)
Selain itu dari fungsi Gamma juga diperoleh sifat-sifat lain seperti:

I'(n + 1) = n!,dan juga

F(n) =(m-1".

Selain dari fungsi Gamma, dalam kalkulus fraksional terdapat beberapa

J mi?ns?’wm N1j1w e3dio yeH

@ng& penting lainnya, seperti fungsi eksponensial dan fungsi Mittag-Leffler.
Kalkulus fraksional merujuk pada disiplin dalam matematika yang berfokus atas
kajian turunan dengan orde fraksional serta teori integral [3]. Konsep ini pertama

kali muncul pada tahun 1695, ketika Leibniz dan L’Hospital membahas turunan ke-

n dari fungsi polinom sederhana f(x) = = Kemudlan

pada tahun 1819 matematikawan Lacroix menjadi orang pertama yang membahas

turunan fraksional. Turunan fraksional dari fungsi y = f(x) dapat definisikan
sebagai % dengan n sebagai orde real sembarang. Selanjutnya jika fungsi

;%"= f(x) diasumsikan sebagai y = x™ yang dimana m adalah bilangan bulat
ﬁbsitif. Maka turunan ke—n dari fungsi y = f(x) dapat ditulis Lacroix sebagai [3],

d"y m! _ (2.6)
Tan = (m n)'xm Tl’ m = n,

f) drwres

|anjutnya untuk menggantikan atau mengubah definisi fungsi faktorial Lacroix
nenggunakan notasi Gamma sehingga Persamaan (2.6) menjadi,
dtx™ '(m+1) ] s
= - > n.
dx™ F(m—n+1)x ! U=

ganyak ahli matematika yang mengembangkan definisi turunan fraksional

2.7)

} ,-\'}gfl;,mgiu

dxantaranya Riemann, Grunwald, Liouville, dan Caputo. Oleh karena itu teori yang
ﬁ terapkan pada penelitian ini yaitu teori integral fraksional Riemann-Liouville (R-

E) maupun turunan fraksional Caputo karena teori ini merupakan yang paling
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2:.1.2 Integral Fraksional Riemann-Liouville (R-L)

i Untuk menotasikan integral fraksional terdapat beberapa pendekatan salah

[

satunya adalah Integral Fraksional Riemann-Liouville (R-L) yang mana di artikan
sebagai berikut [21]

§efinisi 2.1 Integral Fraksional (R-L) dari Fungsi f(x) [21]

= Dengan @ merujuk pada bilangan real, maka integral fraksional orde « atas
éngsi f (x) didefinisikan sebagai [21]:

JEf () =D7f (%)

1 ; .
-7 Oj (x - DT LF (D), (2.8)

d_apat diketahui bahwasanya integral fraksional berorder « dari fungsi f(x) pada

eIy BYsSn

Definisi 2.1 tersebut dinotasikan sebagai J*f(x) = D™%f(x) dengan penjelasan
sebagai berikut:
D%f(x) :adalah operator turunan fraksional orde «,
D~%f(x) : adalah operator integral fraksional yang merupakan invers dari operator
D

Adapun rumus untuk integral fraksional dari suatu konstanta k berorde
@adalah sebagai berikut [16]:

a;, — ja 0 _ p'F(0+1) 0+a p a (2'9)
Jke= ke =g ar . Trn”

efinisi 2.2 Integral Fraksional (R-L) dari Fungsi Polinom f(x) = x™ [21]

ST 93¢e

I

Qe

E Berikut adalah fungsi polinom sederhana f(x) = x™, dengan integral
fraksional berorde a [21]:

2 aym — L+  myq 2.10

::‘:: J7x _F(m+a+1)x ! ( )

ln:i;]tuka >0m>-1,x>0.
271.3 Turunan Fraksional Caputo

Turunan fraksional dapat didefinisikan sebagai suatu turunan dengan orde

g ue)

rupa bilangan pecahan. Menurut definisi Caputo, turunan fraksional bentuk

(1

A

@puto memiliki rumus sebagai berikut [21]:

H{@X

nery wisey J
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Definisi 2.3 Turunan Fraksional Caputo dari Fungsi f(x) [22]

Turunan fraksional orde « dari f(x) terhadap x Untuk n — 1 < a < n, dengan

{g’: Z* dan a adalah bilangan real, dengan x > 0 didefinisikan sebagai berikut
@2]:

= D*f(x) =j™*D"f(x)

= ; (2.11)

berdasarkan definisi 2.3 D* adalah operator derivatif fraksional berorde a.
Qeflnm 2.4 Turunan Fraksional Caputo dari Fungsi Polinom f(x) = x™ [22]
§'er|kut adalah fungsi polinom sederhana f(x) = x™, dan turunan fraksional
b_erorde a adalah:

D%yP = F'(p+1) xP—a (2.12)
F(p—a+1) !

untuk 0 < a <1,p = 0.
2.2  Persamaan Diferensial Fraksional Riccati
Persamaan diferensial nonlinear orde satu yang pertama kali diperkenalkan
oleh matematikawan asal Italia bernama Vicenzo Riccati pada tahun 1724 dikenal
dengan nama persamaan Riccati [23]. Persamaan diferensial Riccati ini juga
erupakan persamaan diferensial non linear dengan bentuk yang cukup kompleks
[24, 25]. Pendekatan yang digunakan dalam persamaan Riccati ini adalah
ééndekatan persamaan diferensial eksak [23]. Secara khusus, persamaan diferensial
Eﬂ‘aksional Riccati dapat direpresentasikan sebagai berikut [23, 26, 27]:
= Q®)y2(t) + POy (t) + R(®), (2.13)
ngan t>0,teR0<a<1y(0)=y,dimana « ialah orde turunan

n,.g-\gu n:

ﬁtaksmnal Q(t), P(t), serta R(t) adalah fungsi yang diketahui sementara y?

{

-

merupakan bentuk nonlinear nya sertay(t) merupakan bentuk linearnya.
Persamaan fraksional Riccati akan menjadi persamaan diferensial Riccati klasik

Igetika nilai @ = 1. Persamaan Riccati ini juga memiliki aplikasi dalam berbagai

Masalah sains terapan, teknik dan rekayasa seperti matematika finansial, teori

masalah difusi, stokastik dan pemrosesan random [24, 25]. Berikut adalah beberapa

nery wisey J
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Q;bntoh persamaan diferensial fraksional riccati dengan orde fraksional 0 < a <'1

[5, 21]:

Dy () = —y*(t) +2y(t) + 1,0
D&y(t) = 0,01y2(t) + 4y(t) — 2
D&y (t) = 0,1y%(t) + 0,5y(t) + 2

Metode Transformasi Shehu

1S NI Wl B3 C

Transformasi Shehu, pertama kali diperkenalkan oleh Maitama Shehu dan
Weidong Zhao yaitu bentuk transformasi integral yang berfungsi sebagai
g-EneraliSasi dari transformasi Laplace dan integral Sumudu. Teknik ini digunakan
?iqptuk menyelesaikan permasalahan persamaan diferensial secara efisien.
Transformasi Shehu dapat diaplikasikan dalam penyelesaian persamaan diferensial
biasa maupun persamaan diferensial parsial, khususnya yang melibatkan orde
fraksional [28]. Transformasi Shehu di definisikan oleh himpunan fungsi berikut
[29,30]:

A={y®:3Nnm; > 0,lw@®] < Nexp (H),if te(-D' x [0,0)},  (214)
berikut adalah rumus dari transformasi Shehu [34]:

Y(s,u) = Sly(®] = [} exp (=*) y(e)dt, (2.15)
dimana (s) = S[y(t)] adalah notasi hasil transformasi Shehu dari fungsi v(t).

2.3.1 Sifat-Sifat Transformasi Shehu
& Transformasi Shehu memiliki beberapa sifat yaitu [29,31]:

=

Sifat Linearitas

Slay(©) + pw(©)] = aS[y (O] + pS[w(0)]

2. Sifat Turunan
on 1 gun—(k+1) 1
s n e - ——
SO = ¥ (s,) ;(u) y®(0)

Turunan pertama: S E y’(t)] = EY(S, u) —y(0)

Turunan kedua : S[y”(t)] = Z—zY(S, u) — i}’(o) —y'(0)

10
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2 3. Sifat Perubahan Skala

(@] u S

= sly(Bo) = 2 v (5]

S YBOT=57 g

QO

5 4 Sifat Konvolusi

;:i Sly1(6) * (O] = Sy, (D1S[y,(D)] (2.16)
2:3.2 Invers Transformasi Shehu

Z Dalam penerapannya, transformasi Shehu mengubah fungsi dari parameter

tc:o menjadi fungsi dalam bentuk parameter s,u. Jika fungsi yang berbentuk
%rameter s,u perlu diubah kembali ke dalam bentuk parameter ¢, maka invers
transformasi Shehu dapat dilakukan [29].

©  Apabila Y(s,u) atau S[y(¢)] adalah hasil transformasi Shehu dari fungsi

y(t), maka invers transformasi Shehu dari Y (s,u) adalah S71[Y(s,u)] = y(¢t)
[29]. Berikut merupakan tabel fungsi dan invers transformasi Shehu [29]:

Tabel 2.1 Fungsi dan Invers dari Transformasi Shehu

y() = Sy (s, u)] Y(s,u) = S[y(t)]
1 L
S
t N
5
CE.TJ t" G R
-3 =012, (E)
EE ta U a+1
; m, a = orde fraksional (;)
- exp (at) u
=, s —au
4 exp (—at) u
4 s+au

11
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T
Contoh 2.3

T_’erapkan transformasi Shehu pada persamaan diferensial biasa berikut [28]:

& dy(t )Jr (O =0, 5(0) = 1 (2.17)
=3 dt

Penyelesaian:

o

Terlebih dahulu terapkan transformasi Shehu pada kedua sisi dari Persamaan
€.17) berikut,

c 0 (2.18)
- y— +sly®] =0, '

-

eh}
t@ngkah selanjutnya akan menerapkan sifat dari transformasi Shehu untuk turunan

f_faksmnal Caputo pada Persamaan (2.18), maka diperoleh hasil dari transformasi
Shehu yaitu,
iY(s, u) —y(0) + Y(s,u) = 0. (2.19)
Setelah diperoleh hasil transformasi Shehu kemudian substitusikan nilai
y(0) = 1 pada Persamaan (2.19) dan selesaikan untuk y(0) maka bentuk dalam
transformasi Shehu yaitu,
Y(s,u) = L (2.20)

+u

elanjutnya lakukan invers transformasi Shehu terhadap Persamaan (2.20),

- _ - | mld 2.21
suwl=s 1[s+u]_s+au ( )

etelah dilakukan invers transformasi Shehu sehingga diperoleh hasil akhir
vers dari transformasi Shehu — dengan a = 1 berdasarkan Tabel 2.1 yaitu,

y(t) = exp (—at). (2.22)
M ka diperoleh solusi akhir dari persamaan diferensial biasa tersebut dengan

uun vsmtgkl aje3sYP

Sl

menerapkan transformasi Shehu yaitu y(t) = exp (—at).

gfl Metode Iterasi Variasional
= Ji Huan He adalah matematikawan yang pertama kali memperkenalkan

ot

metode iterasi variasional (VIM) [32]. Metode ini telah diterapkan pada persamaan

diferensial biasa maupun persamaan diferensial parsial [33]. Untuk persamaan

c:fiferensial fraksional (PDF), metode iterasi variasional juga telah digunakan dalam

be:berapa‘ penelitian seperti yang disebutkan dalam [34] dan sering disebut sebagai

12
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Metode Fraksional VIM. Dalam menyelesaikan persamaan diferensial, terdapat 3

konsep dasar yang dapat digunakan yaitu pengali Lagrange, variasi terbatas dan

jti‘fngsi koreksi [35]. Dalam penerapannya metode ini akan menghasilkan fungsi
koreksi yang melibatkan pengali lagrange. Secara optimal pengali lagrange dapat
(iidentifikasi dengan menggunakan teori variasional[36]. Dengan menggunakan
Fraksional VIM, proses untuk menemukan solusi dari persamaan diferensial
ﬁaksional dapat dijelaskan secara sistematis. Bentuk umum dari persamaan
diferensial fraksional diberikan sebagai berikut [12]:

DEy(®) + Ply®]+ Qly@®)]=R®), m<a<m-—-1,

Ny ey

-atau

ne

Dfy(®) + Ply(©] + Qly(®©] -=R(®) =0 (2.23)
Dimana « ialah orde turunan fraksional, P ialah operator linear, Q ialah operator
nonlinear, R(t) ialah fungsi kontinu dan D ialah operator integral fraksional.
Selanjutnya Persamaan (2.23) akan diubah ke dalam bentuk fungsi koreksi seperti
berikut [21] :

Yn+1 = Yn + I AUDEyn — Plyn ()] — Qlyn ()] — R], (2.24)
yang dimana A dinotasikan sebagai Pengali Lagrange Umum dan /% merupakan
%mbol dari integral fraksional yang mana belum diketahui batas atas dan batas
baWah pada integral fraksionalnya, pada fungsi koreksi yang memiliki variabel y
@rtambahakan n. Selanjutnya nilai 2 yang dapat di identifikasi dengan teori variasi
d‘ﬁn dengan mengaproksimasi persamaan fungsi koreksi (2.24) menjadi:

(2.25)
Vst = Yu + f AlDEy, — PFRI] - QFR()] - Rldx,

[9AIU) DIl

Bengan ¥, merupakan bentuk variasi terbatas yang berperan sebagai konstanta

‘sghlngga 9y, = 0 [21]. Selanjutnya pada Persamaan (2.25) akan diturunkan

terhadap v, dengan menggunakan integral parsial sehingga dapat ditentukan nilai
Qengall Lagrange A. Setelah nilai pengali Lagrange A diperoleh, selanjutnya
éﬁbstitusikan A ke dalam fungsi koreksi pada Persamaan (2.25).

13
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@enga‘n menggunakan nilai awal akan dilakukan aproksimasi solusi y, 1 untuk

EQ_'Z 0 hingga akan diperoleh hasil aproksimasi penyelesaiannya seperti berikut:
y(©) = lim y, (). (2.26)

I[1W B)C

ng
>
—+
o
>
N
[EEN

%jberikan persamaan diferensial fraksional Riccati nonlinear dengan koefisien
(k_onstan [21]:
@ DEy(t) = Py2() + Qy(®) + R, teRO< a<1t>0, (2.27)
dengan syarat awal y®(0) = dj. k =0,1,2,..,n - 1.
Dimana « ialah orde turunan fraksional, P ialah operator linear, Q ialah operator
rTonIinear, R(t) ialah fungsi kontinu, D ialah operator integral fraksional, djialah
konstanta dan k ialah bilangan bulat
Penyelesaian:
Persamaan (2.27) akan diubah dalam bentuk VIM yang mana mengubah Persamaan
(2.27) menjadi,

Dfy(®) + Ply*(®O] + QIy(®)] + R(D),

atau

< Dfy(t) — Ply* ()] — Qly(®)] — R(t) =0, (2.28)
%Ianjutnya Persamaan (2.28) akan diubah ke dalam bentuk fungsi koreksi seperti
Berikut

S Yne1 = Yu MDDy — PYEO — Q(® — R]. (2:29)
gZﬁng dimana A dinotasikan sebagai Pengali Lagrange Umum dan /¢ merupakan
s'qzinbol dari integral fraksional yang mana belum diketahui batas atas dan batas
b:;a}Wah pada integral fraksionalnya, pada fungsi koreksi yang memiliki variabel y

ditambahakan n. Selanjutnya nilai 1 yang dapat di identifikasi dengan teori variasi

£

in dengan mengaproksimasi persamaan fungsi koreksi (2.29) menjadi:

; . (2.30)
Vst = Yo + f A@[DEyn — PYE() — Qv (@) — R] dr,
0
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ar
dengan v, (t) ialah bentuk variasi terbatas yang berperan sebagai konstanta

%%hingga 9y, (t) = 0 dan A(7) merupakan pengali Lagrange. Kemudian turunkan

Persamaan (2.30) tersebut terhadap y,, menjadi sebagai berikut

3

“OYne1 _ Oyn f ldyn(r) 9y2(1)  0y,(1) l
= = A - — R|dr.(2.31
“oy, o) "Oam T . oy, (®30
%elanjutnya, Persamaan (2.31) dioptimalkan menggunakan teori variasi, maka
@)
Ocoag—;“ = 0, sehingga Persamaan (2.31) dapat di tulis kembali menjadi
-~
8]
d 0yz 0
?9—1+—f/1() yn(r)d _f AP yn(r)d _f 200 yn(r)
] n
0
——j A(DR dt.
Oyn Jo
Oleh karena dy,, (t) = 0 bersifat sebagai konstanta, maka
dy,, (z ) (2.32)

1+—f/1() — 0.

Dapat di ketahui bahwasanya pada Persamaan (2.32) di atas ekuivalen dengan,

& ey (2.33)

a%+afzc) =0,

mudian untuk memperoleh nilai pengali Lagrange selanjutnya akan diterapkan
tegral parsial dari f A(r) 2ot "(T) dt Persamaan (2.33) dengan memisalkan

d
w =D, dy = y;‘T(T) dr,

du = A (1)dr, Y=Y,

a;«gu@wgl?g'v]s] 9}e]«

Sehingga di peroleh

4 t (2.34)
f A(T)}}Cin—l_(l-)d‘[ = A1) y, — f v A (1)dr.
0

0
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©
T
Selanjutnya substitusikan hasil integral parsial yang di beriksn pada Persamaan

(2.34) ke Persamaan (2.33) memberikan hasil

©
a’ t
3 0y, + 0| Ay, —fyn/l’(r)dr =0
= 0
o
t
=
> 0y, + 0y, A(1) — j oy, . A (1)dt =0
wn 0
= t
w
o (1 +2(D)r=¢) Oyn = f dypA' (r)dt = 0, (2.35)
A 0
s_e'hingga pada Persamaan (2.33) tersebut diperoleh kondisi stasioner yaitu,

n

1+ A, =0, dan A'|,_, = 0.

Oleh karena itu nilai pengali Lagrange yang memenuhi adalah A(t) = —1, kemudian
substitusikan nilai pengali Lagrange A(r) = —1 ke fungsi koreksi pada
Persamaan (2.29) sehingga

Yne1 = Yn — J¥[DEYn(t) — Pyi(t) — Qyn(t) — R]. (2.36)
Selanjutnya subsitusikan nilai y(0) = 0 untuk iterasi awal pada Persamaan (2.36),
dan selesaikan proses iterasi selanjutnya, yaitu:
Ly =y0—JUDEY() — Pys () — Qyo(t) — R]
= J*R
t* (2.37)

ngan menggunakan Persamaan (2.37) maka y, diperoleh
v, =y —JDEy1(t) — PyE(t) — Qv:(t) — R]
t% - , Lt3¢ (2.38)

=R—+QR—+ PR
W ¢ T, el B

lanjutnya dengan cara yang sama y5 diperoleh
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=

O

Y

={|/Iﬂ

)

=z NG
25 I
sE 2 y3 =y—JUDEV(®O) — PY;() — Qy2(t) = RI
e o O 3a 5a
S = —_ zt F4_t
@3 © = PR? + PQ?R?
L§ g & l-‘121-‘3 (FZ)ZFS
= 0
af == = (T 2t70£
(("8 g = P3R4 55 2) -
§ . = I (13)%I
=.
o ¢ = L.t4a
= g —_— 2 '3
2PQR

58 = +2PORT LT
ﬁ = 8 6a
o = 2 3 Fst
= * + 2P2QR3 —
g_ Q?;_ Fl F3F6
=
@‘ 0 1"21"4t6a tZa
5 - +2P?R?—=———+ PR—
g O (M)°GTs 7 T
= +Q*R—
E B
=)

4
3 + PQR? thza
%’ (2T,
% tO.’ 2.39
g +R—. (2:39)
2 h
§ denganT; =T(i.a + 1),i = 1,2,3, ..., n. Misalkan iterasi kita hentikan sampai y,,, maka
= solusi dari Persamaan (2.27) adalah
[© 9p]
< S (OES N (2.40)
g &engan P, Q, R ialah konstanta.
() 7]
= %’erikut adapun hasil dan grafik untuk Persamaan (2.27) jika diberikan P = 2,Q =
[ =
% Z,R = 3, dengan orde fraksional @ = 1 yang disajikan pada Gambar 2.1 sebagai

&
=,
=
=1
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Gambar 2.1 Grafik Perbandingan Aproksimasi Solusi VIM pada Contoh 2.4
Berdasarkan Gambar 2.1 yang menunjukkan grafik perbandingan solusi

VIM antara y;, y, dan y;. terlihat bahwa y; mengalami pertumbuhan yang paling
signifikan. Sementara itu, y, menunjukkan laju pertumbuhan yang lebih tinggi
dibandingkan y;, namun tetap dalam skala yang lebih rendah dari y;. Ini
mengindikasikan bahwa dalam rentang waktu yang sama, y, mengalami
peningkatan dibandingkan y,, sedangkan nilai y, relatif lebih kecil dibandingkan
dengan y, dan y;. Dengan demikian, grafik ini memperlihatkan bahwa solusi y;
rﬁEmlllkl dominasi dalam hal pertumbuhan dibandingkan dua solusi lainnya.
Fiérbedaan ini kemungkinan mencerminkan variasi dalam parameter fraksional atau

l%’endisi awal yang digunakan dalam metode pendekatan VIM masing-masing.
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BAB Il
METODE PENELITIAN

Penelitian ini bersifat kepustakaan yang mengumpulkan data maupun informasi

%ng dibutuhkan dari berbagai sumber refrensi seperti jurnal, artikel, buku-buku

N

maupun sumber dari internet lainnya yang berkaitan dengan penelitian ini, untuk

menyelesaikan persamaan diferensial fraksional Riccati (PDFR) menggunakan

rg_gmbinasi metode iterasi variasional dan transformasi Shehu (Shehu—VIM).

E.

ned

nery wisey JjireAg uej[ng jo AJISFIATU RO IWE[S] QPRI

aerikut adalah tahapan yang dilakukan dalam penelitian ini:

Pertimbangkan PDFR dengan bentuk umum sebagai berikut:
D& = Q()y?(t) + P()y(t) + R(t), teR,0<a<1,t>0, (3.1)
dengan y(0) = y,,
Ubah Persamaan (3.1) menggunakan sifat transformasi Shehu
Pengubahan bentuk Persamaan yang telah di transformasikan sebelumnya ke
dalam bentuk Persamaan aljabar f(y) = 0 dan di iterasikan. Langkah iterasi
ini merupakan Langkah awal dari solusi VIM, berikut bentuk iterasinya:

Yn+1 = Yo — Af (), dengan 1 = —1
Menerapkan invers transformasi Shehu untuk memperoleh y,, 4
Melakukan proses iterasi dengan mensubstitusikan nilai y(0) = y, dalam
menentukan yi, y, ... ¥, dengan demikian diperoleh aproksimasi solusi. Iterasi
akan berhenti ketika solusi telah mencapai tingkat akurasi yang diinginkan.
Melakukan simulasi numerik dengan menerapkan dua contoh soal Persamaan
Diferensial Fraksional Riccati.
Membandingkan galat dari metode Shehu—VIM dengan galat dari beberapa
metode lain seperti solusi persamaan diferensial fraksional metode homototopi
pertubasi baru (NHPM), metode variasi parameter (VPM), dan metode
modifikasi homotopi (MHPM).
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5.1 Kesimpulan

Metode transformasi Shehu dan iterasi variasional (VIM) merupakan dua

n Al

metode yang berbeda yang dapat digunakan dalam menyelesaikan persamaan
Ebferensial fraksional. Pada pembahasan BAB IV Berdasarkan hasil simulasi
Hii_lmerik pada dua contoh soal PDFR nonlinier, diperoleh bahwa (Shehu—VIM)
r;‘réenghasilkan solusi aproksimasi yang mendekati solusi eksak ketika @ = 1 dapat
dilihat melalui perbandingan grafik aproksimasi Shehu—VIM dengan solusi eksak
§ang mana kurva solusi hampir saling berhimpit sebagaimana ditunjukkan pada
grafik Gambar 4.1 untuk contoh soal 4.2.1 dan Gambar 4.6 untuk contoh soal
4.2.2. Hal serupa juga berlaku Ketika perolehan galat dibandingkan dengan metode
lainnya seperti VPM, NHPM dan MHPM dengan interval. Apabila dibandingkan
dengan metode lainnya jika @ = 1, Shehu—VIM memiliki perolehan galat yang
serupa dengan VPM dan galat Shehu—VIM lebih kecil dari perolehan galat NHPM,
namun tidak lebih kecil dari perolehan galat MHPM.

5:2 Saran
,"f—r Dalam Tugas Akhir ini, penulis telah membahas penyelesaian persamaan
diferensial fraksional Riccati menggunakan gabungan metode transformasi Shehu

I

(Zfan VIM. Untuk pengembangan lebih lanjut, disarankan untuk di uji lebih lanjut
ﬁada berbagai bentuk persamaan diferensial fraksional nonlinear lainnya dengan
é’lenggabungkan metode VIM dengan jenis transformasi lainnya dalam

@éenyelesaikan PDFR.

-
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