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ABSTRAK 

 
Kombinasi metode transformasi Shehu dan iterasi variasional (Shehu−VIM) merupakan metode 

semi numerik yang digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial dalam bentuk deret. 

Tugas akhir ini membahas penyelesaian persamaan diferensial fraksional Riccati berbentuk 

turunan Caputo menggunakan Shehu−VIM. Hasil kajian menunjukkan bahwa metode 

Shehu−VIM dapat menyelesaikan PDFR. Selanjutnya untuk menguji performa metode 

Shehu−VIM, diberikan simulasi numerik dalam bentuk implementasi metode Shehu−VIM 

dengan menggunakan dua masalah nilai awal. Selain itu galat Shehu−VIM dibandingkan dengan 

metode lainnya seperti NHPM, VPM, dan MHPM. Hasil akhir menunjukan bahwa Shehu−VIM 

memiliki performa lebih baik. 

 

Kata Kunci : Metode Transformasi Shehu, Metode Iterasi Variasional, Persamaan 

Diferensial Fraksional Riccati, Simulasi Numerik. 
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ABSTRACT 

 
The combination of Shehu Transform Method and Variational Iteration Method (Shehu−VIM) 

is a semi- numerical method used to solve differential equations in series form. This final project  

discusses the solution of Riccati fractional differential equations in the form of Caputo 

derivatives using Shehu−VIM. The results of the study show that the Shehu−VIM method can 

solve PDFR. Furthermore, to test the performance of Shehu-VIM method, a numerical 

simulation is given in the form of an implementation of the Shehu−VIM method using two initial 

value problems. In addition, the Shehu−VIM error is compared with other methods such as 

NHPM, VPM, and MHPM.The final results show that Shehu−VIM has better performance. 

 

Keywords : Shehu Transform Method, Variational Iteration Method, fractional Riccati 
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BAB I  

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Banyak fenomena alam dimodelkan menggunakan persamaan diferensial. 

Persamaan diferensial menjadi dasar utama dalam pengembangan ilmu 

pengetahuan dan teknologi. Secara matematis, persamaan diferensial merupakan 

alat penting untuk menggambarkan hubungan antara suatu fungsi dan turunan-

turunannya. Perannya sangat signifikan pada berbagai bidang, di antaranya meliputi 

rekayasa, ilmu ekonomi, fisika, maupun disiplin ilmu lainnya.[1]. Secara umum, 

persamaan yang memuat turunan fungsi dengan melibatkan satu atau lebih variabel 

bebas disebut persamaan diferensial [2]. 

Persamaan diferensial diklasifikasikan ke dalam dua kategori utama, di di 

antaranya persamaan diferensial biasa (PDB) maupun persamaan diferensial parsial 

(PDP). PDB hanya melibatkan satu variabel bebas, sedangkan PDP mencakup lebih 

dari satu variabel bebas.[2] Secara umum, persamaan diferensial memiliki orde 

berupa bilangan asli atau bilangan bulat positif. Namun, seiring berkembangnya 

konsep kalkulus fraksional, lahirlah gagasan Persamaan Diferensial Fraksional 

(PDF), yaitu persamaan diferensial yang melibatkan turunan fungsi dengan orde 

fraksional atau bilangan pecahan. [3] 

PDF secara khusus dapat dibedakan menjadi dua jenis. PDF biasa merujuk 

pada persamaan yang melibatkan turunan fungsi dengan satu variabel bebas, 

sementara PDF parsial mencakup turunan fungsi yang melibatkan lebih dari satu 

variabel bebas [3].  Adapun jenis persamaan diferensial fraksional adalah 

Persamaan Diferensial Fraksional Riccati (PDFR). Persamaan ini merupakan 

pengembangan dari persamaan Riccati yang melibatkan orde fraksional pada 

operator derivatifnya. [4]. 
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Adapun metode yang diterapkan guna menyelesaikan persamaan  PDFR 

seperti metode dekomposisi Laplace[5], metode variasi parameter (VPM) [6], 

dekomposisi adomian [7], metode homotopi pertubasi baru (NHPM) [8], metode 

modifikasi homotopi (MHPM) [9], metode iterasi variasional (VIM) [7] dan metode 

Shehu [10]. Dari beberapa metode yang sudah disebutkan juga terdapat metode 

(Shehu – VIM)  adalah sebuah metode yang merupakan kombinasi dari metode 

iterasi variasional (VIM) dan transformasi Shehu.  

Metode Shehu Iterasi Variasional (Shehu – VIM) telah diterapkan  oleh [11] 

untuk menyelesaikan persamaan diferensial fraksional, khususnya pada persamaan 

fraksional dinamika gas dengan orde pecahan. Serupa dengan penelitian tersebut 

[12] sama halnya dengan yang dilakukan oleh [11] transformasi Shehu ini dapat 

dipandang sebagai suatu generalisasi dari transformasi Laplace maupun integral 

Sumudu, yang diterapkan untuk menyelesaikan permasalahan dalam PDF. 

 Berdalsalrkaln dalri penjelalsaln permalsallalhaln yalng telalh diulralikaln 

sebelulmnyal, penullis tertalrik membalhals penyelesalialn persalmalaln fralksionall Riccalti 

dengaln mengalplikalsikaln metode kombinalsi iteralsi valrialsionall daln tralnsformalsi 

Shehul (Shehul−VIM) paldal bentulk ulmulm persalmalaln diferensiall fralksionall Riccalti. 

Tuljulalnnyal aldallalh ulntulk memperoleh alproksimalsi solulsi dallalm bentulk deret. 

Metode kombinalsi ini menggulnalkaln pendekaltaln iteraltif ulntulk menghalsilkaln 

alproksimalsi solulsi, di malnal iteralsi alkaln dihentikaln setelalh solulsi mencalpali tingkalt 

alkulralsi yalng diinginkaln.          

1.2 Rumusan Masalah 

1. Balgalimalnal bentulk penyelesalialn dalri kombinalsi metode iteralsi valrialsionall 

daln tralnsformalsi Shehul (Shehul−VIM) ulntulk menyelesalikaln persalmalaln 

diferensiall fralksionall Riccalti (PDFR)? 

2. Balgalimalnal peneralpaln kombinalsi metode iteralsi valrialsionall daln 

(Shehul−VIM)  ulntulk menyelesalikaln PDFR? 

3. Balgalimalnal simullalsi nulmerik dalri PDFR tersebult? 
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1.3 Batasan Masalah 

Dallalm tulgals alkhir ini penelitialn halnyal menjelalskaln mengenali kombinalsi 

metode iteralsi valrialsionall daln tralnsformalsi Shehul sertal peneralpalnnyal ulntulk PDFR 

saljal. ALdalpuln bentulkaln ulmulm persalmalalnnyal, yalitul sebalgali berikult: 

      𝐷𝑥
𝛼 = 𝑄(𝑡)𝑦2(𝑡) + 𝑃(𝑡)𝑦(𝑡) + 𝑅(𝑡), 𝑡 > 0, 𝑡 𝜖 ℝ, 0 < 𝛼 ≤ 1, 𝑦(0) = 𝑦0, 

dimalnal 𝛼 iallalh orde tulrulnaln fralksionall, 𝑄(𝑡), 𝑃(𝑡), sertal 𝑅(𝑡) aldallalh fulngsi yalng 

diketalhuli sementalral 𝑦2 merulpalkaln bentulk nonlinealr nyal sertal 𝑦(𝑡) merulpalkaln 

bentulk linealrnyal. Selalnjultnyal  dilalkulkaln simullalsi nulmerik ulntulk beberalpal contoh 

PDF Riccalti dengaln menalmpilkaln galmbalr. 

1.4 Tujuan  Penelitian 

Berlalndalskaln rulmulsaln permalsallalhaln yalng telalh dijelalskaln sebelulmnyal, 

aldalpuln tuljulalnnyal paldal penelitialn ini melipulti: 

a) Mengetalhuli balgalimalnalkalh bentulk penyelesalialn dalri kombinalsi metode 

iteralsi valrialsionall daln tralnsformalsi Shehul (Shehul−VIM) ulntulk 

menyelesalikaln persalmalaln diferensiall fralksionall Riccalti (PDFR) 

b) Mengetalhuli balgalimalnalkalh peneralpaln kombinalsi metode iteralsi valrialsionall 

daln tralnsformalsi Shehul (Shehul−VIM) ulntulk menyelesalikaln PDFR. 

c) Mengetalhuli balgalimalnalkalh simullalsi nulmerik dalri PDFR tersebult. 

1.5 Manfaat Penelitian 

Malnfalalt penelitialn dalri tulgals alkhir ini aldallalh 

a) Balgi penullis, penelitialn ini memberikaln kontribulsi yalng besalr dallalm 

memperlulals walwalsaln daln pengetalhulaln, terultalmal dallalm mengaltalsi 

Persalmalaln Diferensiall Fralksionall Riccalti (PDFR) dengaln memalnfalaltkaln 

kombinalsi metode iteralsi valrialsionall daln tralnsformalsi Shehul (Shehul-VIM). 

b) Balgi pembalcal daln peneliti, penelitialn ini bermalnfalalt sebalgali referensi 

khulsulsnyal dallalm menyelesalikaln PDFR dengaln menggulnalkaln kombinalsi 

metode iteralsi valrialsionall daln tralnsformalsi Shehul (Shehul−VIM) 

 

 

. 
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1.6 Sistematika Penulisan 

  Pokok – pokok masalah dalam laporan Tugas Akhir ini diuraikan menjadi: 

BAB I     PENDAHULUAN 

 Pendahuluan menguraikan tentang latar belakang pemilihan judul, 

rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, dan 

sistematika penelitian. 

BAB II    LANDASAN TEORI 

            Bab ini berisi tentang teori dasar mengenai hal-hal yang dapat 

digunakan sebagai acuan dan landasan untuk mengembangkan 

penelitian ini. Terdapat konsep teori seperti: Penjelasan persamaan 

diferensial fraksional, Persamaan Diferensional Fraksional Riccati, 

Transformasi Shehu, Metode Iterasi Variasional (VIM), dan Kombinasi 

Metode Iterasi Variasional dan Transformasi Shehu (Shehu−VIM). 

BAB III METODE PENELITIAN 

Bab ini berisi tahapan yang dilakukan penulis untuk mencapai tujuan 

penelitian mulai dari metode penelitian, teknik pengambilan data 

sampai ke tahapan penelitian 

BAB IV PEMBAHASAN 

Bab ini berisi tentang tahapan-tahapan dilakukan oleh penulis untuk 

mendapatkan hasil seperti yang disampaikan pada rumusan masalah. 

BAB V     PENUTUP 

 Bab ini berisi kesimpulan dan saran dari hasil penelitian yang dilakukan  

oleh penulis. 

 

. 
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BAB II  

LANDASAN TEORI 

  

ALdalpuln balgialn ini alkaln membalhals teori pendulkulng gulnal menyelesalikaln 

permalsallalhaln paldal penelitialn ini. 

2.1 Persamaan Diferensial Fraksional 

Persalmalaln yalng memulalt tulrulnaln fulngsi dengaln melibaltkaln saltul altalul lebih 

valrialbel bebals disebult persalmalaln diferensiall [2]. Konsep persalmalaln diferensiall 

pertalmal kalli diperkenallkaln oleh Newton daln Leibniz melalluli penemulaln merekal 

dallalm teori kallkulluls [13]. ALdalpuln orde persalmalaln diferensiall iallalh bilalngaln alsli, 

tetalpi orde tersebult bisal berulpal pecalhaln, yalng dikenall sebalgali persalmalaln 

diferensiall fralksionall [14]. Persalmalaln ini melibaltkaln tulrulnaln fralksionall disebult 

sebalgali persalmalaln diferensiall fralksionall (PDF) [15].    

 L’Hospitall menjaldi penemul PDF paldal talhuln 1695 [16]. Persalmalaln  tersebult 

terbalgi altals dulal kaltegori, yalitul persalmalaln diferensiall fralksionall bialsal  yalng tulrulnaln 

fulngsinyal melibaltkaln saltul valrialbel bebals daln persalmalaln diferensiall fralksionall 

palrsiall merulpalkaln persalmalaln diferensiall fralksionall, yalng melibaltkaln lebih dalri 

saltul valrialbel bebals  [3]. Persalmalaln diferensiall fralksionall memiliki balnyalk alplikalsi  

di berbalgali bidalng seperti alliraln flulidal, viskoelalstisitals, viskositals daln ekonomi 

[17]. ALdalpuln bentulk ulmulm dalri PDF nonlinier [13]: 

𝐷𝛼𝑦(𝑡) + 𝐴𝑦2(𝑡) + 𝐵𝑦(𝑡) = 𝑠(𝑡),                                                        (2.1)  

operaltor tulrulnaln fralksionall orde 𝛼 yalitul 𝐷𝛼 dengaln 𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛, 𝑛 ∈  ℕ AL, 

B iallalh sebalgali konstalntal. Berikult ini iallalh contoh-contoh dalri Persalmalaln 

Diferensiall Fralksionall [3, 18]: 

 

1. 𝐷
1

2𝑦(𝑡) = 𝑡 + 𝑦(𝑡), 

2. 𝐷
1

2𝑦(𝑡) +𝑦2(𝑡) = 1, 

3. 𝐷
3

2𝑦(𝑡) + 𝐷
1

2𝑦(𝑡) = 0. 

Terdalpalt fulngsi khulsuls yalng berperaln penting paldal pembalhalsaln persalmalaln 

diferensiall fralksionall yalitul fulngsi Galmmal seperti berikult, 
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2.1.1 Fungsi Gamma 

Fulngsi Galmmal dilalmbalngkaln dengaln hulrulf kalpitall Yulnalni Γ( 𝑛) dallalm 

maltemaltikal. Fulngsi tersebult dalpalt dipalhalmi sebalgali keselulrulhaln bilalngaln yalng 

kompleks, keculalli nol malulpuln bilalngaln bullalt negaltif. Melalluli integrall talk waljalr 

yalng konvergen, fulngsi Galmmal ini dalpalt dialrtikaln ulntulk bilalngaln kompleks, 

khulsulsnyal bilalngaln bullalt positif [18, 19]. Berikult aldallalh fulngsi Galmmal  

Γ(𝑛) = ∫ 𝑒−𝑢𝑢𝑛−1𝑑𝑢,     𝑅𝑒 𝑛 > 0,

∞

0

 
(2.2) 

dengaln 𝑛 𝜖 ℝ. Selalin itul Fulngsi Galmmal julgal memiliki sifalt dalsalr sebalgali berikult, 

Γ(𝑛 + 1) = 𝑛Γ(𝑛). (2.3) 

Hall ini dalpalt di bulktikaln dengaln menggulnalkaln persalmalaln (2.2) sehinggal Γ(𝑛 + 1) 

di tullis dallalm bentulk integrall sebalgali berikult: 

Γ(𝑛 + 1) = ∫ 𝑒−𝑢𝑢(𝑛+1)−1𝑑𝑢.      

∞

0

 
(2.4) 

 Oleh kalrenal Persalmalaln (2.4) memiliki bentulk integrall talk waljalr, malkal dengaln 

menggulnalkaln limit daln integrall tentul Persalmalaln (2.4) menjaldi, 

Γ(𝑛 + 1) = lim
𝑝→∞

∫ 𝑢𝑛𝑒−𝑢𝑑𝑢
𝑝

0

 

  = lim
𝑝→∞

(𝑢𝑛(−𝑒−𝑢) ∫ − ∫ 𝑛𝑢𝑛−1(−𝑒−𝑢)𝑑𝑢
𝑝

0

𝑝

0

) 

  = lim
𝑝→∞

(𝑝𝑛(−𝑒−𝑝) ∫ + 𝑛 ∫ 𝑢𝑛−1(𝑒−𝑢)𝑑𝑢
𝑝

0

𝑝

0

) 

           = 0 +  𝑛 lim
𝑝→∞

(∫ 𝑢𝑛−1(𝑒−𝑢)𝑑𝑢
𝑝

0

) 

= 𝑛 lim
𝑝→∞

(∫ 𝑢𝑛−1(𝑒−𝑢)𝑑𝑢
𝑝

0

) 

= 𝑛 Γ(𝑛).  

Berdalsalrkaln sifalt dalsalr fulngsi Galmmal, di oleh Persalmalaln (2.3), malkal 

dalpalt diketalhuli nilali  Γ(1) = 1, selalin itul jikal 𝑛 iallalh bilalngaln bullalt positif, alkaln 

diperoleh [20]: 
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Γ(2) = 1 ∙ Γ(1) = 1      = 1!, 

Γ(3) = 2 ∙ Γ(2) = 2 ∙ 1! = 2!, 

Γ(4) = 3 ∙ Γ(3) = 3 ∙ 2! = 3!, 

⋮                   ⋮              ⋮           ⋮ 

Γ(𝑛 + 1) = 𝑛 ∙ Γ(𝑛) = 𝑛 ∙ (𝑛 − 1)! = 𝑛!. 

 

 

 

 

(2.5) 

Selalin itul dalri fulngsi Galmmal  julgal diperoleh sifalt-sifalt lalin seperti: 

a. Γ(𝑛 + 1) = 𝑛!, daln julgal 

b. Γ(𝑛) = (𝑛 − 1)!. 

Selalin dalri fulngsi Galmmal, dallalm kallkulluls fralksionall terdalpalt beberalpal 

fulngsi  penting lalinnyal, seperti fulngsi eksponensiall daln fulngsi Mittalg-Leffler. 

Kallkulluls fralksionall meruljulk paldal disiplin dallalm maltemaltikal yalng berfokuls altals 

kaljialn tulrulnaln dengaln orde fralksionall sertal teori integrall [3]. Konsep ini pertalmal 

kalli mulncull paldal talhuln 1695, ketikal Leibniz daln L’Hospitall membalhals tulrulnaln ke-

𝑛 dalri fulngsi polinom sederhalnal 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑚 yalitul 
𝑑𝑛𝑥𝑚

𝑑𝑥𝑛  ulntulk 𝑛 =
1

2
. Kemuldialn 

paldal talhuln 1819 maltemaltikalwaln Lalcroix menjaldi oralng pertalmal yalng membalhals 

tulrulnaln fralksionall. Tulrulnaln fralksionall dalri fulngsi 𝑦 = 𝑓(𝑥) dalpalt definisikaln 

sebalgali 
𝑑𝑛𝑓(𝑥)

𝑑𝑥𝑛  dengaln 𝑛 sebalgali orde reall sembalralng. Selalnjultnyal jikal fulngsi  

𝑦 = 𝑓(𝑥) dialsulmsikaln sebalgali 𝑦 = 𝑥𝑚 yalng dimalnal 𝑚 aldallalh bilalngaln bullalt 

positif. Malkal tulrulnaln ke−𝑛 dalri fulngsi 𝑦 = 𝑓(𝑥) dalpalt ditullis Lalcroix sebalgali [3], 

𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
=

𝑚!

(𝑚 − 𝑛)!
𝑥𝑚−𝑛,             𝑚 ≥ 𝑛, 

  (2.6) 

selalnjultnyal, ulntulk menggalntikaln altalul mengulbalh definisi fulngsi falktoriall Lalcroix 

menggulnalkaln notalsi Galmmal sehinggal Persalmalaln (2.6) menjaldi, 

𝑑𝑛𝑥𝑚

𝑑𝑥𝑛
=  

 Γ(𝑚 + 1)

 Γ(𝑚 − 𝑛 + 1)
𝑥𝑚−𝑛,             𝑚 ≥ 𝑛. 

    (2.7) 

Balnyalk alhli maltemaltikal yalng mengembalngkaln definisi tulrulnaln fralksionall 

dialntalralnyal Riemalnn, Grulnwalld, Lioulville,  daln Calpulto. Oleh kalrenal itul teori yalng 

di teralpkaln paldal penelitialn ini yalitul teori integrall fralksionall Riemalnn-Lioulville (R-

L) malulpuln tulrulnaln fralksionall Calpulto kalrenal teori ini merulpalkaln yalng palling 

ulmulm digulnalkaln [18]. 
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2.1.2 Integral Fraksional Riemann-Liouville (R-L) 

ULntulk menotalsikaln integrall fralksionall terdalpalt beberalpal pendekaltaln sallalh 

saltulnyal aldallalh Integrall Fralksionall Riemalnn-Lioulville (R-L) yalng malnal di alrtikaln 

sebalgali berikult [21] 

Definisi 2.1 Integral Fraksional (R-L) dari Fungsi 𝒇(𝒙) [21] 

Dengaln 𝛼 meruljulk paldal bilalngaln reall, malkal integrall fralksionall orde 𝛼 altals 

fulngsi 𝑓(𝑥) didefinisikaln sebalgali [21]: 

𝐽𝛼𝑓(𝑥) = 𝐷−𝛼𝑓(𝑥) 

=
1

Γ(𝛼)
∫(𝑥 − 𝑡)𝛼−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡,

𝑥

0

 

    

 

  (2.8) 

dalpalt diketalhuli balhwalsalnyal integrall fralksionall berorder 𝛼 dalri fulngsi 𝑓(𝑥) paldal 

Definisi 2.1 tersebult dinotalsikaln sebalgali  𝐽𝛼𝑓(𝑥) = 𝐷−𝛼𝑓(𝑥) dengaln penjelalsaln 

sebalgali berikult: 

𝐷𝛼𝑓(𝑥)    : aldallalh  operaltor tulrulnaln fralksionall orde 𝛼, 

𝐷−𝛼𝑓(𝑥)  : aldallalh operaltor integrall fralksionall yalng merulpalkaln invers dalri operaltor 

𝐷𝛼 

ALdalpuln rulmuls ulntulk integrall fralksionall dalri sulaltul konstalntal 𝑘 berorde 

𝛼 aldallalh sebalgali berikult [16]: 

𝐽𝛼𝑘 = 𝐽𝛼𝑘. 𝑥0 =
𝑝 . Γ (0 + 1)

Γ  (0 + α + 1)
𝑥0+𝛼 =

𝑝

Γ (α + 1)
𝑥𝛼  

            (2.9) 

Definisi 2.2 Integral Fraksional (R-L) dari Fungsi Polinom 𝒇(𝒙) = 𝒙𝒎 [21] 

 Berikult aldallalh fulngsi polinom sederhalnal 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑚, dengaln integrall 

fralksionall berorde 𝛼 [21]: 

𝐽𝛼𝑥𝑚 = 
Γ(𝑚+1)

Γ(𝑚+𝛼+1)
𝑥𝑚+𝛼, (2.10) 

ulntulk 𝛼 > 0, 𝑚 > −1, 𝑥 > 0. 

2.1.3 Turunan Fraksional Caputo 

Tulrulnaln fralksionall dalpalt didefinisikaln sebalgali sulaltul tulrulnaln dengaln orde 

berulpal bilalngaln pecalhaln. Menulrult definisi Calpulto, tulrulnaln fralksionall bentulk 

Calpulto memiliki rulmuls sebalgali berikult [21]: 
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Definisi 2.3 Turunan Fraksional Caputo dari Fungsi 𝒇(𝒙) [22]              

Tulrulnaln fralksionall orde 𝛼 dalri 𝑓(𝑥) terhaldalp 𝑥  ULntulk 𝑛 − 1 ≤ 𝛼 < 𝑛, dengaln 

𝑛 𝜖 𝑍+ daln  𝛼 aldallalh bilalngaln reall, dengaln 𝑥 > 0 didefinisikaln sebalgali berikult 

[22]: 

𝐷𝛼𝑓(𝑥)  = 𝑗𝑛−𝛼𝐷𝑛𝑓(𝑥) 

=
1

Γ(𝑛 − 𝛼)
∫(𝑥 − 𝜏)𝑛−𝛼−1𝑓(𝑛)(𝜏)𝑑𝑡,

𝑥

0

 

   

    (2.11) 

berdalsalrkaln definisi 2.3 𝐷𝛼 aldallalh operaltor derivaltif fralksionall berorde 𝛼. 

Definisi 𝟐. 𝟒 Turunan Fraksional Caputo dari Fungsi Polinom 𝒇(𝒙) = 𝒙𝒎 [22] 

Berikult aldallalh fulngsi polinom sederhalnal  𝑓(𝑥) = 𝑥𝑚, daln tulrulnaln fralksionall 

berorde 𝛼 aldallalh: 

𝐷𝛼𝑥𝑝 = 
Γ(𝑝+1)

Γ(𝑝−𝛼+1)
𝑥𝑝−𝛼,    (2.12) 

ulntulk 0 < 𝛼 < 1, 𝑝 ≥ 0. 

2.2 Persamaan Diferensial Fraksional Riccati 

Persalmalaln diferensiall nonlinealr orde saltul yalng pertalmal kalli diperkenallkaln 

oleh maltemaltikalwaln alsall Itallial bernalmal Vicenzo Riccalti paldal talhuln 1724 dikenall 

dengaln nalmal persalmalaln Riccalti [23]. Persalmalaln diferensiall Riccalti ini julgal 

merulpalkaln persalmalaln diferensiall non linealr dengaln bentulk yalng culkulp kompleks 

[24, 25]. Pendekaltaln yalng digulnalkaln dallalm persalmalaln Riccalti ini aldallalh 

pendekaltaln persalmalaln diferensiall eksalk [23]. Secalral khulsuls, persalmalaln diferensiall 

fralksionall Riccalti dalpalt direpresentalsikaln sebalgali berikult [23, 26, 27]: 

𝐷𝑡
𝛼 = 𝑄(𝑡)𝑦2(𝑡) + 𝑃(𝑡)𝑦(𝑡) + 𝑅(𝑡),                                                  (2.13) 

dengaln 𝑡 > 0, 𝑡 𝜖 ℝ, 0 < 𝛼 ≤ 1, 𝑦(0) = 𝑦0, dimalnal 𝛼 iallalh orde tulrulnaln 

fralksionall, 𝑄(𝑡), 𝑃(𝑡), sertal 𝑅(𝑡) aldallalh fulngsi yalng diketalhuli sementalral 𝑦2 

merulpalkaln bentulk nonlinealr nyal sertal 𝑦(𝑡) merulpalkaln bentulk linealrnyal. 

Persalmalaln fralksionall Riccalti alkaln menjaldi persalmalaln diferensiall Riccalti klalsik 

ketikal nilali 𝛼 = 1. Persalmalaln Riccalti ini julgal memiliki alplikalsi dallalm berbalgali 

malsallalh salins teralpaln, teknik daln rekalyalsal seperti maltemaltikal finalnsiall, teori 

malsallalh difulsi, stokalstik daln pemrosesaln ralndom [24, 25]. Berikult aldallalh beberalpal 
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contoh persalmalaln diferensiall fralksionall riccalti dengaln orde fralksionall 0 < 𝛼 ≤ 1 

[5, 21]: 

1. 𝐷𝑡
𝛼𝑦 (𝑡) =  −𝑦2(𝑡)  + 2𝑦(𝑡)  +  1, 0  

2. 𝐷𝑡
𝛼𝑦(𝑡) = 0,01𝑦2(𝑡) + 4𝑦(𝑡) − 2 

3. 𝐷𝑡
𝛼𝑦(𝑡) = 0,1𝑦2(𝑡) + 0,5𝑦(𝑡) + 2 

2.3 Metode Transformasi Shehu 

Tralnsformalsi Shehul, pertalmal kalli diperkenallkaln oleh Malitalmal Shehul daln 

Weidong Zhalo yalitul bentulk tralnsformalsi integrall yalng berfulngsi sebalgali 

generallisalsi dalri tralnsformalsi Lalplalce daln integrall Sulmuldul. Teknik ini digulnalkaln 

ulntulk menyelesalikaln permalsallalhaln persalmalaln diferensiall secalral efisien. 

Tralnsformalsi Shehul dalpalt dialplikalsikaln dallalm penyelesalialn persalmalaln diferensiall 

bialsal malulpuln persalmalaln diferensiall palrsiall, khulsulsnyal yalng melibaltkaln orde 

fralksionall [28]. Tralnsformalsi Shehul di  definisikaln oleh himpulnaln fulngsi berikult 

[29,30]: 

𝐴 = {𝑦(𝑡): ∃𝑁, 𝜂1, 𝜂2 > 0, |𝑣(𝑡)| < 𝑁 𝑒𝑥𝑝 (
|𝑡|

𝜂𝑖
) , 𝑖𝑓 𝑡𝜖(−1)𝑖 × [0, ∞)},        (2.14) 

berikult aldallalh rulmuls dalri tralnsformalsi Shehul [34]: 

𝑌(𝑠, 𝑢) = 𝑆[𝑦(𝑡)] = ∫ 𝑒𝑥𝑝 (
−𝑠𝑡

𝑢
) 𝑦(𝑡)𝑑𝑡

𝛼

0
,           (2.15) 

dimalnal (𝑠) = 𝑆[𝑦(𝑡)] aldallalh notalsi halsil tralnsformalsi Shehul dalri fulngsi 𝑣(𝑡). 

2.3.1 Sifat-Sifat Transformasi Shehu 

Tralnsformalsi Shehul memiliki beberalpal sifalt yalitul [29,31]: 

1. Sifalt Linealritals  

𝕊[𝛼𝑦(𝑡) + 𝛽𝑤(𝑡)] = 𝛼𝕊[𝑦(𝑡)] + 𝛽𝕊[𝑤(𝑡)] 

2. Sifalt Tulrulnaln 

𝕊[𝑦𝑛(𝑡)] =
𝑠𝑛

𝑢𝑛
𝑌(𝑠, 𝑢) − ∑ (

𝑠

𝑢
)

𝑛−(𝑘+1)

𝑦(𝑘)(0)

𝑛−1

𝑘=0

 

Tulrulnaln pertalmal :  𝕊 [
𝑠

𝑢
𝑦′(𝑡)] =

𝑠

𝑢
𝑌(𝑠, 𝑢) − 𝑦(0) 

Tulrulnaln kedulal     :  𝕊[𝑦′′(𝑡)] =
𝑠2

𝑢2 𝑌(𝑠, 𝑢) −
𝑠

𝑢
𝑦(0) − 𝑦′(0) 
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3. Sifalt Perulbalhaln Skallal 

𝕊[𝑦(𝛽𝑡)] =
𝑢

𝛽
𝑌 (

𝑠

𝛽
, 𝑢) 

4. Sifalt Konvolulsi 

              𝕊[𝑦1(𝑡) ∗ 𝑦2(𝑡)] =  𝕊[𝑦1(𝑡)]𝕊[𝑦2(𝑡)]     (2.16) 

2.3.2 Invers Transformasi Shehu 

Dallalm peneralpalnnyal, tralnsformalsi Shehul mengulbalh fulngsi dalri palralmeter 

𝑡 menjaldi fulngsi dallalm bentulk palralmeter 𝑠, 𝑢. Jikal fulngsi yalng berbentulk 

palralmeter 𝑠, 𝑢 perlul diulbalh kemballi ke dallalm bentulk palralmeter 𝑡, malkal invers 

tralnsformalsi Shehul dalpalt dilalkulkaln [29].    

 ALpalbilal 𝑌(𝑠, 𝑢) altalul 𝕊[𝑦(𝑡)] aldallalh halsil tralnsformalsi Shehul dalri fulngsi 

𝑦(𝑡), malkal invers tralnsformalsi Shehul dalri 𝑌(𝑠, 𝑢) aldallalh  𝕊−1[𝑌(𝑠, 𝑢)] = 𝑦(𝑡) 

[29]. Berikult merulpalkaln talbel fulngsi daln invers tralnsformalsi Shehul [29]: 

Tabel 2.1 Fungsi dan Invers dari Transformasi Shehu 

𝑦(𝑡) =  𝕊−1[𝑌(𝑠, 𝑢)] 𝑌(𝑠, 𝑢) = 𝕊[𝑦(𝑡)] 

1 𝑢

𝑠
 

t 
(

𝑢

𝑠
)

2

 

𝑡𝑛

𝑛!
, 𝑛 = 0,1,2, … (

𝑢

𝑠
)

𝑛+1

 

𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 1)
, 𝛼 = 𝑜𝑟𝑑𝑒 𝑓𝑟𝑎𝑘𝑠𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 (

𝑢

𝑠
)

𝛼+1

 

exp (𝛼𝑡) 𝑢

𝑠 − 𝛼𝑢
 

exp (−𝛼𝑡) 𝑢

𝑠 + 𝛼𝑢
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Contoh 2.3 

Teralpkaln tralnsformalsi Shehul paldal persalmalaln diferensiall bialsal berikult [28]: 

𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝑦(𝑡) = 0,                    𝑦(0) = 1 

(2.17) 

Penyelesaian: 

Terlebih dalhullul teralpkaln tralnsformalsi Shehul paldal kedulal sisi dalri Persalmalaln 

(2.17)  berikult, 

               𝕊 [
𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
] + 𝕊[𝑦(𝑡)] = 0, 

(2.18) 

lalngkalh selalnjultnyal alkaln meneralpkaln sifalt dalri tralnsformalsi Shehul ulntulk tulrulnaln 

fralksionall Calpulto paldal Persalmalaln (2.18), malkal diperoleh halsil dalri tralnsformalsi 

Shehul yalitul, 

𝑠

𝑢
𝑌(𝑠, 𝑢) − 𝑦(0) + 𝑌(𝑠, 𝑢) = 0. (2.19) 

Setelalh diperoleh halsil tralnsformalsi Shehul kemuldialn sulbstitulsikaln nilali 

𝑦(0) = 1 paldal Persalmalaln (2.19) daln selesalikaln ulntulk 𝑦(0) malkal bentulk dallalm 

tralnsformalsi Shehul yalitul, 

𝑌(𝑠, 𝑢) =
𝑢

𝑠+𝑢
   (2.20) 

Selalnjultnyal lalkulkaln invers tralnsformalsi Shehul terhaldalp Persalmalaln (2.20), 

𝕊−1[𝑌(𝑠, 𝑢)] =  𝕊−1 [
𝑢

𝑠 + 𝑢
] =

𝑢

𝑠 + 𝛼𝑢
 (2.21) 

Setelalh dilalkulkaln invers tralnsformalsi Shehul sehinggal diperoleh halsil alkhir 

invers dalri tralnsformalsi Shehul 
𝑢

𝑠+𝛼𝑢
  dengaln 𝛼 = 1 berdalsalrkaln Talbel 2.1 yalitul, 

𝑦(𝑡) =  exp (−𝛼𝑡). (2.22) 

Malkal diperoleh solulsi alkhir dalri persalmalaln diferensiall bialsal tersebult dengaln 

meneralpkaln tralnsformalsi Shehul yalitul 𝒚(𝒕) =  𝐞𝐱𝐩 (−𝜶𝒕). 

2.4 Metode Iterasi Variasional 

Ji Hulaln He aldallalh maltemaltikalwaln yalng pertalmal kalli memperkenallkaln 

metode iteralsi valrialsionall (VIM) [32]. Metode ini telalh diteralpkaln paldal persalmalaln 

diferensiall bialsal malulpuln persalmalaln diferensiall palrsiall [33]. ULntulk persalmalaln 

diferensiall fralksionall (PDF), metode iteralsi valrialsionall julgal telalh digulnalkaln dallalm 

beberalpal penelitialn seperti yalng disebultkaln dallalm [34] daln sering disebult sebalgali 
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metode Fralksionall VIM. Dallalm menyelesalikaln persalmalaln diferensiall, terdalpalt 3 

konsep dalsalr yalng dalpalt digulnalkaln yalitul pengalli Lalgralnge, valrialsi terbaltals daln 

fulngsi koreksi [35]. Dallalm peneralpalnnyal metode ini alkaln menghalsilkaln fulngsi 

koreksi yalng melibaltkaln pengalli lalgralnge. Secalral optimall pengalli lalgralnge dalpalt 

diidentifikalsi dengaln menggulnalkaln teori valrialsionall[36]. Dengaln menggulnalkaln 

Fralksionall VIM, proses ulntulk menemulkaln solulsi dalri persalmalaln diferensiall 

fralksionall dalpalt dijelalskaln secalral sistemaltis. Bentulk ulmulm dalri persalmalaln 

diferensiall fralksionall diberikaln sebalgali berikult [12]: 

𝐷𝑡
𝛼𝑦(𝑡) + 𝑃[𝑦(𝑡)] + 𝑄[𝑦(𝑡)] = 𝑅(𝑡),        𝑚 < 𝛼 < 𝑚 − 1,  

altalul  

𝐷𝑡
𝛼𝑦(𝑡) + 𝑃[𝑦(𝑡)] + 𝑄[𝑦(𝑡)] − 𝑅(𝑡) = 0        (2.23) 

Dimalnal 𝛼  iallalh orde tulrulnaln fralksionall, 𝑃 iallalh operaltor linealr, 𝑄 iallalh operaltor 

nonlinealr, 𝑅(𝑡) iallalh fulngsi kontinul daln 𝐷𝑡
𝛼 iallalh  operaltor integrall fralksionall. 

Selalnjultnyal Persalmalaln (2.23) alkaln diulbalh ke dallalm bentulk fulngsi koreksi seperti 

berikult [21] : 

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + 𝐽𝛼𝜆[𝐷𝑡
𝛼𝑦𝑛 − 𝑃[𝑦𝑛(𝑡)] − 𝑄[𝑦𝑛(𝑡)] − 𝑅], (2.24) 

yalng dimalnal 𝜆 dinotalsikaln sebalgali Pengalli Lalgralnge ULmulm daln 𝐽𝛼 merulpalkaln 

simbol dalri integrall fralksionall yalng malnal belulm diketalhuli baltals altals daln baltals 

balwalh paldal integrall fralksionallnyal, paldal fulngsi koreksi yalng memiliki valrialbel 𝑦 

ditalmbalhalkaln 𝑛. Selalnjultnyal nilali 𝜆 yalng dalpalt di identifikalsi dengaln teori valrialsi 

daln dengaln mengalproksimalsi persalmalaln fulngsi koreksi (2.24) menjaldi: 

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + ∫ 𝜆[𝐷𝜏
𝑥𝑦𝑛 − 𝑃𝑦𝑛̃[(𝜏)] − 𝑄[𝑦𝑛̃(𝜏)] − 𝑅]𝑑𝜏,

𝑡

0

 

(2.25) 

Dengaln 𝑦𝑛̃  merulpalkaln bentulk valrialsi terbaltals yalng berperaln sebalgali konstalntal 

sehinggal  𝜕𝑦𝑛̃ = 0 [21]. Selalnjultnyal paldal Persalmalaln  (2.25) alkaln ditulrulnkaln 

terhaldalp 𝑦𝑛 dengaln menggulnalkaln  integrall palrsiall sehinggal dalpalt ditentulkaln nilali 

pengalli Lalgralnge 𝜆. Setelalh nilali pengalli Lalgralnge 𝜆 diperoleh, selalnjultnyal 

sulbstitulsikaln 𝜆 ke dallalm fulngsi koreksi paldal Persalmalaln (2.25).  
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Dengaln menggulnalkaln nilali alwall alkaln dilalkulkaln alproksimalsi solulsi 𝑦𝑛+1 ulntulk 

𝑛 ≥ 0 hinggal alkaln diperoleh halsil alproksimalsi penyelesalialnnyal seperti berikult: 

𝑦(𝑡) = lim
𝑛→∞

𝑦𝑛(𝑡).    (2.26) 

 

Contoh 2.1  

Diberikaln persalmalaln diferensiall fralksionall Riccalti nonlinealr dengaln koefisien 

konstaln [21]: 

𝐷𝑡
𝛼𝑦(𝑡) = 𝑃𝑦2(𝑡) + 𝑄𝑦(𝑡) + 𝑅,        𝑡 𝜖 ℝ, 0 <  𝛼 ≤ 1, 𝑡 > 0, (2.27) 

dengaln syalralt alwall  𝑦(𝑘)(0) = 𝑑𝑘, 𝑘 = 0,1,2, … , 𝑛 − 1. 

Dimalnal 𝛼  iallalh orde tulrulnaln fralksionall, 𝑃 iallalh operaltor linealr, 𝑄 iallalh operaltor 

nonlinealr, 𝑅(𝑡) iallalh fulngsi kontinul, 𝐷𝑡
𝛼 iallalh  operaltor integrall fralksionall, 𝑑𝑘iallalh 

konstalntal daln 𝑘 iallalh bilalngaln bullalt  

Penyelesaian: 

Persalmalaln (2.27) alkaln diulbalh dallalm bentulk VIM yalng malnal mengulbalh Persalmalaln 

(2.27) menjaldi, 

𝐷𝑡
𝛼𝑦(𝑡) + 𝑃[𝑦2(𝑡)] + 𝑄[𝑦(𝑡)] + 𝑅(𝑡),          

altalul  

𝐷𝑡
𝛼𝑦(𝑡) − 𝑃[𝑦2(𝑡)] − 𝑄[𝑦(𝑡)] − 𝑅(𝑡) = 0,        (2.28) 

Selalnjultnyal Persalmalaln (2.28) alkaln diulbalh ke dallalm bentulk fulngsi koreksi seperti 

berikult: 

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + 𝐽𝛼λ(𝜏)[𝐷𝑡
𝛼𝑦𝑛 − P𝑦𝑛

2(t) − Q𝑦𝑛(t) − R]. (2.29) 

yalng dimalnal 𝜆 dinotalsikaln sebalgali Pengalli Lalgralnge ULmulm daln 𝐽𝛼 merulpalkaln 

simbol dalri integrall fralksionall yalng malnal belulm diketalhuli baltals altals daln baltals 

balwalh paldal integrall fralksionallnyal, paldal fulngsi koreksi yalng memiliki valrialbel 𝑦 

ditalmbalhalkaln 𝑛. Selalnjultnyal nilali 𝜆 yalng dalpalt di identifikalsi dengaln teori valrialsi 

daln dengaln mengalproksimalsi persalmalaln fulngsi koreksi (2.29) menjaldi: 

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + ∫ λ(𝜏)[𝐷𝑡
𝛼𝑦𝑛 − 𝑃𝑦𝑛

2̃(𝜏) − Q𝑦𝑛̃(𝜏) − R]

𝑡

0

𝑑𝜏, 
 (2.30) 
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dengaln 𝑦𝑛(𝑡)̃ iallalh bentulk valrialsi terbaltals yalng berperaln sebalgali konstalntal 

sehinggal  𝜕𝑦𝑛̃(𝑡) = 0 daln 𝜆(𝜏) merulpalkaln pengalli Lalgralnge. Kemuldialn tulrulnkaln  

Persalmalaln (2.30) tersebult terhaldalp 𝑦𝑛  menjaldi  sebalgali berikult 

 𝜕𝑦𝑛+1

 𝜕𝑦𝑛
=

 𝜕𝑦𝑛

 𝜕𝑦𝑛
+

 𝜕

 𝜕𝑦𝑛
∫ 𝜆(𝜏) [

𝑑𝑦𝑛(𝜏)

𝑑(𝜏)
− 𝑃

 𝜕𝑦𝑛
2̃(𝜏)

 𝜕𝑦𝑛
− Q

 𝜕𝑦𝑛̃(𝜏)

 𝜕𝑦𝑛
− 𝑅]

𝑡

0

𝑑𝜏. (2.31) 

Selalnjultnyal, Persalmalaln (2.31) dioptimallkaln menggulnalkaln teori valrialsi, malkal 

 
 𝜕𝑦𝑛+1

 𝜕𝑦𝑛
= 0, sehinggal Persalmalaln (2.31) dalpalt di tullis kemballi menjaldi   

0 = 1 +
𝜕

𝜕𝑦𝑛
∫ 𝜆(𝜏)

𝑑𝑦𝑛(𝜏)

𝑑𝜏
𝑑𝜏

𝑡

0

− ∫ 𝜆(𝜏)𝑃
 𝜕𝑦𝑛

2̃(𝜏)

 𝜕𝑦𝑛
𝑑𝜏 − ∫ 𝜆(𝜏)𝑄

 𝜕𝑦𝑛̃(𝜏)

 𝜕𝑦𝑛
𝑑𝜏

𝑡

0

𝑡

0

  

−
𝜕

𝜕𝑦𝑛
∫ 𝜆(𝜏)𝑅

𝑡

0

𝑑𝜏. 

 

Oleh kalrenal 𝜕𝑦𝑛̃(𝑡) = 0 bersifalt sebalgali konstalntal, malkal 

1 +
𝜕

𝜕𝑦𝑛
∫  𝜆(𝜏)

𝑑𝑦𝑛(𝜏)

𝑑𝜏
𝑑𝜏 = 0.

𝑡

0

 

(2.32) 

 

 

Dalpalt di ketalhuli balhwalsalnyal paldal Persalmalaln (2.32) di altals ekulivallen dengaln, 

         𝜕𝑦𝑛 + 𝜕 ∫  𝜆(𝜏)
𝑑𝑦𝑛(𝜏)

𝑑𝜏
𝑑𝜏 = 0,

𝑡

0

 

        (2.33) 

kemuldialn ulntulk memperoleh nilali pengalli Lalgralnge selalnjultnyal alkaln diteralpkaln 

integrall palrsiall dalri ∫  𝜆(𝜏)
𝑑𝑦𝑛(𝜏)

𝑑𝜏
𝑑𝜏 

𝑡

0
Persalmalaln (2.33) dengaln memisallkaln  

              𝑢 = 𝜆(𝜏),                𝑑𝑦 =
𝑑𝑦𝑛(𝜏)

𝑑𝜏
𝑑𝜏, 

𝑑𝑢 =  𝜆′(𝜏)𝑑𝜏,         𝑦 =  𝑦𝑛.                         

Sehinggal di peroleh 

∫  𝜆(𝜏)
𝑑𝑦𝑛(𝜏)

𝑑𝜏
𝑑𝜏 = 𝜆(𝜏) 𝑦𝑛 − ∫  𝑦𝑛 𝜆′(𝜏)𝑑𝜏.

𝑡

0

𝑡

0

 

(2.34) 
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Selalnjultnyal sulbstitulsikaln halsil integrall palrsiall yalng di beriksn paldal Persalmalaln 

(2.34) ke Persalmalaln (2.33) memberikaln halsil 

                            𝜕𝑦𝑛 + 𝜕 (𝜆(𝜏)𝑦𝑛  − ∫ 𝑦𝑛

𝑡

0

𝜆′(𝜏)𝑑𝜏 ) = 0 

                  𝜕𝑦𝑛 + 𝜕𝑦𝑛 𝜆(𝜏) − ∫ 𝜕𝑦𝑛

𝑡

0

. 𝜆′(𝜏)𝑑𝜏 = 0 

(1 + 𝜆(𝜏)|𝜏=𝑡) 𝜕𝑦𝑛 − ∫  𝜕𝑦𝑛𝜆′

𝑡

0

(𝜏)𝑑𝜏 = 0, 

 

(2.35) 

 

sehinggal paldal Persalmalaln (2.33) tersebult diperoleh kondisi stalsioner yalitul, 

                               1 + 𝜆|𝜏=𝑡 = 0,  daln 𝜆′|𝜏=𝑡 = 0. 

Oleh kalrenal itul nilali pengalli Lalgralnge yalng memenulhi aldallalh 𝜆(𝜏) = −1, kemuldialn 

sulbstitulsikaln nilali pengalli Lalgralnge 𝜆(𝜏) = −1 ke fulngsi koreksi paldal 

Persalmalaln (2.29) sehinggal 

       𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 − 𝐽𝛼[𝐷𝑡
𝛼𝑦𝑛(𝑡) − 𝑃𝑦𝑛

2(𝑡) − 𝑄𝑦𝑛(𝑡) − 𝑅]. (2.36) 

Selalnjultnyal sulbsitulsikaln nilali 𝑦(0) = 0 ulntulk iteralsi alwall paldal Persalmalaln (2.36), 

daln selesalikaln proses iteralsi selalnjultnyal, yalitul: 

               𝑦1     = 𝑦0 − 𝐽𝛼[𝐷𝑡
𝛼𝑦0(𝑡) − 𝑃𝑦0

2(𝑡) − 𝑄𝑦0(𝑡) − 𝑅] 

                         = 𝐽𝛼𝑅 

                      = 𝑅
𝑡𝛼

Γ1
,  

   (2.37) 

 
 

 dengaln menggulnalkaln Persalmalaln (2.37) malkal 𝑦2 diperoleh 

              𝑦2      = 𝑦1 − 𝐽𝛼[𝐷𝑡
𝛼𝑦1(𝑡) − 𝑃𝑦1

2(𝑡) − 𝑄𝑦1(𝑡) − 𝑅] 

                      = 𝑅
𝑡𝛼

Γ1
+ 𝑄𝑅

𝑡𝛼

Γ2
+  𝑃𝑅2

Γ2𝑡3𝛼

Γ1
2Γ3

                          
  (2.38) 

 

 selalnjultnyal dengaln calral yalng salmal 𝑦3 diperoleh 
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               𝑦3     = 𝑦2 − 𝐽𝛼[𝐷𝑡
𝛼𝑦1(𝑡) − 𝑃𝑦2

2(𝑡) − 𝑄𝑦2(𝑡) − 𝑅] 

=  𝑃𝑅2
Γ2𝑡3𝛼

Γ1
2Γ3

+  𝑃𝑄2𝑅2
Γ4𝑡5𝛼

(Γ2)2Γ5

+ 𝑃3𝑅4
Γ5(Γ2)2𝑡7𝛼

Γ1
4(Γ3)2Γ7

+  2𝑃𝑄𝑅2
Γ3𝑡4𝛼

Γ1Γ2Γ4

+ 2𝑃2𝑄𝑅3
Γ5𝑡6𝛼

Γ1
2Γ3Γ6

+ 2𝑃2𝑅3
Γ2Γ4𝑡6𝛼

(Γ1)3Γ3Γ5
+ 𝑃𝑅

𝑡2𝛼

Γ2

+ 𝑄2𝑅
𝑡3𝛼

Γ3

+ 𝑃𝑄𝑅2
Γ2𝑡4𝛼

(Γ1)2Γ4
              

+ 𝑅
𝑡𝛼

Γ1
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

        

 

(2.39) 

 

dengaln Γ𝑖 = Γ(𝑖. 𝛼 + 1), 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛. Misalkan iterasi kita hentikan sampai y𝑛, malkal 

solulsi dalri Persalmalaln (2.27) aldallalh 

𝑦(𝑡) ≅ 𝑦𝑛(𝑡).    (2.40) 

dengaln P, Q, R iallalh konstalntal. 

Berikult aldalpuln halsil daln gralfik ulntulk Persalmalaln (2.27) jikal diberikaln 𝑃 = 2, 𝑄 =

2, 𝑅 = 3, dengaln orde fralksionall 𝛼 = 1  yalng disaljikaln paldal Galmbalr 2.1 sebalgali 

berikult, 



18 
 

 

Gambar  2.1 Grafik Perbandingan Aproksimasi Solusi VIM pada Contoh 2.4 

Berdalsalrkaln Galmbalr 2.1 yalng menulnjulkkaln gralfik perbalndingaln solulsi 

VIM alntalral  𝑦1, 𝑦2 dan  𝑦3. terlihalt balhwal  𝑦3 mengallalmi pertulmbulhaln yalng palling 

signifikaln. Sementalral itul, 𝑦2 menulnjulkkaln laljul pertulmbulhaln yalng lebih tinggi 

dibalndingkaln 𝑦1, nalmuln tetalp dallalm skallal yalng lebih rendalh dalri  𝑦3. Ini 

mengindikalsikaln balhwal dallalm rentalng walktul yalng salmal,  𝑦2 mengallalmi 

peningkaltaln dibalndingkaln  𝑦1, sedalngkaln nilali  𝑦1 relaltif lebih kecil dibalndingkaln 

dengaln  𝑦2 daln  𝑦3. Dengaln demikialn, gralfik ini memperlihaltkaln balhwal solulsi  𝑦3  

memiliki dominalsi dallalm hall pertulmbulhaln dibalndingkaln dulal solulsi lalinnyal. 

Perbedalaln ini kemulngkinaln mencerminkaln valrialsi dallalm palralmeter fralksionall altalul 

kondisi alwall yalng digulnalkaln dallalm metode pendekaltaln VIM malsing-malsing. 
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BAB III  

METODE PENELITIAN 

 

Penelitialn ini bersifalt kepulstalkalaln yalng mengulmpullkaln daltal malulpuln informalsi 

yalng dibultulhkaln dalri berbalgali sulmber refrensi seperti julrnall, alrtikel, bulkul-bulkul 

malulpuln sulmber dalri internet lalinnyal yalng berkalitaln dengaln penelitialn ini, ulntulk 

menyelesalikaln persalmalaln diferensiall fralksionall Riccalti (PDFR) menggulnalkaln 

kombinalsi metode iteralsi valrialsionall daln tralnsformalsi Shehul (Shehul−VIM). 

Berikult aldallalh talhalpaln yalng dilalkulkaln dallalm penelitialn ini: 

1. Pertimbalngkaln PDFR dengaln bentulk ulmulm sebalgali berikult: 

     𝐷𝑡
𝛼 = 𝑄(𝑡)𝑦2(𝑡) + 𝑃(𝑡)𝑦(𝑡) + 𝑅(𝑡),    𝑡 𝜖 ℝ, 0 < 𝛼 ≤ 1, 𝑡 > 0,      (3.1) 

dengaln 𝑦(0) = 𝑦0, 

2. ULbalh Persalmalaln  (3.1) menggulnalkaln sifalt tralnsformalsi Shehul  

3.  Pengulbalhaln bentulk Persalmalaln yalng telalh di tralnsformalsikaln sebelulmnyal ke 

dallalm bentulk Persalmalaln alljalbalr 𝑓(𝑦) = 0 daln di iteralsikaln. Lalngkalh iteralsi 

ini merulpalkaln Lalngkalh alwall dalri solulsi VIM, berikult bentulk iteralsinyal: 

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 − 𝜆𝑓(𝑦𝑛),   dengaln  𝜆 = −1  

4. Meneralpkaln invers tralnsformalsi Shehul ulntulk memperoleh 𝑦𝑛+1  

5. Melalkulkaln proses iteralsi dengaln mensulbstitulsikaln nilali 𝑦(0) = 𝑦0  dallalm 

menentulkaln 𝑦1, 𝑦2,⋯,𝑦𝑛 dengaln demikialn diperoleh alproksimalsi solulsi. Iteralsi 

alkaln berhenti ketikal solulsi telalh mencalpali tingkalt alkulralsi yalng diinginkaln. 

6. Melalkulkaln simullalsi nulmerik dengaln meneralpkaln dulal contoh soall Persalmalaln 

Diferensiall Fralksionall Riccalti. 

7. Membalndingkaln gallalt dalri metode Shehul−VIM dengaln gallalt dalri beberalpal 

metode lalin seperti solulsi persalmalaln diferensiall fralksionall metode homototopi 

pertulbalsi balrul (NHPM), metode valrialsi palralmeter (VPM), daln metode 

modifikalsi homotopi (MHPM). 
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BAB V  

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

Metode tralnsformalsi Shehul daln iteralsi valrialsionall (VIM) merulpalkaln dulal 

metode yalng berbedal yalng dalpalt digulnalkaln dallalm menyelesalikaln persalmalaln 

diferensiall fralksionall. Paldal pembalhalsaln BALB IV Berdalsalrkaln halsil simullalsi 

nulmerik paldal dulal contoh soall PDFR nonlinier, diperoleh balhwal (Shehul−VIM) 

menghalsilkaln solulsi alproksimalsi yalng  mendekalti solulsi eksalk ketikal 𝛼 = 1 dalpalt 

dilihalt melalluli perbalndingaln gralfik alproksimalsi Shehul−VIM dengaln solulsi eksalk 

yalng malnal kulrval solulsi halmpir salling berhimpit sebalgalimalnal ditulnjulkkaln paldal 

gralfik Galmbalr 4.1  ulntulk contoh soall 4.2.1 daln Galmbalr 4.6  ulntulk contoh soall 

4.2.2. Hall serulpal julgal berlalkul Ketikal perolehaln gallalt  dibalndingkaln dengaln metode 

lalinnyal seperti VPM, NHPM daln MHPM dengaln intervall. ALpalbilal dibalndingkaln 

dengaln metode lalinnyal jikal 𝛼 = 1, Shehul−VIM memiliki perolehaln gallalt yalng 

serulpal dengaln VPM daln gallalt Shehul−VIM lebih kecil dalri perolehaln gallalt NHPM, 

nalmuln tidalk lebih kecil dalri perolehaln gallalt MHPM. 

5.2 Saran 

Dallalm Tulgals ALkhir ini, penullis telalh membalhals penyelesalialn persalmalaln 

diferensiall fralksionall Riccalti menggulnalkaln galbulngaln metode tralnsformalsi Shehul 

daln VIM. ULntulk pengembalngaln lebih lalnjult, disalralnkaln ulntulk di ulji lebih lalnjult 

paldal berbalgali bentulk persalmalaln diferensiall fralksionall nonlinealr lalinnyal dengaln 

menggalbulngkaln metode VIM dengaln jenis tralnsformalsi lalinnyal dallalm 

menyelesalikaln PDFR. 
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