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ABSTRAK 

 
Matriks circulant merupakan matriks persegi berordo 𝑛 × 𝑛 dengan pergeseran elemen 
pada baris yang sama dengan baris sebelumnya dengan begeser ke kanan satu tempat. 

Penelitian ini membahas mengenai invers dari matriks circulant RSFPLR bentuk khusus 

ordo 𝑛 × 𝑛, 𝑛 ≥ 3 dengan konteks teorema, yang bertujuan untuk mengembagkan metode 

Adjoin dalam mendapatkan nilai inversnya. Ada tiga fase yang terlibat dalam mencari 
invers matriks circulant RSFPLR bentuk khusus. Untuk menentukan bentuk umumnya, 

pertama pola determinan matriks circulant RSFPLR bentuk khusus ordo 3 × 3 sampai 

10 × 10 dan dibuktikan. Kedua, pola matriks kofaktor dari matriks circulant RSFPLR 

bentuk khusus ordo 3 × 3 sampai 10 × 10. Ketiga, pola invers circulant RSFPLR bentuk 

khusus ordo 3 × 3 sampai 10 × 10 dan dibuktikan. Hasil dari penelitian ini adalah dengan 

mendapatkan bentuk umum determinan, bentuk umum  matriks kofaktor, bentuk invers dari 

circulant RSFPLR bentuk khusus serta mengaplikasikan bentuk umum invers kedalam 
contoh soal untuk membuktikan validitas serta keefektifan metode yang dikembangkan. 

 

Kata kunci: Determinan, Metode Adjoin, Matriks Circulant RSFPLR, Matriks Kofktor. 
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ABSTRACT 
 
Circulant matrix is a square matrix of order 𝑛 × 𝑛 with a shift of elements in the same row as the 

previous row by shifting to the right one place. This study discusses the inverse of the circulant 

matrix RSFPLR special form of order 𝑛 × 𝑛, 𝑛 ≥ 3 with the context of the theorem, which aims to 

develop the Adjoin method in obtaining its inverse value. There are three phases involved in finding 

the inverse of the circulant matrix RSFPLR special form. To determine its general form, first the 

determinant pattern of the circulant matrix RSFPLR special form of order 3 × 3  to 10 × 10 is 

proved. Second, the cofactor matrix pattern of the circulant matrix RSFPLR special form of order 

3 × 3 to 10 × 10 Third, the inverse pattern of the circulant matrix RSFPLR special form of order 

3 × 3 to 10 × 10 is proved. The results of this study are to obtain the general form of the 

determinant, the general form of the cofactor matrix, the inverse form of the special form of the 
RSFPLR circulant and to apply the general inverse form to sample problems to prove the validity 

and effectiveness of the developed method. 

 
Keywords: Determinant, Adjoin Method, Circulant RSFPLR Matrix, Cofactor Matrix. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

 Susunan elemen atau fungsi dalam baris dan kolom yang membentuk persegi 

panjang disebut sebagai matriks. Elemen-elemen yang menyusun matriks 

dituliskan di antara tanda kurung siku [ ] atau tanda kurung biasa ( ), yang 

menunjukkan bahwa elemen-elemen ini disebut sebagai matriks [1]. Salah satu 

jenis matriks yang berkembang dalam ilmu aljabar adalah matriks circulant.  

Matriks circulant telah diterapkan oleh berbagai peneliti, diantaranya yaitu matriks 

RSFPLRcircfr (Row Skew Last-Plus-First Right) dan matriks RSLPFLcircfr (Row 

Skew Last-Plus-First-Left) [2], matriks FLScircr [3], matriks FLDcircr [4], circulant 

RLMFL (Row Last-Minus-First-Left) [5], circulant RLMFL (Row Last-Minus-

First-Left) [5], matriks RLPrFLcircr (Row Last-Plus-rFirst r-Left) [6], matriks 

RFPrLRcircr (Row First-Plus-rLast r-Right)  [7] dan sebagainya. 

Adapun beberapa penelitian mengenai matriks circulant sebagai contoh oleh 

penelitian [8] yang membahas invers matriks RSFPLRcircfr (0, 𝑏, … , 𝑏) berordo 

𝑛 × 𝑛 (𝑛 ≥ 4) dengan menggunakan metode operasi baris elementer (OBE)  

dengan bentuk khusus  𝐴𝑛 =

[
 
 
 
 
 
 
0 𝑏 𝑏 … 𝑏 𝑏 𝑏
−𝑏 𝑏 𝑏 … 𝑏 𝑏 𝑏
−𝑏 0 𝑏 … 𝑏 𝑏 𝑏
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
−𝑏 0 0 … 𝑏 𝑏 𝑏
−𝑏 0 0 … 0 𝑏 𝑏
−𝑏 0 0 … 0 0 𝑏]

 
 
 
 
 
 

, ∀ 𝑏 𝜖 𝑅 maka diperoleh  

bentuk umum invers matriks RSFPLRcircfr yaitu: 

 (𝐴𝑛)
−1 = [𝑎𝑖𝑗];   𝑖, 𝑗 = 1,2, … , 𝑛 

Dengan 

 𝑎𝑖𝑗 = {

𝑏−1 ,                                                                         𝐽𝑖𝑘𝑎 𝑖 = 𝑗 𝑎𝑡𝑎𝑢 (𝑖 = 𝑛, 𝑗 = 1),

−𝑏−1,                        𝐽𝑖𝑘𝑎 (𝑗 = 𝑖 + 1, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 − 1) 𝑎𝑡𝑎𝑢 (𝑖 = 𝑛, 𝑗 = 2),
0,                                                                                                   𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖, 𝑗 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎

 

Kemudian penelitian yang dilakukan oleh [6] yang membahas invers matriks 

RLPrFLcircr ordo 4 × 4 berpangkat bilangan bulat positif dengan metode adjoin, 



 

2 

 

dengan bentuk khusus 𝐴4 =

[
 
 
 
 
𝑎 0 0 … 𝑎
0 0 𝑎 … 0
0 𝑎 0 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎 0 0 … 0]

 
 
 
 

, ∀ 𝑎 𝜖 𝑅 maka diperoleh bentuk umum 

invers matriks  RLPrFLcircr yaitu:  

   

(A4
n)-1=

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

-

(
1

√5
((
1-√5
2
)

n-1

- (
1+√5
2

)

n-1

))

an
0 0 -

(
1

√5
((
1-√5
2
)

n-1

- (
1+√5
2

)

n-1

))

an

0 0
1

an
0

0
1

an
0 0

-

(
1

√5
((
1-√5
2
)

n-1

- (
1+√5
2

)

n-1

))

an
0 0 -

(
1

√5
((
1-√5
2
)

n-1

- (
1+√5
2

)

n-1

))

an ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, 𝑛 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙 

[
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1+√5
2

)

n-1
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an ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, 𝑛 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝

 

 

 Selain itu, penelitian yang dilakukan oleh [7] yang meneliti invers dari 

RFPrLRcircr ordo 𝑛 × 𝑛 menggunakan matriks blok, dengan bentuk khusus  

𝐴𝑛 =

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑎 𝑎 0 … 0 0 0 0
0 𝑎 𝑎 … 0 0 0 0
0 0 𝑎 … 0 0 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 … 𝑎 𝑎 0 0
0 0 0 … 0 𝑎 𝑎 0
0 0 0 … 0 0 𝑎 𝑎
𝑟𝑎 𝑟𝑎 0 … 0 0 0 𝑎]

 
 
 
 
 
 
 

, ∀ 𝑎, 𝑟 𝜖 𝑅 maka diperoleh bentuk umum 

invers matriks  RFPrLRcircr yaitu: 
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(𝐴𝑛)
−1 =

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
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…
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, 𝑛 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙 
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, 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝

  

 Penelitian selanjutnya yang dilakukan oleh [9] mendeskripsikan matriks 

inversal menggunakan aplikasi RSLPFLcircfr ordo 3 × 3 dengan pangkat bilangan 

bulat positif menggunakan metode adjoin dalam bentuk tertentu 𝐴3 =

[
 
 
 
 0

1

𝑏
0

1

𝑏
0 0

0
1

𝑏
−
1

𝑏]
 
 
 
 

, 

∀ 𝑏 𝜖 𝑅 maka diperoleh bentuk umum invers matriks  RSLPFLcircfr yaitu: 

  (𝐴3
𝑛)−1 =

{
  
 

  
 
[

0 𝑏𝑛 0
𝑏𝑛 0 0

1

2
(𝑛 + 1)𝑏𝑛 −

1

2
(𝑛 + 1)𝑏𝑛 𝑏𝑛

] , 𝑛 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙

[

𝑏𝑛 0 0
0 𝑏𝑛 0

−
1

2
𝑛𝑏𝑛

1

2
𝑛𝑏𝑛 𝑏𝑛

] , 𝑛 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝

 

 Kemudian penelitian yang dilakukan oleh [10] yang membahas invers 

matriks RSLPFLcircfr berordo 𝑛 × 𝑛, 𝑛 ≥ 3 dengan menggunakan matriks blok 

dengan bentuk khusus 𝐴𝑛 =

[
 
 
 
 
 
 
𝑏 0 0 … 0 0 𝑏
0 0 0 … 0 2𝑏 −𝑏
0 0 0 … 2𝑏 −𝑏 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 2𝑏 … 0 0 0
0 2𝑏 0 … 0 0 0
2𝑏 0 0 … 0 0 0 ]

 
 
 
 
 
 

,∀ 𝑏 𝜖 𝑅 maka diperoleh 

bentuk umum invers matriks  RSLPFLcircfr yaitu: 
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 𝐴𝑛
−1 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1

(1+2(𝑛−1))𝑏

1

(1+2(𝑛−1))𝑏

2

(1+2(𝑛−1))𝑏
…

2(𝑛−4)

(1+2(𝑛−1))𝑏

2(𝑛−3)

(1+2(𝑛−1))𝑏

2(𝑛−2)

(1+2(𝑛−1))𝑏

2

(1+2(𝑛−1))𝑏

2

(1+2(𝑛−1))𝑏

22

(1+2(𝑛−1))𝑏
…

2(𝑛−3)

(1+2(𝑛−1))𝑏

2(𝑛−2)

(1+2(𝑛−1))𝑏

−1

(1+2(𝑛−1))𝑏

22

(1+2(𝑛−1))𝑏

22

(1+2(𝑛−1))𝑏

22

(1+2(𝑛−1))𝑏
…

2(𝑛−2)

(1+2(𝑛−1))𝑏

−1

(1+2(𝑛−1))𝑏

−2

(1+2(𝑛−1))𝑏

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
2(𝑛−3)

(1+2(𝑛−1))𝑏

2(𝑛−3)

(1+2(𝑛−1))𝑏

2(𝑛−2)

(1+2(𝑛−1))𝑏
…

−2(𝑛−6)

(1+2(𝑛−1))𝑏

−2(𝑛−5)

(1+2(𝑛−1))𝑏

−2(𝑛−4)

(1+2(𝑛−1))𝑏

2(𝑛−2)

(1+2(𝑛−1))𝑏

2(𝑛−2)

(1+2(𝑛−1))𝑏

1

(1+2(𝑛−1))𝑏
…

−2(𝑛−5)

(1+2(𝑛−1))𝑏

−2(𝑛−4)

(1+2(𝑛−1))𝑏

−2(𝑛−3)

(1+2(𝑛−1))𝑏

2
2(𝑛−1)

(1+2(𝑛−1))𝑏

1

(1+2(𝑛−1))𝑏

1

(1+2(𝑛−1))𝑏
…

−2(𝑛−4)

(1+2(𝑛−1))𝑏

−2(𝑛−3)

(1+2(𝑛−1))𝑏

−2(𝑛−2)

(1+2(𝑛−1))𝑏]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 Penelitian selanjutnya yang dilakukan oleh [5] yang membahas invers matriks 

circulant RLMFL berordo 𝑛 × 𝑛, 𝑛 ≥ 3 dengan menggunakan metode adjoin 

dengan bentuk khusus 𝐴𝑛 =

[
 
 
 
 
 
 
𝑎 0 0 … 0 0 0
0 0 0 … 0 −𝑎 𝑎
0 0 0 … −𝑎 𝑎 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 𝑎 … 0 0 0
0 −𝑎 𝑎 … 0 0 0
−𝑎 𝑎 0 … 0 0 0]

 
 
 
 
 
 

, ∀ 𝑎 𝜖 𝑅 maka diperoleh 

bentuk umum invers matriks  circulant RLMFL yaitu: 

 𝐴𝑛
−1 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1

𝑎
0 0 … 0 0 0

1

𝑎
0 0 … 0 0

1

𝑎
1

𝑎
0 0 … 0

1

𝑎

1

𝑎

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
1

𝑎
0 0 …

1

𝑎

1

𝑎

1

𝑎
1

𝑎
0

1

𝑎
…

1

𝑎

1

𝑎

1

𝑎
1

𝑎

1

𝑎

1

𝑎
…

1

𝑎

1

𝑎

1

𝑎]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 Setelah mengkaji literatur yang dilakukan oleh peneliti [5],  oleh karena itu 

peneliti tertarik untuk melakukan penelitian yang berjudul “Invers Matriks 

Circulant RSFPLR Bentuk Khusus 𝒏 × 𝒏, 𝒏 ≥ 𝟑 dengan Metode Adjoin”. 

Adapun bentuk khusus matriks circulant RSFPLR (𝑎, −𝑎, 0,… , 0) yang akan 

digunakan untuk melakukan penelitian ini yaitu: 

 𝐴𝑛 =

[
 
 
 
 
 
 
𝑎 −𝑎 0 0 … 0 0 0 0
0 𝑎 −𝑎 0 … 0 0 0 0
0 0 𝑎 −𝑎 … 0 0 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 0 … 0 𝑎 −𝑎 0
0 0 0 0 … 0 0 𝑎 −𝑎
𝑎 −𝑎 0 0 … 0 0 0 𝑎 ]

 
 
 
 
 
 

, ∀ 𝑎 𝜖 𝑅   (1.1) 
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1.2 Rumusan Masalah 

 Dari pemaparan latar belakang diatas, rumusan masalah dalam penelitian ini 

adalah “Bagaimana cara menentukan bentuk umum invers dari matriks circulant 

RSFPLR bentuk khusus ordo 𝑛 𝑥 𝑛, 𝑛 ≥ 3 yang didefinisikan dalam Persamaan 

(1.1) dapat ditentukan dengan metode adjoin?”. 

1.3 Batasan Masalah 

Adapun batasan untuk masalah penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Matriks yang dibahas adalah matriks circulant RSFPLR 𝑛 𝑥 𝑛, 𝑛 ≥ 3 bentuk 

khusus dari Persamaan (1.1). 

2. Bentuk umum kofaktor matriks circulant RSFPLR tidak dibuktikan, karena 

fokus penelitian ini pada matriks circulant RSFPLR dengan metode adjoin. 

1.4 Tujuan Penelitian 

 Tujuan dari penelitian ini ialah mendapatkan bentuk umum dari invers 

matriks circulant RSFPLR yang memiliki struktur khusus seperti yang dijelaskan 

dalam Persamaan (1.1), yang berukuran 𝑛 𝑥 𝑛, 𝑛 ≥ 3, melalui penerapan metode 

adjoin. 

1.5 Manfaat Penelitian 

 Melalui penelitian ini, diharapkan dapat meningkatkan pemahaman terhadap 

matriks circulant RSFPLR serta memberikan kontribusi pada pengembangan 

metode adjoin dalam matematika. 

1.6 Sistematika Penulisan 

 Adapun sistematika penulisan tugas akhir ini disusun untuk membahas 

sejumlah permasalahan inti yang akan dijelaskan melalui beberapa tahap secara 

sistematis yaitu: 

BAB I PENDAHULUAN 

Pada bab ini dijelaskan landasan teori yang melatar belakangi 

penggunaan matriks circulant RSFPLR, penelitian terdahulu, rumusan 

masalah, batasan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian serta 

sistematika penelitian. 
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BAB II LANDASAN TEORI 

Pada bab ini menyajikan teori-teori dasar yang diperlukan dalam 

menghitung invers matriks circulant RSFPLR dengan metode adjoin 

yang memiliki bentuk khusus 𝑛 𝑥 𝑛, 𝑛 ≥ 3. Termasuk konsep matriks 

circulant, matriks RSFPLR, determinan matriks dan invers matriks. 

BAB III METODE PENELITIAN 

Pada bab ini menguraikan secara sistematis langkah-langkah penelitian 

yang digunakan untuk menemukan solusi bentuk umum invers matriks 

circulant RSFPLR bentuk khusus 𝑛 𝑥 𝑛, 𝑛 ≥ 3 dengan metode adjoin. 

BAB IV PEMBAHASAN 

Pada bab ini menyajikan implementasi praktis dari langkah-langkah 

dalam menentukan bentuk umum invers matriks circulant RSFLR bentuk 

khusus 𝑛 𝑥 𝑛, 𝑛 ≥ 3 dengan metode adjoin. 

BAB V PENUTUP 

Pada bab ini bertujuan untuk menyajikan ringkasan temuan utama 

penelitian dalam bentuk kesimpulan dan saran dalam penelitian yang 

telah dilakukan. 
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BAB II 

LANDASAN TEORI 

2.1 Matriks 

Definisi 2.1 [11] Susunan bilangan-bilangan yang diatur dalam baris dan kolom, 

me$mbe$ntuk suatu pe$rse$gi panjang dise$but matriks. Se$tiap bilangan dalam susunan 

te$rse$but dise$but e$le$me$n atau e$ntri matriks. Matriks biasanya dilambangkan de$ngan 

huruf kapital, se$pe$rti 𝐴,𝐵 atau 𝐶. Misalnya, matriks 𝐴𝑚𝑛 me$miliki 𝑚 baris dan 𝑛 

kolom. Se$dangkan e$le$me$n-e$le$me$nnya dilambangkan de$ngan huruf ke$cil yang 

me$nunjukkan posisi baris dan kolomnya, misalnya 𝑎𝑖𝑗 me$miliki 𝑖 baris dan 𝑗 kolom. 

Ukuran matriks yang dise$but ordo, dite$ntukan ole$h jumlah baris dan kolom. Se$cara 

umum, matriks dapat dituliskan se$bagai be$rikut: 

 𝐴𝑚 × 𝑛 = [

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

] 

2.2 Perkalian matriks 

Definisi 2.2  [12] Dua matriks  𝐴 dan 𝐵, hanya bisa dikalikan jika jumlah kolom di 

matriks 𝐴 sama de$ngan jumlah baris di matriks 𝐵. 

Aturan perkalian matriks: 

Ope$rasi pe$rkalian matriks 𝐴𝑚×𝑛 dan 𝐵𝑛×𝑘  akan me$nghasilkan matriks 𝐶𝑚×𝑘. Se$tiap 

e$le$me$n 𝐶𝑖𝑗 dalam matriks hasil dipe$role$h de$ngan cara me$njumlahkan hasil kali 

e$le$me$n-e$le$me$n yang be$rse$suaian dari baris ke$-𝑖 matriks 𝐴 dan kolom ke$-𝑗 matriks 

𝐵. 

𝐴 = [
𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓

] , 𝐵 = [
𝑘 𝑙
𝑚 𝑛
𝑜 𝑝

], maka dipe$role$h hasil pe$rkaliannya yaitu: 

𝐴 × 𝐵 = [
𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓

] . [
𝑘 𝑙
𝑚 𝑛
𝑜 𝑝

] = [
𝑎𝑘 + 𝑏𝑙 + 𝑐𝑚 𝑑𝑘 + 𝑒𝑙 + 𝑓𝑚
𝑎𝑛 + 𝑏𝑜 + 𝑐𝑝 𝑑𝑛 + 𝑒𝑜 + 𝑓𝑝

] 

 

Contoh 2.1 Hitunglah matriks 𝐴 × 𝐵 be$rikut: 

𝐴 = [
1 2 3
3 1 4
2 5 1

] , 𝐵 = [
3 2
1 4
2 5

] 
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Maka dipe$role$h hasilnya yaitu: 

𝐴 × 𝐵 = [
1 2 3
3 1 4
2 5 1

] . [
3 2
1 4
2 5

] = [
11 25
18 30
13 29

] 

 

2.3 Matriks Circulant 

Definisi 2.3 [13] Matriks circulant me$rupakan je$nis matriks pe$rse$gi be$rukuran 𝑛 ×

𝑛 yang me$miliki pola unik. Matriks ini dibangun dari 𝑛 ve$ktor, di mana baris 

pe$rtama adalah input awal. Se$tiap baris be$rikutnya dipe$role$h de$ngan me$ngge$se$r 

e$le$me$n baris se$be$lumnya satu posisi ke$ kanan, dan e$le$me$n te$rakhir dipindahkan ke $ 

awal baris. Ciri khas lainnya adalah e$le$me$n-e$le$me$n pada matriks diagonal me $miliki 

nilai yang sama. Se$cara mate$matis, untuk se$tiap himpunan bilangan komple$ks 

𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛−1 ∈  𝑎
𝑛×𝑛 matriks circulant (𝐴𝑖,𝑗)𝑛×𝑛 yang dilambangkan de$ngan 

circ(𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛−1) dapat dinyatakan se$bagai be$rikut: 

 (𝐴𝑖,𝑗)𝑛×𝑛
= 𝐴 =

[
 
 
 
 
𝑎0 𝑎1 𝑎2 … 𝑎𝑛−1
𝑎𝑛−1 𝑎0 𝑎1 … 𝑎𝑛−2
𝑎𝑛−2 𝑎𝑛−1 𝑎0 … 𝑎𝑛−3
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎1 𝑎2 𝑎3 … 𝑎0 ]

 
 
 
 

 

 

Contoh 2.2 Be$rdasarkan be$ntuk umum circulant, be$rikut ini adalah contoh matriks 

circulant 𝑎0 = 0, 𝑎1 = 1, 𝑎2 = 2, 𝑎3 = 3, dan 𝑎4 = 6 de$ngan matriks be$rordo 5 ×

5: 

 𝐴 =

[
 
 
 
 
0 1 2 3 6
6 0 1 2 3
3 6 0 1 2
2 3 6 0 1
1 2 3 6 0]

 
 
 
 

 

 

2.4 Matriks RSFPLR (Row Skew Last-Plus-First Right) 

Definisi 2.4 [2] Matriks circulant RSFPLR (Row Ske$w Last-Plus-First Right) 

de$ngan baris pe$rtama (𝑎0,  𝑎1, … , 𝑎𝑛−1) dilambangkan de$ngan 

RSFPLRcircfr (𝑎0,  𝑎1, … , 𝑎𝑛−1)  me$mpunyai be$ntuk umum matriks se$bagai 

be$rikut se$suai krite$ria pada Pe$rsamaan (1.1):  
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 𝐴𝑛 =

[
 
 
 
 
 
 
𝑎0 𝑎1 𝑎2 … 𝑎𝑛−3 𝑎𝑛−2 𝑎𝑛−1

−𝑎𝑛−1 𝑎0 + 𝑎𝑛−1 𝑎1 … 𝑎𝑛−4 𝑎𝑛−3 𝑎𝑛−2
−𝑎𝑛−2 −𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−2 𝑎0 + 𝑎𝑛−1 … 𝑎𝑛−5 𝑎𝑛−4 𝑎𝑛−3
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮

−𝑎3 −𝑎4 + 𝑎3 −𝑎5 + 𝑎3 … 𝑎0 + 𝑎𝑛−1 𝑎1 𝑎2
−𝑎2 −𝑎3 + 𝑎2 −𝑎4 + 𝑎3 … −𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−2 𝑎0 + 𝑎𝑛−1 𝑎1
−𝑎1 −𝑎2 + 𝑎1 −𝑎3 + 𝑎2 … −𝑎𝑛−2 −𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−2 𝑎0 + 𝑎𝑛−1]

 
 
 
 
 
 

 

Untuk me$mpe$role$h kolom-kolom pada baris ke$- 𝑖 + 1, langkah pe$rtama 

adalah de$ngan me$ngambil kolom te$rakhir pada baris ke$- 𝑖 yang dikalikan de$ngan 

−1. Se$te$lah itu, kolom pe$rtama pada baris ke$- 𝑖 + 1 didapatkan, dan kolom ke$dua 

dipe$role$h de$ngan me$njumlahkan kolom pe$rtama dan te$rakhir dari baris ke$-i. 

Se$lanjutnya, kolom-kolom pada baris ke$- 𝑖 dige$se$r se$cara siklis satu posisi ke $ 

kanan. Pe$nje$lasan ini dike$mukakan ole$h Jiang dan Kiche$on. 

Contoh 2.3 Dike$tahui se$buah matriks circulant RSFPLR de$ngan 𝑎0 = 1, 𝑎1 =

2, 𝑎2 = 3, 𝑎3 = 4, dan 𝑎4 = 5 de$ngan matriks be$rordo 5 × 5: 

 𝐴 =

[
 
 
 
 
1 2 3 4 5
−5 6 2 3 4
−4 −1 6 2 3
−3 −1 −1 6 2
−2 −1 −1 −1 6]

 
 
 
 

 

 

2.5 Determinan Matriks 

Definisi 2.5 [11] Misalkan bahwa matriks 𝐴 me$rupakan matriks pe$rse$gi. Jumlah 

se$mua hasil pe$rkalian e$le$me$n be$rtanda 𝐴 adalah fungsi de$te$rminan yang 

dinotasikan de$ngan symbol |𝐴|. Angka 𝑑𝑒𝑡(𝐴) dide$finisikan se$bagai de$te$rminan 

dari 𝐴.  

Contoh 2.4 Carilah de$te$rminan dari matriks ordo 2 × 2 be$rikut: 

 𝐴 = [
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

] 

Penyelesaian: 

 |𝐴| = 𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21 

Contoh 2.5 Carilah de$te$rminan dari matriks ordo 3 × 3 be$rikut: 

 𝐴 = [

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

] 

Penyelesaian: 

 |𝐴| = 𝑎11𝑎22𝑎33 + 𝑎12𝑎23𝑎31 + 𝑎13𝑎21𝑎32 − 𝑎32𝑎23𝑎11 − 𝑎32𝑎21𝑎12 
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   = 𝑎11 |
𝑎22 𝑎23
𝑎32 𝑎33

| − 𝑎12 |
𝑎21 𝑎23
𝑎31 𝑎33

| + 𝑎13 |
𝑎21 𝑎22
𝑎31 𝑎32

| 

   = 𝑎11|𝐴11| − 𝑎12|𝐴12| + 𝑎13|𝐴13| 

 

Teorema 2.1 Jika se$mua angka dalam satu baris atau kolom matriks pe$rse$gi 𝐴 

adalah 0, maka nilai de$t (𝐴) adalah 0. 

Teorema 2.2 Apabila 𝐴 me$rupakan matriks bujur sangkar de$ngan dua baris atau 

kolom yang proporsional, maka be$rlaku de$t (𝐴) adalah 0. 

Contoh 2.6 Carilah de$te$rminan dari matriks ordo 2 × 2 be$rikut: 

𝐴 = [
𝑎11 𝑎12
0 0

] 

Penyelesaian: 

Me$nurut Te$ore$ma 2.1 maka hasil dari de$t(𝐴) = 0. 

Contoh 2.7 Carilah de$te$rminan dari matriks ordo 3 × 3 be$rikut: 

 𝐴 = [
𝑎11 0 𝑎13
𝑎21 0 𝑎23
𝑎31 0 𝑎33

] 

Penyelesaian: 

Me$nurut Te$ore$ma 2.1 maka hasil dari de$t(𝐴) = 0. 

 

Definisi 2.6 [11] 𝑎𝑖𝑗   me$rupakan de$te$rminan matriks yang dipe$role$h de$ngan 

me$nghilangkan baris ke$-𝑖 dan kolom ke$-𝑗 dari matiks 𝐴. Jika 𝐴 me$rupakan matriks 

pe$rse$gi, maka 𝑀 adalah minor dari e$le$me$n 𝑎𝑖𝑗. Adapun kofaktor 𝑎𝑖𝑗   se$bagai 

be$rikut: 

 𝑐𝑖𝑗 = (−1)
𝑖+𝑗𝑀𝑖𝑗 

Contoh 2.8 Carilah minor dan kofaktor dari matriks ordo 3 × 3 be$rikut: 

 𝐴 = [
1 2 0
3 5 2
2 1 3

] 

Penyelesaian: 

E $ntri kofaktor se$panjang baris pe$rtama: 

𝐶11 = (−1)
1+1 |5 2

1 3
| = 13   𝐶12 = (−1)

1+2 |3 2
2 3

| = −5   

 𝐶13 = (−1)
1+3 |3 5

2 1
| = −7  
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E $ntri kofaktor se$panjang baris ke$dua: 

𝐶21 = (−1)
2+1 |2 0

1 3
| = −6          𝐶22 = (−1)

2+2 |1 0
2 3

| = 3   

 𝐶23 = (−1)
2+3 |1 2

2 1
| = 3 

E $ntri kofaktor se$panjang baris ke$tiga: 

𝐶31 = (−1)
3+1 |2 0

5 2
| = 4    𝐶32 = (−1)

3+2 |1 0
3 2

| = −2 

𝐶33 = (−1)
3+3 |1 2

3 5
| = −1 

2.6 Matriks Kofaktor 

Definisi 2.7 [14] Dibe$rikan matriks pe$rse$gi 𝐴, matriks kofaktor ialah matriks yang 

e$le$me$n pada baris 𝑖 dan kolom 𝑗 adalah kofaktor 𝐶𝑖𝑗 dari e$le$me$n 𝑎𝑖𝑗 di matriks 𝐴. 

Adapun matriksnya se$bagai be$rikut: 

 [

𝐶11 𝐶12 … 𝐶1𝑛
𝐶21 𝐶22 … 𝐶2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝐶𝑛1 𝐶𝑛2 … 𝐶𝑛𝑛

] 

Contoh 2.9 Matriks kofaktor yang dihasilkan pada Contoh 2.8 adalah se$bagai 

be$rikut: 

 𝐴3 = [
13 −5 −7
−6 3 3
4 −2 −1

] 

 

2.7 Invers Matriks 

Definisi 2.8 [15] Jika 𝐴 me$rupakan se$buah matriks bujur sangkar dan te$rdapat 

matriks 𝐵 yang me$miliki ukuran sama de$ngan matriks 𝐴 lalu dipe$role$h 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 = 

𝐼, maka 𝐴 dise$but bisa dibalik dan B dise$but inve$rs dari A.  

Teorema 2.3 [14] Jika matriks bujur sangkar yang me$miliki inve$rs, maka 

𝐴−1 =
1

de$t(𝐴)
𝑎𝑑𝑗(𝐴) 

Contoh 2.10 [16] Dibe$rikan matriks 𝐴2 te$ntukan inve$rsnya me$nggunakan adjoin 

se$bagai be$rikut: 

𝐴2 = [
0 𝑐
𝑐 0

] 
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Penyelesaian: 

|𝐴2| = |
0 𝑐
𝑐 0

| = −𝑐2 

   𝐴2 = |
0 𝑐
𝑐 0

| 

De$ngan, 

𝐶11 = (−1)
2(0) = 0      𝐶12 = (−1)

3(𝑐) = −𝑐  

𝐶21 = (−1)
3(𝑐) = −𝑐             𝐶22 = (−1)

4(0) = 0 

Maka: 𝐶2 = [
0 −𝑐
−𝑐 0

] 

Se$hingga dipe$role$h: 

𝑎𝑑𝑗𝐴2 = [
0 −𝑐
−𝑐 0

] 

𝐴2
−1 =

1

de$t(𝐴2)
𝑎𝑑𝑗(𝐴2) 

  =
1

−𝑐2
[ 0 −𝑐
−𝑐 0

] = [
0

1

𝑐
1

𝑐
0
]. 

Contoh 2.11 Dibe$rikan matriks ordo 3 × 3 be$rikut, carilah inve$rsnya: 

𝐴 = [
1 2 0
3 5 2
2 1 3

] 

Penyelesaian: 

𝐴 = [
1 2 0
3 5 2
2 1 3

] kofaktor se$panjang baris pe$rtama 

 𝑑𝑒𝑡(𝐴) = |
1 2 0
3 5 2
2 1 3

| = 1 |
5 2
1 3

| − 2 |
3 2
2 3

| + 0 |
3 5
2 1

| 

 = 1(13) − 2(5) + 0(−7) = 3 

Se$lanjutnya me$nghitung adjoin. 

𝐶11 = (−1)
2 |5 2
1 3

| = 13            𝐶12 = (−1)
3 |3 2
2 3

| = −5            𝐶13 = (−1)
4 |3 5
2 1

| = −7  

𝐶21 = (−1)
3 |
2 0
1 3

| = −6           𝐶22 = (−1)
4 |
1 0
2 3

| = 3               𝐶23 = (−1)
5 |
1 2
2 1

| = 3 

𝐶31 = (−1)
4 |2 0
5 2

| = 4              𝐶32 = (−1)
5 |1 0
3 2

| = −2            𝐶33 = (−1)
6 |1 2
3 5

| = −1 

Maka dipe$role$h  

 𝑎𝑑𝑗(𝐴) = [
13 −5 −7
−6 3 3
4 −2 −1

] = [
13 −6 4
−5 3 −2
−7 3 −1

] 

Se$hingga 𝐴−1 yang dipe$role$h yaitu: 
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𝐴−1 =
1

3
[
13 −6 4
−5 3 −2
−7 3 −1

] =

[
 
 
 
 
 
13

3
−2

−4

3
−5

3
1

−2

3
4

3
1

−1

3 ]
 
 
 
 
 

 

 

2.8 Induksi Matematika 

Definisi 2.9 [17] Induksi mate$matika adalah salah satu me$tode$ pe$mbuktian dari 

banyak te$ore$ma dalam te$ori bilangan maupun dalam mate$matika lainnya. Induksi 

mate$matika me$rupakan salah satu argume$ntasi pe$mbuktian suatu te$ore$ma atau 

pe$rnyataan mate$matika yang se$me$sta pe$mbicaraannya himpunan bilangan bulat 

atau le$bih khusus bilangan asli. 

Misalkan 𝑝(𝑛) adalah proposisi/pe$rnyataan yang akan dibuktikan 

ke$be$narannya untuk se$tiap bilangan asli 𝑛. Langkah-langkah pe$mbuktiannya 

de$ngan induksi mate$matika adalah se$bagai be$rikut: 

1. Jika 𝑝(1) be$nar, 

2. Diasumsikan bahwa 𝑝(𝑘) be$nar untuk suatu bilangan asli 𝑘 dan akan 

ditunjukkan bahwa 𝑝(𝑘 + 1) juga be$nar.  

Contoh 2.12 Dibe$rikan matrik 𝐴 =

[
 
 
 
 
 
𝑎 𝑎 𝑎 ⋯ 𝑎 𝑎
0 𝑎 𝑎 ⋯ 𝑎 𝑎
0 0 𝑎 ⋯ 𝑎 𝑎
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 ⋯ 𝑎 𝑎
0 0 0 ⋯ 0 𝑎]

 
 
 
 
 

 , ∀ 𝑎 𝜖 𝑅. Maka: 

|𝐴𝑛| = 𝑎
𝑛, 𝑛 ≥ 3 

 

Bukti: Pe$mbuktian me$nggunakan induksi mate$matika se$bagai be$rikut: 

i. Basis induksi: akan dibuktikan 𝑝(3) be$nar, maka: 

𝑝(3) = |𝐴3| = |
𝑎 𝑎 𝑎
0 𝑎 𝑎
0 0 𝑎

| 

  = 0 |
𝑎 𝑎
𝑎 𝑎

| − 0 |
𝑎 𝑎
0 𝑎

| + 𝑎 |
𝑎 𝑎
0 𝑎

| 

  = 0(0) − 0(𝑎2) + 𝑎(𝑎2) 

  = 𝑎3 

Maka 𝑝(3) be$nar. 
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ii. Langkah induksi: asumsikan bahwa 𝑝(𝑘) be$nar, maka 

𝑝(𝑘) = |𝐴𝑘| = ||

𝑎 𝑎 𝑎 ⋯ 𝑎

0 𝑎 𝑎 ⋯ 𝑎

0 0 𝑎 ⋯ 𝑎

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

0 0 0 ⋯ 𝑎

||

𝑘

𝑎𝑘 , 𝑘 ≥ 3 

Akan ditunjukkan bahwa  𝑝(𝑘 + 1)  juga be$nar, maka 

𝑝(𝑘 + 1) = |𝐴𝑘+1| = 𝑎
𝑘+1. 

Pe$rhatikan bahwa: 

|𝐴𝑘+1| = ||

𝑎 𝑎 𝑎 ⋯ 𝑎
0 𝑎 𝑎 ⋯ 𝑎
0 0 𝑎 ⋯ 𝑎
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋯ 𝑎

||

𝑘+1

 

E $kspansi se$panjang baris ke$- 𝑘 + 1 

= 0+ 0 + 0 +⋯+ (−1)2𝑘+2 𝑎 ||

𝑎 𝑎 𝑎 ⋯ 𝑎
0 𝑎 𝑎 ⋯ 𝑎
0 0 𝑎 ⋯ 𝑎
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋯ 𝑎

||

𝑘

 

= (−1)2𝑘+2 𝑎 ||

𝑎 𝑎 𝑎 ⋯ 𝑎
0 𝑎 𝑎 ⋯ 𝑎
0 0 𝑎 ⋯ 𝑎
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋯ 𝑎

||

𝑘

 

= 𝑎. |𝐴𝑘| 

= 𝑎.𝑎𝑘 

= 𝑎𝑘+1 

Maka 𝑃(𝑘 + 1) be$nar. 

Dari langkah i dan ii sudah dipe$rlihatkan dan dibuktikan be$nar. Bahwa: 

|𝐴𝑛| = 𝑎
𝑛 
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BAB III 

METODE PENELITIAN 

 
Bab ini me$mbahas cara me$ndapatkan inve$rs matriks circulant RSFPLR 

de$ngan me$tode$ adjoin. Adapun langkah-langkahnya se$bagai be$rikut: 

1. Pe$ne$litian ini dimulai de$ngan pe$mbe$ntukan matriks circulant RSFPLR 

de$ngan struktur yang te$lah dide$finisikan se$cara spe$sifik, yang me$ngacu pada 

be$ntuk khusus dari Pe$rsamaan (1.1) 

2. Nilai de$te$rminan dari matriks circulant RSFPLR dihitung se$cara be$rtahap, 

mulai dari ordo 3 × 3 hingga ordo 10 × 10, me$nggunakan me$tode$ e$kspansi 

kofaktor. 

3. Dari hasil pe$rhitungan de$te$rminan te$rse$but, pe$ne$liti me$ngamati dan me$ncari 

pola yang muncul, yang ke$mudian akan dite$rapkan dalam prose$s pe$rumusan 

be$ntuk umum dari de$te$rminan suatu matriks circulant RSFPLR ordo 𝑛 × 𝑛. 

4. Be$ntuk umum de$te$rminan matriks circulant RSFPLR ordo 𝑛 × 𝑛 yang te$lah 

diide$ntifikasi ke$mudian dibuktikan ke$be$narannya me$nggunakan prinsip 

induksi mate$matika. 

5. Langkah se$lanjutnya adalah me$nghitung nilai kofaktor dari matriks circulant 

RSFPLR be$rordo 3 × 3 hingga ordo 10 × 10. 

6. Mengamati pola dari perhitungan kofaktor matriks circulant RSFPLR ordo 

𝑛 × 𝑛 untuk menentukan bentuk umumnya. 

7. De$ngan me$nggunakan nilai de$te$rminan dan kofaktor yang te$lah dipe$role$h, 

hitung matriks inve$rs dari matriks circulant RSFPLR be$rordo 3 × 3 hingga 

ordo 10 × 10. 

8. Pola yang muncul dari hasil pe$rhitungan matriks inve$rs diamati untuk 

me$ne$ntukan be$ntuk umum inve$rs matriks circulant RSFPLR ordo 𝑛 × 𝑛. 

9. Be$ntuk umum inve$rs matriks circulant RSFPLR yang te$lah diide$ntifikasi 

diuji ke$be$narannya de$ngan me$lakukan me$lakukan pe$mbuktian 𝐴𝐴−1 =

𝐴−1𝐴 = 𝐼. 

10. Me$nye$le$saikan contoh soal de$ngan me$ngaplikasikan be$ntuk umum dari 

inve$rs matriks circulant RSFPLR te$rse$but. 
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BAB V 

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

Penelitian ini berfokus pada pengembangan metode adjoin untuk 

mendapatkan invers matriks circulant RSFPLR berbentuk khusus 

 𝐴𝑛 =

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑎 −𝑎 0 0 … 0 0 0 0
0 𝑎 −𝑎 0 … 0 0 0 0
0 0 𝑎 −𝑎 … 0 0 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 0 … 𝑎 −𝑎 0 0
0 0 0 0 … 0 𝑎 −𝑎 0
0 0 0 0 … 0 0 𝑎 −𝑎
𝑎 −𝑎 0 0 … 0 0 0 𝑎 ]

 
 
 
 
 
 
 

 dengan ordo 𝑛 × 𝑛, 𝑛 ≥ 3. 

Dengan hasil sebagai berikut: 

1. Bentuk umum determinan matriks circulant RSFPLR yaitu:  

|𝐴𝑛| = 𝑎
𝑛 , 𝑛 ≥ 3 

2. Bentuk umum kofaktor matriks circulant RSFPLR yaitu: 

𝐶𝑛 =

[
 
 
 
 
 
 
0 −𝑎𝑛−1 −𝑎𝑛−1 … −𝑎𝑛−1 −𝑎𝑛−1 −𝑎𝑛−1

𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−1 0 … 0 0 0

𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−1 … 0 0 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮

𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−1 … 𝑎𝑛−1 0 0

𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−1 … 𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−1 0

𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−1 … 𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−1 ]
 
 
 
 
 
 

, 𝑛 ≥ 3 

3. Bentuk umum invers matriks circulant RSFPLR yaitu: 

𝐴𝑛
−1 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 0

1

𝑎

1

𝑎
⋯

1

𝑎

1

𝑎

1

𝑎

−
1

𝑎

1

𝑎

1

𝑎
⋯

1

𝑎

1

𝑎

1

𝑎

−
1

𝑎
0

1

𝑎
⋯

1

𝑎

1

𝑎

1

𝑎

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮

−
1

𝑎
0 0 ⋯

1

𝑎

1

𝑎

1

𝑎

−
1

𝑎
0 0 ⋯ 0

1

𝑎

1

𝑎

−
1

𝑎
0 0 ⋯ 0 0

1

𝑎]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, 𝑛 ≥ 3   

Selain itu, penelitian ini juga berhasil merumuskan Teorema baru terkait invers 

matriks circulant RSFPLR berbentuk khusus. Pengaplikasian pada contoh numerik 

menunjukkan validitas dan keefektifan metodologi yang digunakan. Hasil, 
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penelitian ini berkontribusi secara signifikan dalam pemahaman dan penerapan 

invers matriks circulant RSFPLR dalam bidang matematika murni. 

5.2 Saran 

Penelitian ini secara khusus membahas tahapan-tahapan dalam menentukan 

invers dari matriks circulant RSFPLR dengan bentuk khusus dan ordo tertentu. 

Bagi pembaca yang memiliki minat pada topik matriks dan inversnya, hasil 

penelitian ini dapat dijadikan sebagai referensi yang bermanfaat untuk mendukung 

pembahasan lebih lanjut, khususnya dalam mengkaji invers dari bentuk matriks 

khusus lainnya beserta penerapannya. 
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