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Quaternion merupakan pengembangan dari bilangan kompleks yang bersifat tidak komutatif pada 

perkalian bilangannya. Matriks quaternion adalah matriks dengan entri-entri berupa bilangan 

quaternion. Penelitian ini bertujuan untuk menentukan bentuk umum trace dari matriks quaternion 

yang berpangkat bilangan bulat positif. Prosesnya diawali dengan menghitung perpangkatan matriks 

mulai dari pangkat dua hingga delapan belas. Berdasarkan hasil tersebut, akan dirumuskan dugaan 

bentuk umum perpangkatan matriks quaternion yang kemudian dibuktikan menggunakan metode 

induksi matematika. Selanjutnya, bentuk umum trace matriks quaternion berpangkat tersebut 

diperoleh berdasarkan definisi trace matriks. Sebagai pelengkap, diberikan pula contoh soal untuk 

kedua bentuk umum tersebut. 
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ABSTRACT 
 

Quaternions are an extension of complex numbers that are non-commutative and are commonly 

applied in three-dimensional mechanics. A quaternion matrix is a matrix whose entries are 

quaternion numbers. This research aims to determine the general form of the trace of a quaternion 

matrix raised to positive integer powers. The process begins with calculating the powers of the 

matrix from two to eighteen. Based on these results, a conjecture for the general form of a specific 

quaternion matrix raised to integer powers will be formulated and subsequently proven using the 

method of mathematical induction. Furthermore, the general form of the trace of the powered 

quaternion matrix will be derived using the definition of matrix trace. Finally, examples are 

provided to illustrate both general forms. 
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BAB I  

PENDAHULUAN 
 

1.1. Latar Belakang 

Misalkan 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗] didefinisikan sebagai sebuah matriks bujursangkar, 

maka trace dari matriks 𝐴 didefinisikan sebagai jumlah dari elemen-elemen yang 

berada pada diagonal utama matriks tersebut dan dilambangkan dengan 𝑡𝑟(𝐴) [1]. 

Selain itu, trace dari perpangkatan matriks 𝐴, juga dapat dihitung dengan cara yang 

serupa. Dalam hal ini, trace dari matriks berpangkat 𝐴𝑛, dilambangkan dengan 

𝑡𝑟(𝐴𝑛). Sehingga 𝑡𝑟(𝐴𝑛) merupakan jumlah elemen-elemen pada diagonal utama 

dari 𝐴𝑛. Untuk mendapatkan nilai trace dari matriks berpangkat, matriks tersebut 

harus dipangkatkan sesuai dengan pangkat yang diinginkan. Setelah perpangkatan 

matriks terbentuk, definisi trace matriks dapat digunakan untuk memperoleh nilai 

dari trace matriks berpangkat. 

Pembahasan mengenai trace matriks berpangkat telah dilakukan oleh 

peneliti sebelumnya, seperti yang diuraikan dalam penelitian [2]. Dalam studi 

tersebut, matriks yang dibahas yaitu 𝐴3 = [
0 𝑎 0
𝑎 0 𝑎
0 𝑎 0

] dengan  A ∈ ℝ.  Hasil akhir 

yang diperoleh yaitu tr(𝐴3
  𝑛) = {

0                  , 𝑛 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙

2
𝑛

2
+1𝑎𝑛        , 𝑛 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝

. Penelitian tentang trace 

matriks berpangkat juga dibahas oleh [3], penelitian ini membahas tentang trace 

matriks simetris berbentuk khusus orde 3 berpangkat bilangan bulat. Hasil akhir 

dari penelitian [3] yaitu tr(𝐴3
𝑛)3 (

(2𝑛−(−1)𝑛+12)

3
𝑏𝑛) untuk pangkat bilangan bulat 

positif dan  tr(𝐴3
−𝑛)3 (

(−1)𝑛2𝑛+1+1

3.2𝑛.𝑏𝑛
)  untuk pangkat bilangan bulat negatif. 

Tahun 2021 penelitian tentang trace matriks dibahas oleh [4], pada penelitian 

tersebut membahas tentang trace matriks toeplitz 2-tridiagonal 3 × 3 berpangkat 

bilangan bulat positif dengan perolehan bentuk umum yaitu 

tr(𝐴𝑛) { 
𝑎𝑛 + 2 ∑ (𝑛

2𝑖
)

𝑛−1

2

𝑖=0
𝑎𝑛−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖,      𝑛 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙, 𝑛 > 0, 𝑛 ∈ ℤ

𝑎𝑛 + 2 ∑ (𝑛
2𝑖
)

𝑛

2

𝑖=0
𝑎𝑛−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖,      𝑛 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝, 𝑛 ≥ 0, 𝑛 ∈ ℤ.
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Pembahasan mengenai trace matriks berpangkat terus berkembang hingga 

tahun 2024, salah satunya dilakukan oleh [5] yaitu membahas tentang trace matriks 

FLDcir𝑐𝑟 bentuk khusus berpangkat dua dengan bentuk umum matriksnya yaitu:  

𝐴 =

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑥 𝑥 0 0 0 0 0 0
0 𝑥 𝑥 0 0 0 0 0
0 0 𝑥 𝑥 0 0 0 0
0 0 0 𝑥 𝑥 0 0 0
0 0 0 0 𝑥 𝑥 0 0
0 0 0 0 0 𝑥 𝑥 0
0 0 0 0 0 0 𝑥 𝑥
𝑟𝑥 −𝑟𝑥 0 0 0 0 0 𝑥]

 
 
 
 
 
 
 

 sehingga mengasilkan bentuk umum trace 

matriks FLDcir𝑐𝑟 ordo 𝑛 × 𝑛 yaitu 𝑡𝑟(𝐴𝑛)
2 = 𝑛𝑥2. Tahun yang sama dibahas oleh 

[6] mengenai trace matriks centrosymmetric berbentuk khusus 𝑛 × 𝑛 berpangkat 

bilangan bulat positif. Dari penelitian tersebut mengasilkan 𝑡𝑟(𝐴𝑛
𝑚) = 𝑎𝑚[2𝑚 +

(𝑛 − 2)]. 

Berdasarkan pemaparan dari penelitian-penelitian terdehalu yang 

membahas mengenai trace matriks, dapat dilihat bahwa penelitian-penelitian 

tersebut menggunakan matriks dengan entri-entri bilangan real. Sehingga pada 

Tugas Akhir ini akan dilakukan studi kasus mengenai trace matriks menggunakan 

matriks quaternion. 

Penelitian mengenai Matriks quaternion telah diteliti oleh [7]. Pada 

penelitian tersebut membahas tentang nilai eigen dari matriks quaternion. 

Quaternion itu sendiri merupakan perluasan dari bilangan kompleks yang tidak 

komutatif, digunakan dalam mekanika tiga dimensi. Dalam himpunan quaternion  

yang dilambangkan dengan ℍ, terdapat tiga jenis operasi: penjumlahan, perkalian 

skalar dan perkalian quaternion. Elemen-elemen quaternion  terdiri dari komponen 

1, 𝑖, 𝑗 𝑑𝑎𝑛 𝑘 (1, 𝑖, 𝑗 𝑑𝑎𝑛 𝑘 adalah komponen imajiner) dan dapat dinyatakan sebagai 

kombinasi linier : 𝑎 + 𝑏i + 𝑐j + 𝑑𝑘 di mana 𝑎, 𝑏, 𝑐, dan 𝑑 adalah bilangan riil. 

Persamaan lainnya adalah ij = −ji = 𝑘, j𝑘 = −𝑘j = i, 𝑘i = −i𝑘 = j, dan i2 = j2 

= 𝑘2 = −1. Teori dasar mengenai matriks quaternion diperkenalkan oleh Sir 

William Rowan Hamilton (1805-1865), seorang ahli aljabar, astronomi, dan fisika 

asal Irlandia, pada tahun 1843. Bilangan quaternion telah banyak diterapkan dalam 

berbagai bidang, termasuk grafik komputer, computer vision, robotika, teori 
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kontrol, pemrosesan sinyal, fisika, bioinformatika, dinamika molekuler, dan 

mekanika [8]. Sehingga pada Tugas Akhir ini akan dilakukan penelitian mengenai 

trace matriks pada enteri-entri bilangan quaternion dengan judul yaitu "Trace 

Matriks Quaternion Bentuk Khusus Ordo 𝟐 ×  𝟐 Berpangkat Bilangan Bulat 

Positif." 

1.2. Rumusan Masalah 

Berdasarkan pemaparan latar belakang di atas, adapun rumusan masalah 

yang akan dibahas dalam penelitian Tugas Akhir ini yaitu: 

1. Bagaimana bentuk umum dari perpangkatan matriks quaternion bentuk 

khusus ordo 2 × 2 berpangkat bilangan bulat positif? 

2. Bagaimana bentuk umum dari trace matriks quaternion bentuk khusus ordo 

2 × 2  berpangkat bilangan bulat positif? 

1.3. Batasan Penelitian 

Batasan masalah pada Tugas Akhir ini agar memperoleh hasil yang optimal 

yaitu terfokus pada dua kasus diantaranya: 

Kasus I 

𝐴2 = [
𝑎 + 𝑎𝑖 + 𝑎𝑗 + 𝑎𝑘 𝑎 + 𝑎𝑖 + 𝑎𝑗 + 𝑎𝑘
𝑎 + 𝑎𝑖 + 𝑎𝑗 + 𝑎𝑘 𝑎 + 𝑎𝑖 + 𝑎𝑗 + 𝑎𝑘

]  
(1.1) 

Kasus II  

𝑄2 = [
𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘
𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘

] 
(1.2) 

1.4. Tujuan Penelitian 

Tujuan penelitian dari Tugas Akhir ini adalah sebagai berikut: 

1. Memperoleh bentuk umum dari perpangkatan matriks quaternion bentuk 

khusus ordo 2 × 2 berpangkat bilangan bulat positif seperti pada Persamaan 

(1.1) dan (1.2). 

2. Memperoleh bentuk umum dari trace matriks quaternion bentuk khusus 

ordo 2 × 2 berpangkat bilangan bulat positif seperti pada Persamaan (1.1) 

dan (1.2). 
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1.5. Manfaat Penelitian 

Berikut diberikan beberapa manfaat yang diharapkan dari penelitian Tugas 

Akhir ini meliputi: 

1. Memperdalam pemahaman terhadap ilmu yang telah dipelajari, khususnya 

matriks quaternion. 

2. Menjadi referensi bagi ide-ide baru terkait pembuatan matriks quaternion. 

3. Memberikan infomasi serta wawasan yang berharga kepada pembaca dan 

masyarakat luas. 

1.6. Sistematika Penelitian 

Sistematika penulisan dalam penelitian mengenai trace matriks quaternion 

ordo 2 × 2 berpangkat bilangan bulat positif meliputi: 

BAB I  PENDAHULUAN 

Bab I memberikan gambaran umum mengenai penelitian tugas akhir, 

mencakup penelitian-penelitian terdahulu terkait trace matriks, 

perumusan masalah, batasan permasalahan yang digunakan, tujuan 

penelitian, manfaat penelitian, serta penjelasan mengenai sistematika 

penulisan yang digunakan untuk mewujudkan penelitian tugas akhir ini.  

BAB II  LANDASAN TEORI 

Bab II menjelaskan landasan teori yang digunakan dalam penelitian ini, 

termasuk perkalian antar matriks, serta pembuktian aturan induksi 

matematika yang diaplikasikan dalam penelitian ini. 

BAB III METODE PENELITIAN 

Bab III berisi tentang tahapan-tahapan penelitian yang dilakukan oleh 

peneliti untuk memperoleh rumus umum trace matriks quaternion 

pangkat bilangan bulat positif. 

BAB IV   PEMBAHASAN 

Bab ini memaparkan langkah-langkah sistematis yang diambil oleh 

penulis untuk mencapai dan memperoleh hasil yang relevan dengan 

permasalahan yang telah dirumuskan sebelumnya. Setiap tahapan yang 

dijalankan dijelaskan secara rinci untuk memastikan bahwa proses 
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penelitian ini mendukung pencapaian tujuan dan menjawab rumusan 

masalah yang telah ditetapkan. 

BAB V    PENUTUP 

Bab ini memuat kesimpulan yang diperoleh dari hasil penelitian yang 

telah dilakukan oleh penulis, serta saran-saran yang dapat digunakan 

untuk pengembangan lebih lanjut. Kesimpulan dirumuskan berdasarkan 

temuan yang telah dianalisis, sementara saran disampaikan untuk 

memberikan kontribusi terhadap penelitian selanjutnya atau aplikasi di 

bidang terkait. 
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BAB II  

LANDASAN TEORI 

 

Bab II menyajikan landasan teori yang menjadi acuan utama dalam 

menyelesaikan topik permasalahan yang akan diuraikan pada bab selanjutnya, 

diantaranya: matriks quaternion, perkalian matriks, perpangkatan matriks, induksi 

matematika, trace matriks, dan trace matriks berpangkat. 

2.1 Matriks Quaternion. 

Definisi 2.1 [7] Matriks adalah susunan bilangan-bilangan yang berbentuk persegi 

panjang. Susunan bilangan ini disebut entri dalam matriks. Matriks Quaternion 

merupakan matriks yang entrinya adalah bilangan quaternion. Di dalam matriks 

Quaternion terdpat kombinasi linier skalar riil dan tiga satuan imaginer 

(dilambangkan dengan 𝑖, 𝑗 𝑑𝑎𝑛 𝑘) dengan koefisien rill yang dapat dituliskan 

sebagai berikut: 

ℍ = {𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘|𝑞0, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3 ∈ ℝ} 

Dimana elemen 𝑖, 𝑗 dan 𝑘 memenuhi aturan perkalian Hamilton berikut ini: 

𝑖2 = 𝑗2 = 𝑘2 = −1; 

𝑖𝑗 = −𝑗𝑖 = 𝑘; 

𝑗𝑘 = −𝑘𝑗 = 𝑖; 

𝑘𝑖 = −𝑖𝑘 = 𝑗. 

Contoh 2.1: Diberikan matriks quaternion ukuran 2 × 2 sebagai berikut: 

 𝐴2×2 = [
2 − 𝑖 + 𝑗 − 2𝑘 1 − 𝑘
2 + 𝑖 − 𝑗 1 + 𝑗 + 1𝑘

] 

Sifat-sifat operasi penjumlahan dan perkalian pada bilangan quaternion: 

a. Operasi terhadap penjumlahan. 

Diberikan dua buah quaternion yaitu: 

𝑎 = 𝑎0 + 𝑎1𝑖 + 𝑎2𝑗 + 𝑎3𝑘 

𝑏 = 𝑏0 + 𝑏1𝑖 + 𝑏2𝑗 + 𝑏3𝑘 

Dengan 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑏0, 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3 ∈ ℝ. 

Penjumlahan dua buah quaternion tersebut ialah 

𝑎 + 𝑏 = (𝑎0 + 𝑎1𝑖 + 𝑎2𝑗 + 𝑎3𝑘) + (𝑏0 + 𝑏1𝑖 + 𝑏2𝑗 + 𝑏3𝑘). 
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= (𝑎0 + 𝑏0) + (𝑎1 + 𝑏1)𝑖 + (𝑎2 + 𝑏2)𝑗 + (𝑎3 + 𝑏3)𝑘. 

b. Operasi terhadap perkalian. 

𝑎𝑏 = (𝑎0 + 𝑎1𝑖 + 𝑎2𝑗 + 𝑎3𝑘)(𝑏0 + 𝑏1𝑖 + 𝑏2𝑗 + 𝑏3𝑘)  

       = 𝑎0(𝑏0 + 𝑏1𝑖 + 𝑏2𝑗 + 𝑏3𝑘) + 𝑎1𝑖(𝑏0 + 𝑏1𝑖 + 𝑏2𝑗 + 𝑏3𝑘) +

            𝑎2𝑗(𝑏0 + 𝑏1𝑖 + 𝑏2𝑗 + 𝑏3𝑘) + 𝑎3𝑘(𝑏0 + 𝑏1𝑖 + 𝑏2𝑗 + 𝑏3. 

        = (𝑎0𝑏0 + 𝑎0𝑏1𝑖 + 𝑎0𝑏2𝑗 + 𝑎0𝑏3𝑘) + (𝑎1𝑏0𝑖 + 𝑎1𝑏1𝑖
2 + 𝑎1𝑏2𝑖𝑗 +

             𝑎1𝑏3𝑖𝑘) + (𝑎2𝑏0𝑗 + 𝑎2𝑏1𝑗𝑖 + 𝑎2𝑏2𝑗
2 + 𝑎2𝑏3𝑗𝑘) + (𝑎3𝑏0𝑘 +

             𝑎3𝑏1𝑘𝑖 + 𝑎3𝑏2𝑘𝑗 + 𝑎3𝑏3𝑘
2). 

       = 𝑎0𝑏0 + 𝑎0𝑏1𝑖 + 𝑎0𝑏2𝑗 + 𝑎0𝑏3𝑘 + 𝑎1𝑏0𝑖 − 𝑎1𝑏1 + 𝑎1𝑏2𝑘 −

             𝑎1𝑏3𝑗 + 𝑎2𝑏0𝑗 − 𝑎2𝑏1𝑘 − 𝑎2𝑏2 + 𝑎2𝑏3𝑖 + 𝑎3𝑏0𝑘 + 𝑎3𝑏1𝑗 −

             𝑎3𝑏2𝑖 − 𝑎3𝑏3. 

       = (𝑎0𝑏0 − 𝑎1𝑏1 − 𝑎2𝑏2 − 𝑎3𝑏3) + (𝑎0𝑏1 + 𝑎1𝑏0 + 𝑎2𝑏3 − 𝑎3𝑏2)𝑖 +

             (𝑎0𝑏2 − 𝑎1𝑏3 + 𝑎2𝑏0 + 𝑎3𝑏1)𝑗 + (𝑎0𝑏3 + 𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1 +

              𝑎3𝑏0)𝑘. 

Contoh 2.2:  Diberikan dua buah quaternion sebagai berikut: 

𝑎 = 1 + 2𝑖 + 𝑗 + 𝑘 

𝑏 = 2 + 𝑖 + 2𝑗 + 𝑘 

Maka:  

𝑎 + 𝑏 =  (1 + 2𝑖 + 𝑗 + 𝑘) + (2 + 𝑖 + 2𝑗 + 𝑘). 

 = (1 + 2) + (2 + 1)𝑖 + (1 + 2)𝑗 + (1 + 1)𝑘. 

 = 3 + (2 + 1)𝑖 + (1 + 2)𝑗 + (1 + 1)𝑘. 

 = 3 + 3𝑖 + 3𝑗 + 2𝑘. 

𝑎𝑏 = (1 + 2𝑖 + 𝑗 + 𝑘)(2 + 𝑖 + 2𝑗 + 𝑘). 

 = 1(2 + 𝑖 + 2𝑗 + 𝑘) + 2𝑖(2 + 𝑖 + 2𝑗 + 𝑘) + 𝑗(2 + 𝑖 + 2𝑗 + 𝑘) +

       𝑘(2 + 𝑖 + 2𝑗 + 𝑘). 

 = (2 + 𝑖 + 2𝑗 + 𝑘) + (4𝑖 + 2𝑖2 + 4𝑖𝑗 + 2𝑖𝑘) + (2𝑗 + 𝑗𝑖 + 2𝑗2 +

       𝑗𝑘) + (2𝑘 + 𝑘𝑖 + 2𝑘𝑗 + 𝑘2). 

 = (2 + 𝑖 + 2𝑗 + 𝑘) + (4𝑖 − 2 + 4𝑘 − 2𝑗) + (2𝑗 − 𝑘 − 2 + 𝑖) +

      (2𝑘 + 𝑗 − 2𝑖 − 1). 
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= (2 − 2 − 2 − 1) + 𝑖(1 + 4 + 1 − 2) + 𝑗(2 − 2 + 2 + 1) +

      𝑘(1 + 4 − 1 + 2). 

= −3 + 4𝑖 + 3𝑗 + 6𝑘. 

2.2 Perkalian Matriks. 

2.2.1 Perkalian matriks dengan skalar 

Definisi 2.2 [9] Jika diberikan matriks 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗] berukuran 𝑚× 𝑛 dan skalar 𝑘, 

hasil perkalian antara 𝑘 dengan matriks 𝐴, yang ditulis sebagai 𝑘𝐴 atau 𝐴𝑘, 

merupakan matriks berukuran 𝑚× 𝑛 yang diperoleh dengan mengalikan setiap 

elemen dalam 𝐴 dengan 𝑘. 

𝑘𝐴 = [𝑘𝑎𝑖𝑗] = [

𝑘𝑎11 𝑘𝑎12 ⋯ 𝑘𝑎1𝑛
𝑘𝑎21 𝑘𝑎22 ⋯ 𝑘𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑘𝑎𝑚1 𝑘𝑎𝑚2 ⋯ 𝑘𝑎𝑚𝑛

] 

Contoh 2.3  Jika diketahui matriks 𝐴 = [

2 1 2 1
2 1 2 1
2 1 2 1
2 1 2 1

] dan 𝑘 = 2 maka perkalian 

matriks dengan skalar yaitu: 

2𝐴 = 2 [

2 1 2 1
2 1 2 1
2 1 2 1
2 1 2 1

] 

     = [

4 2 4 2
4 2 4 2
4 2 4 2
4 2 4 2

]. 

2.2.2 Perkalian matriks dengan matriks. 

Definisi 2.3 [9] Misalkan matriks 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗] berukuran 𝑚 × 𝑛 dan 𝐵 = [𝑏𝑗𝑘] 

berukuran 𝑟 × 𝑝. Perkalian matriks 𝐴𝐵 hanya dapat didefinisikan jika 𝑟 = 𝑛, 

dengan hasil 𝐴𝐵 berupa matriks 𝐶 = [𝐶𝑗𝑘] yang berukuran 𝑚 × 𝑝. Setiap elemen 

𝑐𝑗𝑘 dalam matriks 𝐶 diperoleh dengan rumus: 

𝑐𝑗𝑘 = ∑ 𝑎𝑗𝑚

𝑛

𝑚=1

𝑏𝑚𝑘 = 𝑎𝑗1𝑏1𝑘 + 𝑎𝑗2𝑏2𝑘 +⋯+ 𝑎𝑗𝑛𝑏𝑛𝑘 
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Contoh 2.4 Diberikan matriks 𝐴 = [
0 2 2
1 0 1
2 1 0

] dan 𝐵 = [
1 0
0 1
1 0

]. 

Hitunglah hasil perkalian matriks 𝐴𝐵? 

Penyelesaian: 

Perkalian matriks tersebut ialah: 𝐴𝐵 = [
0 2 2
1 0 1
2 1 0

] [
1 0
0 1
1 0

] = [
2 2
2 0
2 1

]. 

Contoh 2.5 Diberikan dua buah matriks quaternion berikut ini: 

𝐴 = [
2 − 𝑖 + 𝑗 − 2𝑘 1 − 𝑘
2 + 𝑖 − 𝑗 1 + 𝑗 + 𝑘

] dan 𝐵 = [
3 − 𝑗 4 + 2𝑘

1 + 𝑖 + 𝑗 + 𝑘 3𝑖 − 2𝑗 − 𝑘
]. 

Hitunglah hasil perkalian matriks 𝐴𝐵? 

Penyelesaian: 

Perkalian matriks tersebut yaitu: 

𝐴𝐵 = [
2 − 𝑖 + 𝑗 − 2𝑘 1 − 𝑘
2 + 𝑖 − 𝑗 1 + 𝑗 + 𝑘

]. [
3 − 𝑗 4 + 2𝑘

1 + 𝑖 + 𝑗 + 𝑘 3𝑖 − 2𝑗 − 𝑘
] 

= [
7 + 𝑖 + 3𝑗 − 3𝑘 11 + 2𝑖 − 3𝑗 − 7𝑘
5 + 6𝑖 − 2𝑗 + 2𝑘 11 + 2𝑖 − 𝑗 + 6𝑘

]. 

2.3 Perpangkatan Matriks 

Definisi 2.4 [10] Jika 𝐴 merupakan matriks persegi, maka perpangkatan bilangan 

bulat non-negatif dari 𝐴 dapat di tentukan sebagai berikut: 

𝐴0 = 𝐼 dan 𝐴𝑛 = 𝐴𝐴…𝐴. 

        𝑛 𝑓𝑎𝑘𝑡𝑜𝑟 

Jika 𝐴 dapat dibalik, maka perpangkatan untuk bilangan bulat negatif dari 𝐴 

didefinisikan sebagai: 

𝐴−𝑛 = (𝐴−1)𝑛 = 𝐴−1𝐴−1…𝐴−1.  

              𝑛 𝑓𝑎𝑘𝑡𝑜𝑟 

Teorema 2.1 [10] Menyatakan bahwa jika 𝐴 invers dan 𝑛 adalah bilangan bulat 

non-negatif, maka berlaku hal-hal berikut: 

a) 𝐴−1 adalah invers dan (𝐴−1)−1 = 𝐴. 

b) 𝐴𝑛 adalah invers dan (𝐴𝑛)−1 = 𝐴−𝑛 = (𝐴−1)𝑛. 

c) 𝑘𝐴 adalah invers untuk setiap skalar k yang bukan nol dan (𝑘𝐴)−1 =

         𝑘−1𝐴−1. 
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Teorema 2.2 [11] Menyatakan bahwa jika 𝐴 merupakan matriks bujur sangkar 

dengan 𝑎 dan 𝑏 bilangan bulat, berlaku: 

a) 𝐴𝑎𝐴𝑏 = 𝐴𝑎+𝑏. 

b) (𝐴𝑎)𝑏 = 𝐴𝑎𝑏. 

2.4 Induksi Matematika  

Definisi 2.5 [12] Misalkan 𝑝(𝑛) adalah suatu pernyataan yang melibatkan bilangan 

bulat positif, dan kita ingin membuktikan bahwa pernyataan tersebut benar untuk 

setiap bilangan bulat positif. Pembuktiannya dilakukan melalui dua langkah utama: 

a. Pertama, dibuktikan bahwa 𝑝(1) benar. 

b. Kemudian, diasumsikan bahwa 𝑝(𝑘) benar untuk suatu bilangan asli k, dan         

setelah itu dibuktikan pula bahwa 𝑝(𝑘 + 1) benar. 

Jika kedua langkah ini dapat dipenuhi dengan benar, maka kita dapat 

menyimpulkan bahwa 𝑝(𝑛) benar untuk setiap bilangan bulat positif 𝑛. Langkah 

pertama dikenal sebagai basis induksi, sementara langkah kedua disebut sebagai 

langkah induksi. 

Contoh 2.6 Diberikan matriks segitiga atas 𝐴3 = [
𝑎 𝑏 𝑐
0 𝑎 𝑏
0 0 𝑎

] , ∀ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 dengan 

𝐴3
𝑛 = [

𝑎𝑛 𝑛𝑎𝑛−1𝑏 𝑛𝑎𝑛−1𝑐 +
1

2
𝑛(𝑛 − 1)𝑎𝑛−2𝑏2

0 𝑎𝑛 𝑛𝑎𝑛−1𝑏
0 0 𝑎𝑛

]. Buktikanlah menggunakan 

induksi matematika. 

Bukti: Pembuktian menggunakan induksi matematika. 

Misalkan: 

𝑝(𝑛): (𝐴3)
𝑛 = [

𝑎𝑛 𝑛𝑎𝑛−1𝑏 𝑛𝑎𝑛−1𝑐 +
1

2
𝑛(𝑛 − 1)𝑎𝑛−2𝑏2

0 𝑎𝑛 𝑛𝑎𝑛−1𝑏
0 0 𝑎𝑛

] , ∀𝑛 ∈ 𝑍+ 

a. Akan ditunjukkan 𝑝(1) benar, yaitu: 

𝑝(1): (𝐴3)
1 = [

𝑎1 1𝑎1−1𝑏 1𝑎1−1𝑐 +
1

2
1(1 − 1)𝑎1−2𝑏2

0 𝑎1 1𝑎1−1𝑏
0 0 𝑎1

] 
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= [
𝑎 1𝑎0𝑏 1𝑎0𝑐 +

1

2
1(0)𝑎−1𝑏2

0 𝑎 1𝑎0𝑏
0 0 𝑎

]  

= [
𝑎 𝑏 𝑐
0 𝑎 𝑏
0 0 𝑎

]. 

b. Asumsikan 𝑝(𝑘) benar, yaitu: 

𝑝(𝑘): (𝐴3)
𝑘 = [

𝑎𝑘 𝑘𝑎𝑘−1𝑏 𝑘𝑎𝑘−1𝑐 +
1

2
𝑘(𝑘 − 1)𝑎𝑘−2𝑏2

0 𝑎𝑘 𝑘𝑎𝑘−1𝑏
0 0 𝑎𝑘

] , ∀𝑛 ∈ 𝑍+ 

Akan dibuktikan p(k+1) juga benar, yaitu: 

𝑝(𝑘 + 1): (𝐴3)
𝑘+1 =

[
𝑎𝑘+1 (𝑘 + 1)𝑎𝑘𝑏 (𝑘 + 1)𝑎𝑘𝑐 +

1

2
(𝑘 + 1)(𝑘)𝑎𝑘−1𝑏2

0 𝑎𝑘 𝑘𝑎𝑘−1𝑏
0 0 𝑎𝑘

]  

Perhatikan bahwa: 

(𝐴3)
𝑘+1 = (𝐴3)

𝑘. (𝐴3)  

= [
𝑎𝑘+1 (𝑘 + 1)𝑎𝑘𝑏 (𝑘 + 1)𝑎𝑘𝑐 +

1

2
(𝑘 + 1)(𝑘)𝑎𝑘−1𝑏2

0 𝑎𝑘 𝑘𝑎𝑘−1𝑏
0 0 𝑎𝑘

]. [
𝑎 𝑏 𝑐
0 𝑎 𝑏
0 0 𝑎

] 

= [
𝑎𝑘𝑎 + 0 + 0 𝑎𝑘𝑏 + 𝑘𝑎𝑘−1𝑎𝑏 + 0 𝑎𝑘𝑐 + 𝑘𝑎𝑘−1𝑏2 + 𝑘𝑎𝑘−1𝑎𝑐 +

1

2
(𝑘)(𝑘 − 1)𝑎𝑘−2𝑎𝑏2

0 0 + 𝑎𝑘𝑎 + 0 0 + 𝑎𝑘𝑏 + 𝑘𝑎𝑘−1𝑎𝑏
0 0 0 + 0 + 𝑎𝑘𝑎

]  

= [
𝑎𝑘+1 𝑎𝑘𝑏 + 𝑘𝑎𝑘𝑏 𝑎𝑘𝑐 + 𝑘𝑎𝑘−1𝑏2 + 𝑘𝑎𝑘𝑐 +

1

2
𝑘(𝑘 − 1)𝑎𝑘−1𝑏2

0 𝑎𝑘+1 𝑎𝑘𝑏 + 𝑘𝑎𝑘𝑏
0 0 𝑎𝑘+1

]  

= [

𝑎𝑘+1 (𝑘 + 1)𝑎𝑘𝑏 (𝑘 + 1)𝑎𝑘𝑐 + 𝑘𝑎𝑘−1𝑏2 +
1

2
𝑘(𝑘 − 1)𝑎𝑘−1𝑏2

0 𝑎𝑘+1 (𝑘 + 1)𝑎𝑘𝑏

0 0 𝑎𝑘+1

]  

= [

𝑎𝑘+1 (𝑘 + 1)𝑎𝑘𝑏 (𝑘 + 1)𝑎𝑘𝑐 + (𝑎𝑘−1𝑏2(𝑘 +
1

2
𝑘2 −

1

2
𝑘))

0 𝑎𝑘+1 (𝑘 + 1)𝑎𝑘𝑏

0 0 𝑎𝑘+1

]  
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[

𝑎𝑘+1 (𝑘 + 1)𝑎𝑘𝑏 (𝑘 + 1)𝑎𝑘𝑐 + (𝑎𝑘−1𝑏2(
1

2
𝑘2 +

1

2
𝑘)

0 𝑎𝑘+1 (𝑘 + 1)𝑎𝑘𝑏

0 0 𝑎𝑘+1

]  

= [

𝑎𝑘+1 (𝑘 + 1)𝑎𝑘𝑏 (𝑘 + 1)𝑎𝑘𝑐 +
1

2
(𝑘 + 1)(𝑘)𝑎𝑘−1𝑏

0 𝑎𝑘+1 (𝑘 + 1)𝑎𝑘𝑏

0 0 𝑎𝑘+1

], terbukti benar. 

Karena langkah 1 dan 2 sudah dibuktikan benar, maka induksi matematika 

terbuktu. 

2.5 Trace Matriks 

Definisi 2.6 [13] Jika 𝐴 adalah sebuah matriks bujur sangkar, maka trace dari 𝐴, 

dilambangkan sebagai 𝑡𝑟(𝐴), didefinisikan sebagai jumlah semua elemen yang 

terletak di diagonal utama dari 𝐴. Sebaliknya, jika 𝐴 bukan matriks bujur sangkar, 

maka trace tidak terdefinisi. 

Misalkan diberikan matriks A sebagai berikut: 

𝐴= [

𝑎11 𝑎12 𝑎13 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 𝑎23 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 𝑎𝑛3 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

], 

Maka, trace dari 𝐴 dihitung sebagai: 

𝑡𝑟(𝐴) = 𝑎11 + 𝑎22 + 𝑎33 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛 

𝑡𝑟(𝐴) =∑𝑎𝑖𝑖.

𝑛

𝑖=1

 

Contoh 2.7: Diberikan matriks quaternion berikut: 

𝐴 = [
2 + 𝑖 𝑗 + 𝑘
𝑗 + 𝑘 2 + 𝑖

] 

Maka trace dari 𝐴 dapat dihitung sebagai: 

𝑡𝑟(𝐴) = (2 + 𝑖) + (2 + 𝑖)  

        = 2(2 + 𝑖). 

Contoh 2.8: Diberikan matriks quaternion 𝐵 berikut: 

[
1 + 2𝑖 + 2𝑗 + 2𝑘 2 + 𝑖 + 𝑗 + 𝑘
2 + 𝑖 + 𝑗 + 𝑘 1 + 2𝑖 + 2𝑗 + 2𝑘

] 

Maka trace dari 𝐵 dapat dihitung sebagai berikut: 

𝑡𝑟(𝐴) = (1 + 2𝑖 + 2𝑗 + 2𝑘) + (1 + 2𝑖 + 2𝑗 + 2𝑘)  
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           = 2(1 + 2𝑖 + 2𝑗 + 2𝑘). 

Teorema 2.3 [13]: Jika 𝐴 dan 𝐵 adalah matriks persegi dengan ordo yang sama, 

dan c adalah konstanta, maka berlaku sifat-sifat trace sebagai berikut: 

1. 𝑡𝑟(𝐴) = 𝑡𝑟(𝐴𝑇). 

2. 𝑡𝑟(𝑐𝐴) = 𝑐 𝑡𝑟(𝐴). 

3. 𝑡𝑟(𝐴 + 𝐵) = 𝑡𝑟(𝐴) + 𝑇𝑟(𝐵). 

4. 𝑡𝑟(𝐴𝐵) = 𝑡𝑟(𝐵𝐴). 

Bukti: 

𝐴 = [

𝑎11 𝑎12 𝑎13 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 𝑎23 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 𝑎𝑛3 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

] 

𝐵 = [

𝑏11 𝑏12 𝑏13 ⋯ 𝑏1𝑛
𝑏21 𝑏22 𝑏23 ⋯ 𝑏2𝑛
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑏𝑛1 𝑏𝑛2 𝑏𝑛3 ⋯ 𝑏𝑛𝑛

] 

a. Membuktikan bahwa 𝑡𝑟(𝐴) = 𝑡𝑟(𝐴𝑇) 

Sebelumnya telah diambil sebarang matriks A pada persamaan di atas 

maka 

𝑡𝑟(𝐴𝑇) = 𝑡𝑟 ([

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎1𝑛 𝑎2𝑛 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

]

𝑇

)  

𝑡𝑟(𝐴𝑇) = 𝑡𝑟 ([

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎1𝑛 𝑎2𝑛 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

]

𝑇

)  

          = 𝑎11 + 𝑎22 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛  

          = 𝑡𝑟(𝐴). 

b. Membuktikan bahwa 𝑡𝑟(𝑐𝐴) = 𝑐𝑡𝑟(𝐴) 

Telah diambil sebarang 𝐴 pada persamaan di atas dan c merupakan skalar 

sehingga 𝑡𝑟(𝑐𝐴) = 𝑡𝑟 (𝑐 [

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎1𝑛 𝑎2𝑛 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

]) 
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             = 𝑡𝑟 ([

𝑐𝑎11 𝑐𝑎12 ⋯ 𝑐𝑎1𝑛
𝑐𝑎21 𝑐𝑎22 ⋯ 𝑐𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑐𝑎1𝑛 𝑐𝑎2𝑛 ⋯ 𝑐𝑎𝑛𝑛

])  

             = 𝑐𝑎11 + 𝑐𝑎22 +⋯+ 𝑐𝑎𝑛𝑛  

             = 𝑐(𝑎11 + 𝑎22 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛)  

             = 𝑐𝑡𝑟(𝐴). 

c. Membuktikan bahwa untuk 𝑡𝑟(𝐴 + 𝐵) = 𝑡𝑟(𝐴) + 𝑡𝑟(𝐵). 

Diambil sebarang matriks 𝐴 dan 𝐵 pada persamaan di atas maka: 

𝑡𝑟(𝐴 + 𝐵) = 𝑡𝑟 [

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎1𝑛 𝑎2𝑛 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

] + [

𝑏11 𝑏12 ⋯ 𝑏1𝑛
𝑏21 𝑏22 ⋯ 𝑏2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑏1𝑛 𝑏2𝑛 ⋯ 𝑏𝑛𝑛

]  

                                = 𝑡𝑟 ([

𝑎11 + 𝑏11 𝑎12 + 𝑏21 ⋯ 𝑎1𝑛 + 𝑏1𝑛
𝑎21 + 𝑏21 𝑎22 + 𝑏22 ⋯ 𝑎2𝑛 + 𝑏2𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎1𝑛 + 𝑏1𝑛 𝑎2𝑛 + 𝑏𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛 + 𝑏𝑛𝑛

])  

                = (𝑎11 + 𝑏11) + (𝑎22 + 𝑏22) + ⋯+ (𝑏𝑛𝑛 + 𝑎𝑛𝑛)  

                = (𝑎11 + 𝑎22 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛) + (𝑏11 + 𝑏22 +⋯+ 𝑏𝑛𝑛)  

                   = 𝑡𝑟(𝐴) + 𝑡𝑟(𝐵). 

d. Membuktikan bahwa untuk 𝑡𝑟(𝐴𝐵) = 𝑡𝑟(𝐵𝐴). 

Diambil sebarang matriks 𝐴 dan 𝐵 pada persamaan di atas  

Maka diperoleh: 

     𝑡𝑟(𝐴𝐵) = 𝑡𝑟 ([

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎1𝑛 𝑎2𝑛 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

] [

𝑏11 𝑏12 ⋯ 𝑏1𝑛
𝑏21 𝑏22 ⋯ 𝑏2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑏1𝑛 𝑏2𝑛 ⋯ 𝑏𝑛𝑛

])  

                    = 𝑡𝑟([

𝑎11𝑏11 + 𝑎12𝑏21 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑏𝑛1 𝑎11𝑏12 + 𝑎12𝑏22 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑏𝑛2 ⋯ 𝑎11𝑏1𝑛 + 𝑎12𝑏2𝑛 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑏𝑛𝑛
𝑎21𝑏11 + 𝑎22𝑏21 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑏𝑛1 𝑎21𝑏12 + 𝑎22𝑏22 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑏𝑛2 ⋯ 𝑎21𝑏1𝑛 + 𝑎22𝑏2𝑛 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑏𝑛𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1𝑏11 + 𝑎𝑛2𝑏21 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑏𝑛1 𝑎𝑛1𝑏12 + 𝑎𝑛2𝑏22 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑏𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛1𝑏1𝑛 + 𝑎𝑛2𝑏2𝑛 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑏𝑛𝑛

])  

             = (𝑎11𝑏11 + 𝑎12𝑏21 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑏𝑛1) + (𝑎21𝑏12 + 𝑎22𝑏22 +⋯+

                  𝑎2𝑛𝑏𝑛2) + ⋯+ (𝑎𝑛1𝑏1𝑛 + 𝑎𝑛2𝑏2𝑛 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑏𝑛𝑛)  

              = (𝑏11𝑎11 + 𝑏21𝑎12 +⋯+ 𝑏𝑛1𝑎1𝑛) + (𝑏12𝑎21 + 𝑏22𝑎22 +⋯+

                   𝑏𝑛2𝑎2𝑛) + ⋯+ (𝑏1𝑛𝑎𝑛 + 𝑏2𝑛𝑎𝑛2 + 𝑏𝑛𝑛𝑎𝑛𝑛 )  

              = 𝑡𝑟(𝐵𝐴). 
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2.6 Trace Matriks Berpangkat. 

Salah satu kajian mengenai trace matriks berpangkat juga telah diteliti oleh [14] 

dengan tujuan untuk memperoleh bentuk umum dari trace matriks tersebut. Adapun 

uraian langkah-langkah yang dilakukan adalah sebagai berikut: 

a. Diberikan bentuk umum matriks berbentuk khusus 3 × 3 [15]. 

𝐴3 = [

0 𝑝 0
𝑞 0 𝑝
0 𝑞 0

] , ∀ 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑅. 

b. Mencari perpangkatan matriks. 

𝐴2 = [

𝑝𝑞 0 𝑝𝑞2

0 2𝑝𝑞 0

𝑞2 0 𝑝𝑞

]  

𝐴3 = [

0 2𝑝2𝑞 0

2𝑝𝑞2 0 2𝑝2𝑞

0 2𝑝𝑞2 𝑝𝑞

]  

𝐴4 = [

2𝑝𝑞2 0 2𝑝3𝑞

0 4𝑝2𝑞2 0

2𝑝𝑞3 0 2𝑝2𝑞2
]  

𝐴5 = [

0 4𝑝3𝑞2 0

4𝑝2𝑞3 0 4𝑝3𝑞2

0 4𝑝2𝑞3 0

]  

𝐴6 = [

4𝑝3𝑞3 0 4𝑝4𝑞2

0 8𝑝3𝑞3 0

4𝑝2𝑞4 0 4𝑝3𝑞3
]  

𝐴7 = [

0 8𝑝4𝑞3 0

8𝑝3𝑞4 0 8𝑝4𝑞3

0 8𝑝3𝑞4 0

]  

𝐴8 = [

8𝑝4𝑞4 0 8𝑝4𝑞3

0 16𝑝4𝑞4 0

8𝑝3𝑞5 0 8𝑝4𝑞4
] . 

c. Melakukan pendugaan bentuk umum dari perpangkatan matriks (𝐴3
𝑛). 

𝐴𝑛 =

[
 
 
 0 2

𝑛−1

2 𝑝
𝑛+1

2 𝑞
𝑛−1

2 0

2
𝑛−1

2 𝑝
𝑛−1

2 𝑞
𝑛+1

2 0 2
𝑛−1

2 𝑝
𝑛+1

2 𝑞
𝑛−1

2

0 2
𝑛−1

2 𝑝
𝑛−1

2 𝑞
𝑛+1

2 0 ]
 
 
 

, untuk 𝑛 ganjil. 
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𝐴𝑛 =

[
 
 
 2

𝑛−2

2 𝑝
𝑛

2𝑞
𝑛

2 0 2
𝑛−2

2 𝑝
𝑛+2

2 𝑞
𝑛−2

2

0 2
𝑛

2𝑝
𝑛

2𝑞
𝑛

2 0

2
𝑛−2

2 𝑝
𝑛−2

2 𝑞
𝑛+2

2 0 2
𝑛−2

2 𝑝
𝑛

2𝑞
𝑛

2 ]
 
 
 

, untuk 𝑛 genap. 

Selanjutnya membuktikan bentuk umum dari pendugaan dari matriks 

menggunakan induksi matematika berikut: 

Matriks 𝐴 untuk 𝑛 bernilai ganjil akan dibuktikan menggunakan induksi 

matematika sebagai berikut: 

𝑝(𝑛): 𝐴𝑛 =

[
 
 
 0 2

𝑛−1

2 𝑝
𝑛+1

2 𝑞
𝑛−1

2 0

2
𝑛−1

2 𝑝
𝑛−1

2 𝑞
𝑛+1

2 0 2
𝑛−1

2 𝑝
𝑛+1

2 𝑞
𝑛−1

2

0 2
𝑛−1

2 𝑝
𝑛−1

2 𝑞
𝑛+1

2 0 ]
 
 
 

. 

1) Buktikan bahwa 𝑝(1) benar. 

𝑝(1): 𝐴1 = [

0 𝑝 0
𝑞 0 𝑝
0 𝑞 0

]  

=

[
 
 
 0 2

𝑛−1

2 𝑝
𝑛+1

2 𝑞
𝑛−1

2 0

2
𝑛−1

2 𝑝
𝑛−1

2 𝑞
𝑛+1

2 0 2
𝑛−1

2 𝑝
𝑛+1

2 𝑞
𝑛−1

2

0 2
𝑛−1

2 𝑝
𝑛−1

2 𝑞
𝑛+1

2 0 ]
 
 
 

. 

2) Buktikan bahwa 𝑝(𝑖 + 1) benar. 

Karena 𝑛 = 2𝑖 + 1 dengan mengasumsikan bahwa 𝑝(𝑖) benar 𝑖 ∈ ℕ benar 

yaitu: 

𝑝(𝑖 + 1): 𝐴2(𝑖+1)+1 =

[
 
 
 
 0 2

2𝑖

2𝑝
2𝑖+2

2 𝑞
2𝑖

2 0

2
2𝑖

2𝑝
2𝑖

2𝑞
2𝑖+2

2 0 2
2𝑖

2𝑝
2𝑖+2

2 𝑞
2𝑖

2

0 2
2𝑖

2𝑝
2𝑖

2𝑞
2𝑖+2

2 0 ]
 
 
 
 

      (1) 

Maka  

𝑝(𝑖 + 1): 𝐴2(𝑖+1)+1 =

[
 
 
 
 0 2

2𝑖+2

2 𝑝
2𝑖+4

2 𝑞
2𝑖+2

2 0

2
2𝑖+2

2 𝑝
2𝑖+2

2 𝑞
2𝑖+4

2 0 2
2𝑖+2

2 𝑝
2𝑖+4

2 𝑞
2𝑖+2

2

0 2
2𝑖+2

2 𝑝
2𝑖+2

2 𝑞
2𝑖+4

2 0 ]
 
 
 
 

. 
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Dengan menggunakan persamaan (1), maka dapat ditulis: 

𝐴2𝑖+1. 𝐴2 =

[
 
 
 
 0 2

2𝑖

2𝑝
2𝑖+2

2 𝑞
2𝑖

2 0

2
2𝑖

2𝑝
2𝑖

2𝑞
2𝑖+2

2 0 2
2𝑖

2𝑝
2𝑖+2

2 𝑞
2𝑖

2

0 2
2𝑖

2𝑝
2𝑖

2𝑞
2𝑖+2

2 0 ]
 
 
 
 

. [

𝑝𝑞 0 𝑝𝑞2

0 2𝑝𝑞 0

𝑞2 0 𝑝𝑞

]  

=

[
 
 
 
 0 2

2𝑖+2

2 𝑝
2𝑖+4

2 𝑞
2𝑖+2

2 0

2
2𝑖+2

2 𝑝
2𝑖+2

2 𝑞
2𝑖+4

2 0 2
2𝑖+2

2 𝑝
2𝑖+4

2 𝑞
2𝑖+2

2

0 2
2𝑖+2

2 𝑝
2𝑖+2

2 𝑞
2𝑖+4

2 0 ]
 
 
 
 

. 

Berdasarkan langkah 1 dan 2 maka perhitungan induksi matematika di atas terbukti 

bahwa 𝑝(𝑖 + 1) benar.  

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa matriks 𝐴 dengan 𝑛 bernilai genap. 

𝑝(𝑖): 𝐴2𝑖 =

[
 
 
 
 2

2𝑖−2

2 𝑝
2𝑖

2𝑞
2𝑖

2 0 2
2𝑖−2

2 𝑝
2𝑖+2

2 𝑞
2𝑖−2

2

0 2
2𝑖

2𝑝
2𝑖

2𝑞
2𝑖

2 0

2
2𝑖−2

2 𝑝
2𝑖−2

2 𝑞
2𝑖+2

2 0 2
2𝑖−2

2 𝑝
2𝑖

2𝑞
2𝑖

2 ]
 
 
 
 

. 

1) Membuktikan bahwa 𝑝(2) benar. 

𝑝(2): 𝐴2 = [

𝑝𝑞 0 𝑝𝑞2

0 2𝑝𝑞 0

𝑞2 0 𝑝𝑞

]  

=

[
 
 
 
 2

2𝑖−2

2 𝑝
2𝑖

2𝑞
2𝑖

2 0 2
2𝑖−2

2 𝑝
2𝑖+2

2 𝑞
2𝑖−2

2

0 2
2𝑖

2𝑝
2𝑖

2𝑞
2𝑖

2 0

2
2𝑖−2

2 𝑝
2𝑖−2

2 𝑞
2𝑖+2

2 0 2
2𝑖−2

2 𝑝
2𝑖

2𝑞
2𝑖

2 ]
 
 
 
 

. 

2) Buktikan bahwa 𝑝(𝑖), 𝑖 ∈ ℕ juga benar dengan 𝑛 = 2𝑖. 

      𝑝(𝑖): 𝐴2𝑖 =

[
 
 
 
 2

2𝑖−2

2 𝑝
2𝑖

2𝑞
2𝑖

2 0 2
2𝑖−2

2 𝑝
2𝑖+2

2 𝑞
2𝑖−2

2

0 2
2𝑖

2𝑝
2𝑖

2𝑞
2𝑖

2 0

2
2𝑖−2

2 𝑝
2𝑖−2

2 𝑞
2𝑖+2

2 0 2
2𝑖−2

2 𝑝
2𝑖

2𝑞
2𝑖

2 ]
 
 
 
 

  (2) 

Berikutnya membuktikan bahwa 𝑝(𝑖 + 1) juga benar. 

𝑝(𝑖 + 1): 𝐴2(𝑖+1) =

[
 
 
 
 2

2𝑖

2𝑝
2𝑖+2

2 𝑞
2𝑖+2

2 0 2
2𝑖

2𝑝
2𝑖+4

2 𝑞
2𝑖

2

0 2
2𝑖

2𝑝
2𝑖

2𝑞
2𝑖

2 0

2
2𝑖

2𝑝
2𝑖

2𝑞
2𝑖+4

2 0 2
2𝑖

2𝑝
2𝑖+2

2 𝑞
2𝑖+2

2 ]
 
 
 
 

. 
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Menggunakan persamaan (2) maka dapat ditulis: 

𝐴2𝑖𝐴2 =

[
 
 
 
 2
2𝑖
2 𝑝

2𝑖+2
2 𝑞

2𝑖+2
2 0 2

2𝑖
2 𝑝

2𝑖+4
2 𝑞

2𝑖
2

0 2
2𝑖
2 𝑝

2𝑖
2 𝑞

2𝑖
2 0

2
2𝑖
2 𝑝

2𝑖
2 𝑞

2𝑖+4
2 0 2

2𝑖
2 𝑝

2𝑖+2
2 𝑞

2𝑖+2
2 ]
 
 
 
 

. [

𝑝𝑞 0 𝑝𝑞2

0 2𝑝𝑞 0

𝑞2 0 𝑝𝑞

] 

=

[
 
 
 
 2

2𝑖

2𝑝
2𝑖+2

2 𝑞
2𝑖+2

2 0 2
2𝑖

2𝑝
2𝑖+4

2 𝑞
2𝑖

2

0 2
2𝑖

2𝑝
2𝑖

2𝑞
2𝑖

2 0

2
2𝑖

2𝑝
2𝑖

2𝑞
2𝑖+4

2 0 2
2𝑖

2𝑝
2𝑖+2

2 𝑞
2𝑖+2

2 ]
 
 
 
 

. 

Berdasarkan perhitungan matematika di atas maka terbukti bahwa matriks 

𝐴 untuk 𝑛 bernilai genap juga benar. 

d. Menemukan trace matriks berbentuk khusus 3 × 3 berpangkat bilangan 

bulat positif. 

Matriks 𝐴3 = [

0 𝑝 0
𝑞 0 𝑝
0 𝑞 0

] , ∀ 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑅  

Maka 𝑡𝑟(𝐴3
𝑛) = {

0                           , untuk 𝑛 ganjil.

2
𝑛+2

2 𝑝
𝑛

2𝑞
𝑛

2                          , untuk 𝑛 genap.
 

Pembuktian: Bentuk umum 𝑡𝑟(𝐴3
𝑛) untuk 𝑛 ganjil yaitu : 𝑡𝑟(𝐴3

𝑛) = 0 

sedangkan untuk 𝑛 genap maka 𝑡𝑟(𝐴3
𝑛) = (2

𝑛−2

2 𝑝
𝑛

2 𝑞
𝑛

2) + (2
𝑛

2𝑝
𝑛

2 𝑞
𝑛

2) +

(2
𝑛−2

2 𝑝
𝑛

2 𝑞
𝑛

2) = (2
𝑛+2

2 𝑝
𝑛

2 𝑞
𝑛

2). 
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BAB III  

METODE PENELITIAN 

 

Metode penelitian yang digunakan dalam Tugas Akhir ini adalah metode 

penelitian kepustakaan, dan referensi yang digunakan berasal dari jurnal 

penelitian dan buku-buku yang berkaitan dengan penelitian. Langkah-

langkah yang dilakukan untuk menyelesaikan tugas akhir sebagai berikut: 

1. Diberikan matriks Quaternion bentuk khusus ordo 2 × 2 sesuai dengan 

Persamaan (1.1) dan (1.2).  

2. Menghitung perpangkatan matriks Quaternion bentuk khusus ordo 

2 × 2  berpangkat 2 sampai 18 untuk Persamaan (1.1) dan pangkat 2 

sampai 8 untuk Persamaan (1.2).  

3. Menduga bentuk umum dari 𝑄2
𝑛 dan 𝐴2

𝑛 sesuai pada Persamaan (1.1) 

dan (1.2).  

4. Melakukan pembuktian 𝑄2
𝑛 dan 𝐴2

𝑛 untuk n bilangan bulat positif 

menggunakan induksi matematika. 

5. Mendapatkan bentuk umum trace matriks Quaternion tr(𝑄2
𝑛) dan tr(𝐴2

𝑛) 

menggunakan definisi trace matriks. 

6. Aplikasikan bentuk umum tr(𝑄2
𝑛) dan tr(𝐴2

𝑛) dalam bentuk contoh soal. 
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BAB V 

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

Dapat diperhatikan dari hasil penelitian pada bab sebelumnya bahwa bentuk umum perpangkatan matriks quaternion dengan 

pangkat bilangan bulat positif adalah sebagai berikut: 

a. 𝐴2
𝑛 =

{
  
 

  
 [
(−1)𝑛+14𝑛−1(𝑎𝑛 + 𝑎𝑛𝑖 + 𝑎𝑛𝑗 + 𝑎𝑛𝑘) (−1)𝑛+14𝑛−1(𝑎𝑛 + 𝑎𝑛𝑖 + 𝑎𝑛𝑗 + 𝑎𝑛𝑘)

(−1)𝑛+14𝑛−1(𝑎𝑛 + 𝑎𝑛𝑖 + 𝑎𝑛𝑗 + 𝑎𝑛𝑘) (−1)𝑛+14𝑛−1(𝑎𝑛 + 𝑎𝑛𝑖 + 𝑎𝑛𝑗 + 𝑎𝑛𝑘)
] , untuk 𝑛 = 1,4,7,10…

[
(−1)𝑛+14𝑛−1(𝑎𝑛 − 𝑎𝑛𝑖 − 𝑎𝑛𝑗 − 𝑎𝑛𝑘) (−1)𝑛+14𝑛−1(𝑎𝑛 − 𝑎𝑛𝑖 − 𝑎𝑛𝑗 − 𝑎𝑛𝑘)

(−1)𝑛+14𝑛−1(𝑎𝑛 − 𝑎𝑛𝑖 − 𝑎𝑛𝑗 − 𝑎𝑛𝑘) (−1)𝑛+14𝑛−1(𝑎𝑛 − 𝑎𝑛𝑖 − 𝑎𝑛𝑗 − 𝑎𝑛𝑘)
] , untuk 𝑛 = 2,5,8,11,…

[
(−1)𝑛22𝑛−1𝑎𝑛 (−1)𝑛22𝑛−1𝑎𝑛

(−1)𝑛22𝑛−1𝑎𝑛 (−1)𝑛22𝑛−1𝑎𝑛
] , untuk 𝑛 = 3,6,9,12,15,18,…

 dan 

b.  𝑄2
𝑛 = [

2𝑛−1(𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘)𝑛 2𝑛−1(𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘)𝑛

2𝑛−1(𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘)𝑛 2𝑛−1(𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘)𝑛
] 

Kemudian bentuk umum dari trace matriks quaternion bentuk khusus ordo 2 × 2  berpangkat bilangan bulat positif yaitu: 

a. 𝑡𝑟𝐴2
𝑛 = {

2[(−1)𝑛+14𝑛−1(𝑎𝑛 + 𝑎𝑛𝑖 + 𝑎𝑛𝑗 + 𝑎𝑛𝑘)], untuk 𝑛 = 1,4,7,10…

2[(−1)𝑛+14𝑛−1(𝑎𝑛 − 𝑎𝑛𝑖 − 𝑎𝑛𝑗 − 𝑎𝑛𝑘)], untuk 𝑛 = 2,5,8,11,…

2[(−1)𝑛22𝑛−1𝑎𝑛],                                                    untuk 𝑛 = 3,6,9,12,…

dan 

b. 𝑡𝑟(𝑄2
𝑛) = 2[2𝑛−1(𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘)𝑛
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5.2 Saran 

Penelitian ini membahas langkah-langkah untuk menentukan bentuk umum 

dari trace matriks quaternion berordo 2 × 2 dengan pangkat bilangan bulat positif. 

Penelitian lanjutan yang ingin memperluas atau mendalami topik serupa dapat 

mempertimbangkan penggunaan matriks dengan ordo yang lebih besar. Selain itu, 

penelitian berikutnya juga bisa mengimplementasikan perhitungan matriks ini 

menggunakan MATLAB. 
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