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ABSTRAK

Quaternion merupakan pengembangan dari bilangan kompleks yang bersifat tidak komutatif pada
perkalian bilangannya. Matriks quaternion adalah matriks dengan entri-entri berupa bilangan
quaternion. Penelitian ini bertujuan untuk menentukan bentuk umum trace dari matriks quaternion
yang berpangkat bilangan bulat positif. Prosesnya diawali dengan menghitung perpangkatan matriks
mulai dari pangkat dua hingga delapan belas. Berdasarkan hasil tersebut, akan dirumuskan dugaan
bentuk umum perpangkatan matriks quaternion yang kemudian dibuktikan menggunakan metode
induksi matematika. Selanjutnya, bentuk umum frace matriks quaternion berpangkat tersebut
diperoleh berdasarkan definisi frace matriks. Sebagai pelengkap, diberikan pula contoh soal untuk
kedua bentuk umum tersebut.

wn
Kata kunci: bilangan kompleks, induksi matematika, matriks quaternion, quaternion, trace

atriks.
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ABSTRACT

Quaternions are an extension of complex numbers that are non-commutative and are commonly
applied in three-dimensional mechanics. A quaternion matrix is a matrix whose entries are
quaternion numbers. This research aims to determine the general form of the trace of a quaternion
matrix raised to positive integer powers. The process begins with calculating the powers of the
matrix from two to eighteen. Based on these results, a conjecture for the general form of a specific
quaternion matrix raised to integer powers will be formulated and subsequently proven using the
method of mathematical induction. Furthermore, the general form of the trace of the powered
quaternion matrix will be derived using the definition of matrix trace. Finally, examples are
provided to illustrate both general forms.

Keywords: complex numbers, mathematical induction, matrix trace, quaternion, quaternion matrix.
ﬂ
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Assalamu’alaikum warahmatullahi wabarakatuh

§_ Alhamdulillahirobbil alamin...Segala puji dan syukur saya panjatkan ke

lidirat Allah SWT atas limpahan rahmat dan hidayah-Nya serta shalawat dan salam
Yang senantiasa tercurah kepada Nabi Muhammad SAW sehingga penyusunan
tggas akhir yang berjudul, "Trace Matriks Quaternion Bentuk Khusus Ordo
%)x 2 Berpangkat Bilangan Bulat Positif" dapat terselesaikan dengan baik. Karya
i@i menjadi salah satu pencapaian penting dalam perjalanan akademik penulis,

sékaligus tantangan yang penuh dengan pelajaran berharga.

QO
c

pembelajaran, eksplorasi, dan ketekunan. Penelitian ini telah memperdalam

Proses penyusunan tugas akhir ini merupakan perjalanan yang sarat dengan

pemahaman penulis tentang matriks quaternion beserta sifat-sifat uniknya,
sekaligus memperkuat kemampuan penulis dalam analisis matematis dan teknik
pembuktian. Penulis berharap karya ini dapat memberikan kontribusi bagi
pengembangan ilmu matematika serta menjadi inspirasi untuk penelitian lebih
lanjut di bidang ini.

Dengan penuh rasa syukur, penulis menyampaikan terima kasih yang
mendalam kepada semua pihak yang telah mendukung penulis sepanjang
é)rjalanan ini. Oleh karena itu, dengan hati tulus ikhlas penulis mengucapkan
té;imakasih yang tak terhingga kepada:

Bapak Prof. Dr. Hairunas, M.Ag. selaku Rektor Universitas Islam Negeri
Sultan Syarif Kasim Riau.

Bapak Dr. Hartono, M.Pd. selaku Dekan Fakultas Sains dan Teknologi
Universitas Islam Negeri Sultan Syarif Kasim Riau.

Bapak Wartono, M.Sc. selaku Ketua Program Studi Matematika Fakultas
Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri Sultan Syarif Kasim Riau.
Bapak Nilwan Andiraja, M.Sc. selaku Sekretaris Program Studi Matematika
Fakultas Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri Sultan Syarif Kasim

Riau
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Ibu Rahmadeni, M.Si. selaku penasehat akademik yang selalu memberi solusi
dalam permasalahan akademik selama proses perkuliahan.
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waktu untuk menguji dan memberikan masukan demi perbaikan penulisan
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Ibu Ade Novia Rahma, M.Mat. selaku penguji II yang juga telah meluangkan
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unsuscaray 2+ Dilarang mengumumkan dan memperbanyak sebagian atau seluruh karya tulis ini dalam bentuk apapun tanpa izin UIN Suska Riau.
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o BAB1

= PENDAHULUAN

Q

=3

1} Latar Belakang

z Misalkan A = [a;;] didefinisikan sebagai sebuah matriks bujursangkar,

maka trace dari matriks A didefinisikan sebagai jumlah dari elemen-elemen yang
Bérada pada diagonal utama matriks tersebut dan dilambangkan dengan tr(4) [1].
§Iain itu, trace dari perpangkatan matriks A, juga dapat dihitung dengan cara yang
%mpa. Dalam hal ini, trace dari matriks berpangkat A", dilambangkan dengan
G (A™). Sehingga tr(A™) merupakan jumlah elemen-elemen pada diagonal utama
dari A™. Untuk mendapatkan nilai frace dari matriks berpangkat, matriks tersebut
harus dipangkatkan sesuai dengan pangkat yang diinginkan. Setelah perpangkatan
matriks terbentuk, definisi trace matriks dapat digunakan untuk memperoleh nilai
dari trace matriks berpangkat.

Pembahasan mengenai frace matriks berpangkat telah dilakukan oleh

peneliti sebelumnya, seperti yang diuraikan dalam penelitian [2]. Dalam studi

0 a O
tersebut, matriks yang dibahas yaitu A; = |a 0 a] dengan A € R. Hasil akhir
0 a O
L 0 ,n ganjil
yang diperoleh yaitu #(A3") =1 n . Penelitian tentang trace
() 227"a"™  ,ngenap

r%atriks berpangkat juga dibahas oleh [3], penelitian ini membahas tentang frace
@gtriks simetris berbentuk khusus orde 3 berpangkat bilangan bulat. Hasil akhir

(Zn_(_l)n+12) bn

. ) untuk pangkat bilangan bulat

(o)
@ri penelitian [3] yaitu tr(A%)3 (

<
positif dan #(A3™)3

i |

((_1)n2n+1+1
3.2n.pn

) untuk pangkat bilangan bulat negatif.

A318

Tahun 2021 penelitian tentang #race matriks dibahas oleh [4], pada penelitian
titsebut membahas tentang trace matriks toeplitz 2-tridiagonal 3 X 3 berpangkat

tgiangan bulat  positif ~dengan  perolehan  bentuk umum  yaitu
n-1

a®+2 ¥,2,(2)av % (bc),, nganjiln >0,n€L

S
—/

a® + 2 Zfzo(;) a™ % (bc)!, ngenap,n=0,n€ 7.

BIY WISE)] J}IE&%HE]
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Pembahasan mengenai trace matriks berpangkat terus berkembang hingga

23EBH ©

tahun 2024, salah satunya dilakukan oleh [5] yaitu membahas tentang frace matriks

ELDcircr bentuk khusus berpangkat dua dengan bentuk umum matriksnya yaitu:

S rx x 000 0 0 O
= |0 x x 0 0 0 0 O
z 0 0 x x 0 0 0 O
1? 8 8 g 3(; i 2 8 g sehingga mengasilkan bentuk umum trace
m |0 0 0 0 0 x x O
g 0 0 0 0 0 0 x «x
= bx —rx 0 0 0 0 O x

® . .
I&?’[I‘lks FLDcirc, ordo n X n yaitu tr(4,)? = nx?. Tahun yang sama dibahas oleh

[6] mengenai frace matriks centrosymmetric berbentuk khusus n X n berpangkat

n

bilangan bulat positif. Dari penelitian tersebut mengasilkan tr(4;") = a™[2™ +
(n—2)].

Berdasarkan pemaparan dari penelitian-penelitian terdehalu yang
membahas mengenai frace matriks, dapat dilihat bahwa penelitian-penelitian
tersebut menggunakan matriks dengan entri-entri bilangan real. Sehingga pada
Tugas Akhir ini akan dilakukan studi kasus mengenai trace matriks menggunakan
matriks quaternion.

Penelitian mengenai Matriks quaternion telah diteliti oleh [7]. Pada
}%)nelitian tersebut membahas tentang nilai eigen dari matriks quaternion.
@uatemion itu sendiri merupakan perluasan dari bilangan kompleks yang tidak
lgemutatif, digunakan dalam mekanika tiga dimensi. Dalam himpunan quaternion
@.ng dilambangkan dengan H, terdapat tiga jenis operasi: penjumlahan, perkalian
s&alar dan perkalian quaternion. Elemen-elemen quaternion terdiri dari komponen
E'i, jdank (1,1, j dan k adalah komponen imajiner) dan dapat dinyatakan sebagai
lg)mbinasi linier : a + bi + ¢j + dk di mana a, b, ¢, dan d adalah bilangan riil.
@rsamaan lainnya adalah ij = —ji = 4 jk = & =i #i = —ik =, dan i’ = °
S.,,{,Z = —]. Teori dasar mengenai matriks quaternion diperkenalkan oleh Sir
V_Uz)illiam Rowan Hamilton (1805-1865), seorang ahli aljabar, astronomi, dan fisika

zgal Irlandia, pada tahun 1843. Bilangan quaternion telah banyak diterapkan dalam

l%rbagai bidang, termasuk grafik komputer, computer vision, robotika, teori

eIy WIse)] JIre



NVIY VISNS NIN

Al

ﬂ:s

‘nery e)sns NN uizi edue) undede ynjuaq wejep 1ul i} eA1ey yninjas neje ueibeqas yeAueqiadwaw uep ueywnwnbusw Buele|q ‘g

)

]

nidl

‘nery eysng NiN Jelfem 6ueA uebunuaday uexibniaw yepn uediynbuad 'q

‘yejesew njens uenelun neje ynuy uesinuad ‘uesode| ueunsnAuad ‘yeiw| eAiey uesiinuad ‘uenipuad ‘ueyipipuad uebunuaday ¥njun eAuey uedinbusd e

h

Jagquuns ueyingaAusw uep ueywnjuesuaw eduey Ul Sin} eAIeY yninjes neje uelbegas dinbusw Buele|iq °|

Buepun-Buepun 1Bunpuijig e3diD deH

EH ®

Rkontrol, pemrosesan sinyal, fisika, bioinformatika, dinamika molekuler, dan
%ekanika [8]. Sehingga pada Tugas Akhir ini akan dilakukan penelitian mengenai
frace matriks pada enteri-entri bilangan quaternion dengan judul yaitu "Trace
ﬁ_atriks Quaternion Bentuk Khusus Ordo 2 X 2 Berpangkat Bilangan Bulat
F_ésitif."

&. Rumusan Masalah

i Berdasarkan pemaparan latar belakang di atas, adapun rumusan masalah
y%ng akan dibahas dalam penelitian Tugas Akhir ini yaitu:

Bagaimana bentuk umum dari perpangkatan matriks quaternion bentuk

khusus ordo 2 X 2 berpangkat bilangan bulat positif?

Wely ey

Bagaimana bentuk umum dari trace matriks quaternion bentuk khusus ordo

2 % 2 berpangkat bilangan bulat positif?

1.3. Batasan Penelitian
Batasan masalah pada Tugas Akhir ini agar memperoleh hasil yang optimal

yaitu terfokus pada dua kasus diantaranya:

Kasus I
4 _[a+ai+aj+ak a+ai+aj+ak (L.1)
27 la+ai+aj+ak a+ai+aj+ak
Kasus II
_[a+bi+cj+dk a+ bi+cj + dk (1.2)
" la+bi+cj+dk a+bi+cj+dk

Tujuan Penelitian

Tujuan penelitian dari Tugas Akhir ini adalah sebagai berikut:

Memperoleh bentuk umum dari perpangkatan matriks quaternion bentuk
khusus ordo 2 X 2 berpangkat bilangan bulat positif seperti pada Persamaan
(1.1) dan (1.2).

Memperoleh bentuk umum dari frace matriks quaternion bentuk khusus
ordo 2 X 2 berpangkat bilangan bulat positif seperti pada Persamaan (1.1)
dan (1.2).

eIy wise)y] JireAg uejng jo'Mjrsiaarun) DIWITYST 33L3S
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Manfaat Penelitian

Berikut diberikan beberapa manfaat yang diharapkan dari penelitian Tugas
ir ini meliputi:

Memperdalam pemahaman terhadap ilmu yang telah dipelajari, khususnya

matriks quaternion.

Menjadi referensi bagi ide-ide baru terkait pembuatan matriks quaternion.

Memberikan infomasi serta wawasan yang berharga kepada pembaca dan

masyarakat luas.

Sistematika Penelitian

Sistematika penulisan dalam penelitian mengenai frace matriks quaternion

6¥do 2 X 2 berpangkat bilangan bulat positif meliputi:

BAB I

™
>
=]
—
—

B II1

eIy WIse)] JireAg uejng jo &;§319Agun aguglsl djelg
=
=

PENDAHULUAN

Bab I memberikan gambaran umum mengenai penelitian tugas akhir,
mencakup penelitian-penelitian terdahulu terkait #race matriks,
perumusan masalah, batasan permasalahan yang digunakan, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, serta penjelasan mengenai sistematika
penulisan yang digunakan untuk mewujudkan penelitian tugas akhir ini.
LANDASAN TEORI

Bab II menjelaskan landasan teori yang digunakan dalam penelitian ini,
termasuk perkalian antar matriks, serta pembuktian aturan induksi
matematika yang diaplikasikan dalam penelitian ini.

METODE PENELITIAN

Bab III berisi tentang tahapan-tahapan penelitian yang dilakukan oleh
peneliti untuk memperoleh rumus umum f#race matriks quaternion
pangkat bilangan bulat positif.

PEMBAHASAN

Bab ini memaparkan langkah-langkah sistematis yang diambil oleh
penulis untuk mencapai dan memperoleh hasil yang relevan dengan
permasalahan yang telah dirumuskan sebelumnya. Setiap tahapan yang

dijalankan dijelaskan secara rinci untuk memastikan bahwa proses



Bab ini memuat kesimpulan yang diperoleh dari hasil penelitian yang
temuan yang telah dianalisis, sementara saran disampaikan untuk

penelitian ini mendukung pencapaian tujuan dan menjawab rumusan
telah dilakukan oleh penulis, serta saran-saran yang dapat digunakan
untuk pengembangan lebih lanjut. Kesimpulan dirumuskan berdasarkan
memberikan kontribusi terhadap penelitian selanjutnya atau aplikasi di

. Ve
5
<
g
2
=
=
=
8
= z
-
8 & Z
= = -
=D &0
g Z g
g = =2
E A B
>
-}
© Hak o:ﬁ% milik UIN Suska Riau State Islamic University of Sultan Syarif Kasim Ria

I Hak Cipta Dilindungi Undang-Undang
..u. ;w 1. Dilarang mengutip sebagian atau seluruh karya tulis ini tanpa mencantumkan dan menyebutkan sumber:
,..r h.. a. Pengutipan hanya untuk kepentingan pendidikan, penelitian, penulisan karya ilmiah, penyusunan laporan, penulisan kritik atau tinjauan suatu masalah.
I/\h_ b. Pengutipan tidak merugikan kepentingan yang wajar UIN Suska Riau.

unsuscaray 2+ Dilarang mengumumkan dan memperbanyak sebagian atau seluruh karya tulis ini dalam bentuk apapun tanpa izin UIN Suska Riau.
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BAB II
LANDASAN TEORI

Bab II menyajikan landasan teori yang menjadi acuan utama dalam

N1 1w e}1dio YeH ©

menyelesaikan topik permasalahan yang akan diuraikan pada bab selanjutnya,
dzqntaranya: matriks quaternion, perkalian matriks, perpangkatan matriks, induksi

iiratematika, trace matriks, dan trace matriks berpangkat.
—

2?’.:_1 Matriks Quaternion.
Definisi 2.1 [7] Matriks adalah susunan bilangan-bilangan yang berbentuk persegi
}gnjang. Susunan bilangan ini disebut entri dalam matriks. Matriks Quaternion
r%erupakan matriks yang entrinya adalah bilangan quaternion. Di dalam matriks
Quaternion terdpat kombinasi linier skalar riil dan tiga satuan imaginer
(dilambangkan dengan i,j dan k) dengan koefisien rill yang dapat dituliskan
sebagai berikut:

H = {q = qo + q1i + 92J + q3k[q0, 91,92, 43 € R}
Dimana elemen i, j dan k memenuhi aturan perkalian Hamilton berikut ini:

i2=j2=k2=_1;

ij = —ji=k;
= —kj =i;
fo¥)

k= —ik =]j.

)
C€ontoh 2.1: Diberikan matriks quaternion ukuran 2 X 2 sebagai berikut:

__F—i+j—2k 1—k
227 24i—j  14+j+1k

¥ axue

ifat-sifat operasi penjumlahan dan perkalian pada bilangan quaternion:

o

Operasi terhadap penjumlahan.

Diberikan dua buah quaternion yaitu:
a=ay+ai+a,+azk
b = by + byi + byj + bsk

Dengan ay, a4, a,, as, by, by, by, b3 € R.

Penjumlahan dua buah quaternion tersebut ialah

a+ b= (ao + ali + azj + agk) + (bo + bll + bz] + b3k)

eIy WISe)] JIIeAg uejng jo AJISIdAIL
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s

= (ag + by) + (ay + by)i + (a, + by)j + (az + b3)k.
Operasi terhadap perkalian.
ab = (ag + a,i + a,j + ask)(by + byi + byj + bsk)
= ay(bg + byi + byj + b3k) + a,i(by + byi + byj + bsk) +
a,j(bg + bii + byj + bsk) + ask(by + byi + byj + bs.
= (aghg + aghqi + agh,j + agbsk) + (a1bgi + a;byi? + ab,ij +
a,bsik) + (ayboj + abyji + azbyj? + aybsjk) + (azbok +
asb, ki + azbykj + asbzk?).
= agbg + agbyi + agbyj + agbsk + a1byi — a1by + a bk —
a,bsj + aybgj — azb k — ayby + aybsi + azbok + azbyj —
aszb,i — asb;s.
= (agbg — a1b; — azb, — azb3) + (aghy + a1by + ayb; — azb,)i +
(aghb, — a1bs + ayby + asby)j + (aghs + a;b, — ayby +
asbg)k.
Contoh 2.2: Diberikan dua buah quaternion sebagai berikut:
a=1+2i+j+k
b=2+i+2j+k
Maka:
a+b= 1+2i+j+k)+2+i+2j+k).
=1+2)+2+Di+A+2)j+ 1+ 1)k.
=34+Q2+Di+A+2)j+ 1+ 1Dk
=3+ 3i+3j + 2k.
ab=A+2i+j+k)2+i+2j+k).
=1Q2+i+2j+k)+2i2+i+2j+k)+jR2+i+2j+k)+
k(2+i+2j+k).
Q4+i+2j+k)+ (4i+2i%+4ij +2ik) + (2f +ji +2j% +
jk) + 2k + ki + 2kj + k?).
=QR+i+2j+k)+@i—-2+4k-2))+2j—k—-2+1i)+
Rk +j—2i—-1).
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=2-2-2-D+i(1+4+1-2)+j2-2+2+1)+
k(1+4—1+2).
= —3 +4i + 3j + 6k.

IYu ejdio yeH o

Perkalian Matriks.

22.1 Perkalian matriks dengan skalar

(=

Bfinisi 2.2 [9] Jika diberikan matriks A = [a;;] berukuran m X n dan skalar k,

liasil perkalian antara k dengan matriks A, yang ditulis sebagai kA atau Ak,
—
1?73_erupakan matriks berukuran m X n yang diperoleh dengan mengalikan setiap

&femen dalam A dengan k.
A

>0 ka11 kalz e kaln

> ka ka - ka

= KA = [kaij] o :21 :22 ) :Zn
kaym: kan, - kap,

2 Wr2
Contoh 2.3 Jika diketahui matriks A = ; i ; dan k = 2 maka perkalian
2 142

[ GG

matriks dengan skalar yaitu:

e 2 1
o121 21
2A=21, 1 2 1
w 1 1
ﬂ
L 4 2 4 2
® _|4 2 4 2
= 4 2 4 2
2
5 4 2 4 2
22.2  Perkalian matriks dengan matriks.
=
Befinisi 2.3 [9] Misalkan matriks A = [a;;] berukuran m X n dan B = [by]

Al

Berukuran r X p. Perkalian matriks AB hanya dapat didefinisikan jika r = n,

S

k(%'ngan hasil AB berupa matriks C = [Cjk] yang berukuran m X p. Setiap elemen

‘S’vk dalam matriks C diperoleh dengan rumus:

n

Cjk = Z Ajm bk = @j1b1 + Ajzboy + -+ + Ajp by

m=1

eIy WIse)] JireAg uejng
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Zl

)

= 0 2 2 1 0
Contoh 2.4 Diberikan matriks A =1 0 1|(danB =|0 1{.
S 2 10 1 0
Hitunglah hasil perkalian matriks AB?

Penyelesaian:

= 0 2 2][1 0] [2 2
Perkalian matriks tersebut ialah: AB =1 0 1||0 1|=[2 0]
= 2 1 0ll1 0 2 1

fcmntoh 2.5 Diberikan dua buah matriks quaternion berikut ini:
o [2—-i+j—2k Y
3 2++i]—j 1+1+k]danB [1+L+]]'+k 3i4—+2j2]ik]
Hitunglah hasil perkalian matriks AB?
genyelesaian:
Perkalian matriks tersebut yaitu:
2—i+j—2k 1-k ][ 4 + 2k ]
2+i—j 1+j+k 1+L+]+k 3i—2j—k
_[7+i+3j—-3k 11+2i—-3j—-7k
5+6i—2j+2k 11+2i—j+6k]

ap - |

2.3  Perpangkatan Matriks
Definisi 2.4 [10] Jika A merupakan matriks persegi, maka perpangkatan bilangan
bulat non-negatif dari A dapat di tentukan sebagai berikut:

A% =[dan A" = AA .. A.

fo¥)
—
(¢°) n faktor

Hka A dapat dibalik, maka perpangkatan untuk bilangan bulat negatif dari A
2
(Bdeﬁnisikan sebagai:
n=(ATHr=4714"1 .47
H_J

el

n faktor

TOAIU

orema 2.1 [10] Menyatakan bahwa jika A invers dan n adalah bilangan bulat
n- -negatif, maka berlaku hal-hal berikut:

A~ adalah invers dan (A™1)"! = A.

A™ adalah invers dan (A") ! = A7 = (A™H)™.

zgns
S &

kA adalah invers untuk setiap skalar k yang bukan nol dan (kA)™! =
k=1A71,

o
~—
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orema 2.2 [11] Menyatakan bahwa jika A merupakan matriks bujur sangkar
ngan a dan b bilangan bulat, berlaku:

AaAb — Aa+b.

) ( Aa)b — Aab.

&o
£

1w e}
(op

Induksi Matematika

na

l?zeﬁnisi 2.5 [12] Misalkan p(n) adalah suatu pernyataan yang melibatkan bilangan
bplat positif, dan kita ingin membuktikan bahwa pernyataan tersebut benar untuk
s%tiap bilangan bulat positif. Pembuktiannya dilakukan melalui dua langkah utama:
S- a. Pertama, dibuktikan bahwa p(1) benar.

;_U.b. Kemudian, diasumsikan bahwa p (k) benar untuk suatu bilangan asli k, dan
g setelah itu dibuktikan pula bahwa p(k + 1) benar.

Jika kedua langkah ini dapat dipenuhi dengan benar, maka kita dapat
menyimpulkan bahwa p(n) benar untuk setiap bilangan bulat positif n. Langkah

pertama dikenal sebagai basis induksi, sementara langkah kedua disebut sebagai

langkah induksi.
(NN 5) 5318

Contoh 2.6 Diberikan matriks segitiga atas A; = [0 a b|,V a,b,c € R dengan
0 0 a

a® na" b na*lc+ %n(n — 1)a™ ?%b?

A§ =0 am na™1p . Buktikanlah menggunakan

= Lo 0 a”

™

uksi matematika.

kti: Pembuktian menggunakan induksi matematika.

wPIsg

Misalkan:
1
a® na" b na*lc+ En(n —1)a™2%b?
n): (43)" = ,ynez*t
0 0 a

a. Akan ditunjukkan p(1) benar, yaitu:

1
at 1a'~'b 1a1_1c+§1(1—1)a1_2b2
1): (43! =
p( ) ( 3) 0 a]_ 1a1_1b

0 0 al

10
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2 B

2 i 1

: a 1a’h 1a° +51(0)a—1b2

S50 a 1a®b

o L0 0 a

3 [a b ¢

—=10 a b|

=~ W0 0 a

Cb. Asumsikan p(k) benar, yaitu:

= 1

0 ) a® ka* b ka*lc+ Ek(k — 1)ak=2p?
= k): (43" = ,ynez*t
» p(k): (43) 0 ak ka*='b

2 0 0 a*

-0 Akan dibuktikan p(k+1) juga benar, yaitu:
2 plk + 1Dz (Ag)<* =
a*t (k+1)akb  (k + Dakc +3 (k + 1)(k)a*"1b?

0 ak ka*1b
0 0 ak
Perhatikan bahwa:

(A3)k+1 = (A3)k-(A3)
a1 (k+1)akb  (k +akc +5 (k + 1)(k)ak‘1b2‘ [

=1 o ak ka*=1p 0 a b
0 0 ak 0 0 a
aka+0+0 a*b+ka*tab+0 aFc+ ka*1h?+ ka* tac +§(k)(k —1)a*2ab
B 0 0+aa+0 0+ a*b + ka*‘ab
0 0 0+ 0 +adka
[a¥*1  akb 4+ kakb a¥c + ka*"1b? + kakc + %k(k — 1)ak~1p?
~10 ak+t a®b + ka*b
) 0 ak+1
@+ (k+1)a*b  (k + Dakc + ka*"1b? + 2k (k — 1)a*~*b?
=10 ak+t (k + 1)a*b
L 0 0 ak+1
@+ (k+1D)akb  (k + Dakc + (@ b2(k +5k* = k)
ak+1 (k + Da*b
L 0 0 ak+1
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2 1 1

: a**t  (k+ 1)a*p (k+ 1)a*c + (a"‘lbz(zk2 +-k)
S| 0 ak+1 (k + Da*b

8 0 0 ak+1

3 [k (k+1Dakb  (k+Dake +1(k + D(k)a b
== o0 ak+t (k + 1)akb

C 0 0 ak+1

— Karena langkah 1 dan 2 sudah dibuktikan benar, maka induksi matematika

D terbuktu.
c

’Z;S Trace Matriks

, terbukti benar.

QD
]/)c?ﬁnisi 2.6 [13] Jika A adalah sebuah matriks bujur sangkar, maka trace dari A,
dilambangkan sebagai tr(A4), didefinisikan sebagai jumlah semua elemen yang

c
terletak di diagonal utama dari A. Sebaliknya, jika A bukan matriks bujur sangkar,

‘nery e)sns NN uizi edue) undede ynjuaq wejep 1ul i} eA1ey yninjas neje ueibeqas yeAueqiadwaw uep ueywnwnbusw Buele|q ‘g

‘nery eysng NiN Jelfem 6ueA uebunuaday uexibniaw yepn uediynbuad 'q

"yejesew nyens uenelun neje ynuy uesinuad ‘uesode| ueunsnAuad ‘yeiw| eAiey uesinuad ‘uenijauad ‘ueyipipuad uebunuadey ynun eAuey uediynbusad ‘e

Jagquuns ueyingaAusw uep ueywnjuesuaw eduey Ul Sin} eAIeY yninjes neje uelbegas dinbusw Buele|iq °|

maka frace tidak terdefinisi.

Misalkan diberikan matriks A sebagai berikut:

a1 Q12 Qg3 0 Qqp
_|Q21 Q2 dz3 . dpp

A_ . . . s, 8 )
Ap1 Qunz Qupz °° Qpp

Maka, trace dari A dihitung sebagai:
tr(A) = aq1 +azy +azz + -+ ap,

C'_{_) n

% tT'(A) = Z ai;;.
e i=1

w

Contoh 2.7: Diberikan matriks quaternion berikut:
5. 241 j+ k]
) A=]. :
— j+k 241
lgaka trace dari A dapat dihitung sebagai:
Sr()=Q+D+2+0

=22 +10).

o £31

ntoh 2.8: Diberikan matriks quaternion B berikut:

14+2i+2j+2k 2+i+j+k
24+i+j+k  1+2i+2j+2k

§ue;]n5

ka trace dari B dapat dihitung sebagai berikut:
A =QA+2i+2j+2k)+ (A +2i+2j+2k)

LIBA
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Teorema 2.3 [13]: Jika A dan B adalah matriks persegi dengan ordo yang sama,

dan c adalah konstanta, maka berlaku sifat-sifat trace sebagai berikut:

nely exsng NN 3w

= 2(1 + 2i + 2j + 2k)

1. tr(4) =tr(4").
2. tr(cA) = ctr(4).

3. tr(A+B)=tr(A) +Tr(B).

4. tr(AB) = tr(BA).
Bukti:

by

bnz

bns

a. Membuktikan bahwa tr(4) = tr(A7)

Sebelumnya telah diambil sebarang matriks A pada persamaan di atas

maka
[A11 Qg2
tr(AT) = tr a:21 a:ZZ
[A1n  d2n
(11 Qg2
tr(AT) = tr a:21 a:ZZ
[A1n Q2

‘nery e)sns NN uizi edue) undede ynjuaq wejep 1ul i} eA1ey yninjas neje ueibeqas yeAueqiadwaw uep ueywnwnbusw Buele|q ‘g

"yejesew nyens uenelun neje ynuy uesinuad ‘uesode| ueunsnAuad ‘yeiw| eAiey uesinuad ‘uenijauad ‘ueyipipuad uebunuadey ynun eAuey uediynbusad ‘e

=a11t A+t apg
= tr(4).
b. Membuktikan bahwa tr(cA) = ctr(4)

Telah diambil sebarang A pada persamaan di atas dan ¢ merupakan skalar

A1 Q12 0 Qun
. Az1 Qzz - Qzp
sehingga tr(cA) =tr| c| L X
Ain  Qzn " Qnn
13
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()

=~ €dqp CQqp -t CQqq

o _ Cdz1 CQzz -+ Cdzp

e =tr . . . .

) Cdin Cdzn ° Clpp

§_ = Ccaqq + Cayo + -+ Cann

= = c(ay1 + azz + -+ apy)

— = ctr(4).

= .

oA <. Membuktikan bahwa untuk tr(A + B) = tr(A) + tr(B).

5) Diambil sebarang matriks A dan B pada persamaan di atas maka:

A 11 Q12 " Gan biy biz - bin

a a eoa

A tr(A+B)=tr o H 2+ b?l b?z b?"

)

c Ain A2pn ** Opp bin ban - bpn
ai1 + b1 Az +byy 0 Ayt big

— | [@2a T har @2zt D2 v azn tbon

ain t bln azn + an R i bnn

= (a1 + b11) + (azz + byz) + - + (bun + ann)
= (ay1 + azz + -+ app) + (byy + byy + - + bpy)
= tr(A4) + tr(B).

d. Membuktikan bahwa untuk tr(AB) = tr(BA).

Diambil sebarang matriks A dan B pada persamaan di atas

Maka diperoleh:
;. Qi bi1 bz - bin
1 Q2 - b b b
tr(AB) = tr ’ : a B 4 -
Qin  G2n bln byn = bun
a11b11 + aabyr + o+ @inbpy  aibiz + aiabay + o+ aypbyy Ayibin + @rabop 4+ rnbnn
-t az1by1 + azzbZ} + 4 ambpy  azibip + azzbzg + ot ambpy -+ azibin + a22b231 + -+ by
An1by1 + Gnzbay + -+ nnbny @nabia + @naboy + o+ anbna - Anibin + anabapn + -+ + annbnn

= (a11b11 + Q12b21 + -+ + Ainbyg) + (Az1b15 + Azobyy + - +
Aanbnz) + -+ + (@n1b1n + Anzbopn + -+ + Aunbpn)

= (b11a11 + by1Q1z + -+ + by Q1) + (b12Gz1 + bpGgy + - +
bpaazn) + -+ + (binan + b2nana + bpn@nn )

= tr(BA).
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Salah satu kajian mengenai frace matriks berpangkat juga telah diteliti oleh [14]

&ngan tujuan untuk memperoleh bentuk umum dari frace matriks tersebut. Adapun

Trace Matriks Berpangkat.

éaian langkah-langkah yang dilakukan adalah sebagai berikut:

nelry exsng NIiN !

eIy WIse)] JIIeAg uel[ng jo AJISISATU) DIWER[S] 3}e}§

a.

s

e

Diberikan bentuk umum matriks berbentuk khusus 3 X 3 [15].

0 p O
A;=1q O p],Vp,q € R.
0 g O
Mencari perpangkatan matriks.
pa 0 pq?
A2=|0 2pqg O
> 0 pq
0 2p%q O

A3 = |2pq? 0 2p2q
2

0 2pg~ pq
2pq> 0 2pq
A*=| 0 4p%q? 0
2pq®> 0 2p*q®
[0 4p3q? 0
A5 = |4p?g3 0 4p3q?
| 0 4p*¢® 0 |
'4p3q3 0 4_p4-q2'
A =] 0 8p3q3 0
4p?q* 0 4piq’)

0 8p*q3 0
A7 = [8p3q* 0 8p*q3
0 8p3q* 0

[8p*q 0 8p*q?
A8 =] 0 16p*q* 0
8p3q° 0 8p*q*

Melakukan pendugaan bentuk umum dari perpangkatan matriks (A4%).

n-1 n+1 n-1

0 22pz2qz 0
A" = ZHT_lpnT_lan+1 0 znT_lpnTﬂan_l , untuk n ganyjil.
n-1 n-1 n4l
0 22pz2q-:2 0
15
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n-2 nn n-2 n+2 n-2
Zzpzqz 0 Zzpzqz
At = 0 2§p§q% 0 , untuk n genap.
n-2 n-2 n+2 n-—z2 n n
Zzpzqz 0 22p2q2J

Selanjutnya membuktikan bentuk umum dari pendugaan dari matriks
menggunakan induksi matematika berikut:
Matriks A untuk n bernilai ganjil akan dibuktikan menggunakan induksi

matematika sebagai berikut:

n-1 n+1 n-1

0 ZTquT 0
p(n):An: ZnT_lpnT_lanH 0 ZnT_lpnTanT_l
naiggn—1 guEL1
0 Zzpzqz 0
Buktikan bahwa p(1) benar.
0 p O
p(1):A'=[q 0 p
0 g O
naggnti n-i
0 Zzpz q 2 0
Gl 7'SiOgieg O, e e
=l2z2pz2q-:2 0 SeRpRZAq) 2
S st nti
0 22p2 q 2 0

Buktikan bahwa p(i + 1) benar.

Karena n = 2i + 1 dengan mengasumsikan bahwa p(i) benar i € N benar

yaitu:
20 2i+2 21
0 22p 2 q2 0
pU+ DA =155 0 2o gr (1)
20 20 2i+2
0 22pzq 2 0
Maka
2i+2 2i+4 2i+2
0 272 pzq: 0
p(i + 1):A2(i+1)+1 - 22‘:2p212jq212+4 0 221;2p212+4q212+2
2i+2 2i+2 2i+4
0 272 pz qz 0
16
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QO

= Dengan menggunakan persamaan (1), maka dapat ditulis:

= 2i vz a2

©

g 2i+1 g2 2i Z(i) 2i+2 Zzp C 2i z(i)+2 2i Pq 0 qu
A LAC = 22p2q 2 0 22p 2 qz2 | 0 2Zpq 0

= 20 20 2042 q2 0 pq

= l o 22p2q 7 o |

~ 2i+2 2i+4 2i+2

c 0 2 2 pz2q:2 0

= 2042 2042 2i+4 2042 2i+4 2i+2

= =12 2 p2q: 0 2 2 p2q:z

(0] 2i+2 2042 2i+4

= 0 22pz2q 2 0

2]

%%rdasarkan langkah 1 dan 2 maka perhitungan induksi matematika di atas terbukti
bahwa p(i + 1) benar.

Scélanjutnya akan dibuktikan bahwa matriks A dengan n bernilai genap.

2i—2 20 2i 2i—-2 2i4+2 2i-2

2 2 p?q? 0 22pz2q 2
p(i):AZi = 0 Z%Zj%q% 0
2i-2 2i-2 2i+2 2i-2 20 2i
2 2 p2q?:2 0 282 1B E
1) Membuktikan bahwa p(2) benar.
pg 0 pq®
p(2):A2=10 2pg O
> 0 pq
2i=2 20 2i 2i=2 2i+2 2i-2
272 p2q> 0 22pz2gq:2
2t 2t 2i
= 0 Zzpzqz 0
2i-2 2i-2 2i+2 2i-2 2i 2i
22p2qe 0 272 p2qz

Buktikan bahwa p(i), i € N juga benar dengan n = 2i.

2i—-2 20 2i 2i—2 2i+2 2i-2

22 p?q? 0 22 p2q:
p(): A% = 0 27peqz 0 )
2i-2 2i-2 2i+2 2i-2 2i 2i
2 2 p2q:2 0 2 2 p2q:2
Berikutnya membuktikan bahwa p(i + 1) juga benar.
20 2i+2 20+2 20 2i+4 20
Zzp 2 q 2 0 Zzp 2 g2
p(l + 1): Az(Hl) = 0 ng%q% 0
Z_i ﬂ 2i+4 E 2i+2 2i+2
22p2q 2 0 22p 2 q 2

17
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Menggunakan persamaan (2) maka dapat ditulis:

- 20 2i+2 2i+2 2i 2i+4 2i
) “*pzq: 2i (;i 2i crprar Pq 0 pqz
A%tA% = 0 22pzqz 0 10 2pg O
20 20 2i+4 2i 2i+2 2i+2| |q* 0  pq
_22p2q2 0 22p2q2J
r E 2i+2 2i+2 E 2i+4 2
2zpz q 2 0 22p 2 q2
20 20 20
= 0 Zzpzqz 0
20 20 2i+4 20 2i+2 2i+2
_Zzpzqz 0 22p2q2J

Berdasarkan perhitungan matematika di atas maka terbukti bahwa matriks
A untuk n bernilai genap juga benar.

Menemukan trace matriks berbentuk khusus 3 X 3 berpangkat bilangan

bulat positif.
0O p O
Matriks A; =|q 0 p|,Vp,q €ER
0 g O
0 ,untuk n ganjil.
Maka tT‘(A?) =4 n+z n n
2 2 pz2qz ,untuk n genap.

Pembuktian: Bentuk umum tr(A%) untuk n ganjil yaitu : tr(4%) =0

n-2 n n n n n
sedangkan untuk n genap maka tr(43) = (ZTpE qE) + (ZEpE qE) +

(ZnT_Zpg qg) = (ZnTHp% qg)
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BAB III
METODE PENELITIAN

Metode penelitian yang digunakan dalam Tugas Akhir ini adalah metode

penelitian kepustakaan, dan referensi yang digunakan berasal dari jurnal

penelitian dan buku-buku yang berkaitan dengan penelitian. Langkah-

langkah yang dilakukan untuk menyelesaikan tugas akhir sebagai berikut:

1.

Diberikan matriks Quaternion bentuk khusus ordo 2 X 2 sesuai dengan
Persamaan (1.1) dan (1.2).

Menghitung perpangkatan matriks Quaternion bentuk khusus ordo
2 X 2 berpangkat 2 sampai 18 untuk Persamaan (1.1) dan pangkat 2
sampai 8 untuk Persamaan (1.2).

Menduga bentuk umum dari Q} dan A} sesuai pada Persamaan (1.1)
dan (1.2).

Melakukan pembuktian Q7 dan A} untuk n bilangan bulat positif
menggunakan induksi matematika.

Mendapatkan bentuk umum trace matriks Quaternion tr(Q%) dan tr(A7%)
menggunakan definisi t7ace matriks.

Aplikasikan bentuk umum #(Q%) dan tr(A%) dalam bentuk contoh soal.
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= BAB YV
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= PENUTUP
o
1 i Kesimpulan
5 Dapat diperhatikan dari hasil penelitian pada bab sebelumnya bahwa bentuk umum perpangkatan matriks quaternion dengan

'BUEPlJ\ 1Bunpuiig e3did yeH

pang%t bilangan bulat positif adalah sebagai berikut:
z
([(=D)* 1471 (" + a™i + a"j + a™k) (=114 1(a™ + a™i + a®j + a™k)
_q\n+ilgn-1,,n n; n; n _q\n+lgn-1,,n n; n; n
D" 4" (@ +ai+aj+a k) (1) 4" (a +ati+ a"j + ak)
_\yn+ipgn-1,n _ ,N; _ ,N; _ 4N _q\n+ipn-1,n _ ,N; _ ,N; _ N
D" 4" (a* —a"i—a""j—a"k) (D" 4" (a" —a"i—a""j—a"k)
(_1)n+14n—1(an - ani _ anj _ ank) (_1)n+14n—1(an o ani _ anj _ ank)
_1\nH2n-1,n _1\n9H2n-1,n
[( "2 a® (—1)"2 a

\ (_1)n22n—1an (_1)n22n—1an
2" Ya+bi+cj+dk)* 2" Y(a+bi+cj+ dk)"]
2" Y(a + bi+ ¢j + dk)™ 2" Y(a + bi + cj + dk)"

Buepun

,untukn = 1,4,7,10 ...

,untukn = 2,5,8,11, ... dan

o
nery gysng
Il

] ,untukn = 3,6,9,12,15,18, ...

b. Q7 =

Kemudian bentuk umum dari trace matriks quaternion bentuk khusus ordo 2 X 2 berpangkat bilangan bulat positif yaitu:

2[(=1D)™14""1(a" + a™i + a™j + a™k)], untukn = 1,4,7,10 ...
a. trA} =< 2[(-1)"4""1(g" — a"i — a"j — a"k)], untukn = 2,5,8,11,... dan
2[(=1)"22n"1g7], untuk 7 = 3,6,9,12, ...

b. tr(QY) = 2[2" Y (a + bi + ¢j + dk)™

49
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Penelitian ini membahas langkah-langkah untuk menentukan bentuk umum
50

Saran
litian berikutnya juga bisa mengimplementasikan perhitungan matriks ini

dari trace matriks quaternion berordo 2 X 2 dengan pangkat bilangan bulat positif.

énelitian lanjutan yang ingin memperluas atau mendalami topik serupa dapat
m?émpertimbangkan penggunaan matriks dengan ordo yang lebih besar. Selain itu,

Q}?nggunakan MATLAB.
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