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ABSTRAK 

 
Matriks Leslie merupakan alat yang digunakan untuk memodelkan dinamika populasi dengan 

memprediksi jumlah dan laju pertumbuhannya. Matriks ini memiliki struktur yang khas, di mana 

hampir semua entri bernilai 0, kecuali pada baris pertama dan subdiagonalnya. Penelitian ini 

membahas invers dari matriks Leslie bentuk khusus ordo 𝑛 × 𝑛 dengan 𝑛 ≥ 4, dengan tujuan untuk 

mengembangkan metode blok sebagai pendekatan untuk menghitung inversnya. Penelitian ini 

dilakukan dalam tiga tahap utama. Pertama, matriks Leslie bentuk khusus berordo 4 × 4 hingga 

10 × 10 dibagi menjadi matriks blok 2 × 2 sesuai dengan ketentuan yang berlaku. Kedua, mencari 

invers dari submatriks yang invertible dengan menggunakan penerapan komplemen schur.  Ketiga, 

bentuk umum invers matriks Leslie bentuk khusus untuk ordo 4 × 4 hingga 10 × 10  dengan 

menerapkan kembali komplemen schur.  Pembuktian bentuk umum invers dilakukan berdasarkan 

definisi Invers. Hasil penelitian ini menunjukkan bahwa invers matriks Leslie dalam bentuk khusus 

dapat dihitung secara efektif menggunakan metode ini, dan menghasilkan teorema baru mengenai 

bentuk umum invers matriks Leslie bentuk khusus ordo 𝑛 × 𝑛. 

 

Kata Kunci:  matriks blok 2 × 2, invers matriks, invertible, komplemen schur, matriks Leslie  
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ABSTRACT 

 

The Leslie matrix is a tool used to model population dynamics by predicting its size and growth rate. 

This matrix has a typical structure, where almost all entries are 0, except in the first row and its 

subdiagonals. This research discusses the inverse of a special form Leslie matrix of order 𝑛 × 𝑛 

with 𝑛 ≥ 4, with the aim of developing the block method as an approach to computing its inverse. 

This research is conducted in three main stages. First, the special-form Leslie matrices of order 

4 × 4 to 10 × 10 are divided into 2 × 2 block matrices according to the applicable provisions. 

Second, finding the inverse of the invertible submatrix by using the application of Schur complement.  

Third, the general form of the inverse of the special form Leslie matrix for orders 4 × 4 to 10 × 10 

by reapplying Schur complement.  The proof of the general form of the inverse is done based on the 

definition of Invers. The result of this research shows that the inverse of Leslie matrix in special 

form can be calculated effectively using this method, and produces a new theorem regarding the 

general form of the inverse of special form Leslie matrix of order 𝑛 × 𝑛. 

 

Keywords: matrix block 2×2, matrix inverse, invertible, schur complement, Leslie matrix.  
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BAB I  

PENDAHULUAN 

 

Beberapa subbagian akan dibahas pada bab ini, mulai dari latar belakang, 

rumusan, batasan masalah serta tujuan dan manfaat penelitian dan sistematika 

penulisan.  

1.1 Latar Belakang 

Matriks merupakan sebuah cabang ilmu yang termasuk pokok penting dalam 

matematika. Matriks sering digunakan sebagai alat untuk menentukan solusi dari 

suatu sistem persamaan linier. Saat ini banyak jenis matriks yang sudah ditemukan, 

salah satunya matriks yang dikembangkan oleh Sir Paul Leslie pada tahun 1945 

yaitu matriks Leslie [1]. 

Banyak penelitian terkait matriks Leslie.  Biasanya penelitian yang dilakukan 

adalah untuk menentukan laju pertumbuhan suatu populasi [2],[3]. Seperti 

penelitian pada tahun 2016 yang dilakukan oleh [4] yang membahas prediksi 

jumlah laju pertumbuhan Perempuan di Provinsi Riau pada tahun 2017 dengan 

mengunakan matriks Leslie, dimana menghasilkan kesimpulan bahwa pertumbuhan 

jumlah perempuan di Provinsi Riau cenderung mengalami perkembangan positif 

atau mengalami peningkatan.  

Penelitian selanjutnya yang dilakukan oleh [5] tentang karakteristik matriks 

Leslie dengan ordo 4 × 4. Dalam pengerjaannya dibutuhkan 3 lemma dan 3 

teorema untuk memperoleh karakteristik dari matriks Leslie ordo 4 × 4 tersebut. 

Tahun 2022, [6] juga melakukan penelitian terkait matriks Leslie. Namun peneliti 

bukan membahas mengenai aplikasi dari matriks Leslie, melainkan mencari invers 

dari matriks Leslie bentuk khusus menggunakan adjoin, dengan bentuk khusus dari 

matriksnya seperti berikut:  
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𝐿 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
0 0 𝑎
𝑏 0 0
0 𝑏 0

𝑎 ⋯ 𝑎
0 ⋯ 0
0 ⋯ 0

𝑎 𝑎 𝑎
0 0 0
0 0 0

0 0 𝑏
⋮ ⋮ ⋮
0 0 0

0 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 0

0 0 0
⋮ ⋮ ⋮
0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 ⋯ 𝑏
0 ⋯ 0
0 ⋯ 0

0 0 0
𝑏 0 0
0 𝑏 0]

 
 
 
 
 
 
 
 

∀ 𝑎 ≥ 0 dan 0 < 𝑏 ≤ 1   (1.1) 

Sehingga diperoleh bentuk umum invers dari matriks Leslie bentuk khususnya 

seperti berikut: 

𝐿𝑛
−1 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 0

1

𝑏
0 0 ⋯ 0 0 0 0

0 0
1

𝑏
0 ⋯ 0 0 0 0

0 0 0
1

𝑏
⋯ 0 0 0 0

0 0 0 0 ⋯ 0 0 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

0 0 0 0 ⋯ 0
1

𝑏
0 0

0 0 0 0 ⋯ 0 0
1

𝑏
0

0 0 0 0 ⋯ 0 0 0
1

𝑏
1

𝑎
0 0 −

1

𝑏
⋯ −

1

𝑏
−

1

𝑏
−

1

𝑏
−

1

𝑏]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Invers matriks tidak hanya bisa diketahui dengan menggunakan metode 

adjoin [7],[8], tapi juga bisa menggunakan metode komplemen schur (metode blok) 

dan sejumlah metode lainnya. Pembahasan mengenai invers matriks menggunakan 

komplemen schur (metode blok) banyak menjadi fokus penelitian sebelumnya, 

seperti penelitian yang dilakukan oleh [9] yang membahas invers dari matriks 

toeplitz menggunakan metode blok 2 × 2 dengan bentuk khusus seperti berikut: 

𝑇𝑛 =

[
 
 
 
 
 
 
 
0 𝑎
𝑎 0
𝑎 𝑎

𝑎 ⋯ 𝑎
𝑎 ⋯ 𝑎
0 ⋯ 𝑎

𝑎 𝑎 𝑎
𝑎 𝑎 𝑎
𝑎 𝑎 𝑎

⋮ ⋮
𝑎 𝑎
𝑎 𝑎

⋮ ⋱ ⋮
𝑎 ⋯ 0
𝑎 ⋯ 𝑎

⋮ ⋮ ⋮
𝑎 𝑎 𝑎
0 𝑎 𝑎

𝑎 𝑎
𝑎 𝑎

𝑎 ⋯ 𝑎
𝑎 ⋯ 𝑎

𝑎 0 𝑎
𝑎 𝑎 0]

 
 
 
 
 
 
 

 dengan 𝑎 ∈ ℝ 
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Sehingga didapatkan bentuk umum dari invers matriks toeplitz bentuk khusus 

seperti berikut: 

𝑇𝑛
−1 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 −

𝑛 − 2

(𝑛 − 1)𝑎

1

(𝑛 − 1)𝑎
1

(𝑛 − 1)𝑎
−

𝑛 − 2

(𝑛 − 1)𝑎
1

(𝑛 − 1)𝑎

1

(𝑛 − 1)𝑎

1

(𝑛 − 1)𝑎
⋯

1

(𝑛 − 1)𝑎
1

(𝑛 − 1)𝑎
⋯

1

(𝑛 − 1)𝑎

−
𝑛 − 2

(𝑛 − 1)𝑎
⋯

1

(𝑛 − 1)𝑎

1

(𝑛 − 1)𝑎

1

(𝑛 − 1)𝑎

1

(𝑛 − 1)𝑎
1

(𝑛 − 1)𝑎

1

(𝑛 − 1)𝑎

1

(𝑛 − 1)𝑎
1

(𝑛 − 1)𝑎

1

(𝑛 − 1)𝑎

1

(𝑛 − 1)𝑎
⋮ ⋮
1

(𝑛 − 1)𝑎

1

(𝑛 − 1)𝑎
1

(𝑛 − 1)𝑎

1

(𝑛 − 1)𝑎

⋮ ⋱ ⋮
1

(𝑛 − 1)𝑎
⋯ −

𝑛 − 2

(𝑛 − 1)𝑎
1

(𝑛 − 1)𝑎
⋯

1

(𝑛 − 1)𝑎

⋮ ⋮ ⋮
1

(𝑛 − 1)𝑎

1

(𝑛 − 1)𝑎

1

(𝑛 − 1)𝑎

−
𝑛 − 2

(𝑛 − 1)𝑎

1

(𝑛 − 1)𝑎

1

(𝑛 − 1)𝑎
1

(𝑛 − 1)𝑎

1

(𝑛 − 1)𝑎
1

(𝑛 − 1)𝑎

1

(𝑛 − 1)𝑎

1

(𝑛 − 1)𝑎
⋯

1

(𝑛 − 1)𝑎
1

(𝑛 − 1)𝑎
⋯

1

(𝑛 − 1)𝑎

1

(𝑛 − 1)𝑎
−

𝑛 − 2

(𝑛 − 1)𝑎

1

(𝑛 − 1)𝑎
1

(𝑛 − 1)𝑎

1

(𝑛 − 1)𝑎
−

𝑛 − 2

(𝑛 − 1)𝑎]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Penelitian selanjutnya dilakukan oleh [10] yang membahas mengenai matriks 

sirkulan khususnya matrisk RSLPFLcircfr (𝑏, 0,⋯ ,0, 𝑏) menggunakan matriks blok 

2 × 2, dengan bentuk umum seperti berikut: 

𝑅𝑛 =

[
 
 
 
 
 
 

𝑏 0
0 0
0 0

0 ⋯
0 ⋯
0 ⋯

0 0 𝑏
0 2𝑏 −𝑏
2𝑏 −𝑏 0

⋮ ⋮
0 0

⋮ ⋱
2𝑏 ⋯

⋮ ⋮ ⋮
0 0 0

0 2𝑏
2𝑏 −𝑏

−𝑏 ⋯
0 ⋯

0 0 0
0 0 0 ]

 
 
 
 
 
 

 dengan 𝑏 ∈ ℝ 

Diperoleh hasil bentuk umum dari matriks RSLPFLcircfr (𝑏, 0,⋯ ,0, 𝑏) adalah 

seperti berikut:  

𝑅𝑛
−1

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1

(1 + 2(𝑛−1))𝑏

1

(1 + 2(𝑛−1))𝑏
2

(1 + 2(𝑛−1))𝑏

2

(1 + 2(𝑛−1))𝑏

22

(1 + 2(𝑛−1))𝑏

22

(1 + 2(𝑛−1))𝑏

2

(1 + 2(𝑛−1))𝑏
⋯

22

(1 + 2(𝑛−1))𝑏
⋯

23

(1 + 2(𝑛−1))𝑏
⋯

2(𝑛−4)

(1 + 2(𝑛−1))𝑏

2(𝑛−3)

(1 + 2(𝑛−1))𝑏

2(𝑛−2)

(1 + 2(𝑛−1))𝑏

2(𝑛−3)

(1 + 2(𝑛−1))𝑏

2(𝑛−2)

(1 + 2(𝑛−1))𝑏

−1

(1 + 2(𝑛−1))𝑏

2(𝑛−2)

(1 + 2(𝑛−1))𝑏

−1

(1 + 2(𝑛−1))𝑏

−2

(1 + 2(𝑛−1))𝑏
⋮ ⋮

2(𝑛−3)

(1 + 2(𝑛−1))𝑏

2(𝑛−3)

(1 + 2(𝑛−1))𝑏

⋮ ⋱
2(𝑛−2)

(1 + 2(𝑛−1))𝑏
⋯

⋮ ⋮ ⋮
−2(𝑛−6)

(1 + 2(𝑛−1))𝑏

−2(𝑛−5)

(1 + 2(𝑛−1))𝑏

−2(𝑛−4)

(1 + 2(𝑛−1))𝑏

2(𝑛−2)

(1 + 2(𝑛−1))𝑏

2(𝑛−2)

(1 + 2(𝑛−1))𝑏

2(𝑛−1)

(1 + 2(𝑛−1))𝑏

−1

(1 + 2(𝑛−1))𝑏

−1

(1 + 2(𝑛−1))𝑏
⋯

−2

(1 + 2(𝑛−1))𝑏
⋯

−2(𝑛−5)

(1 + 2(𝑛−1))𝑏

−2(𝑛−4)

(1 + 2(𝑛−1))𝑏

−2(𝑛−3)

(1 + 2(𝑛−1))𝑏

−2(𝑛−4)

(1 + 2(𝑛−1))𝑏

−2(𝑛−3)

(1 + 2(𝑛−1))𝑏

−2(𝑛−2)

(1 + 2(𝑛−1))𝑏]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Berdasarkan berbagai penelitian yang telah dipaparkan sebelumnya, penulis 

tertarik untuk melanjutkan penelitian invers matriks Leslie dalam konteks teorema 
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matematika murni dengan judul kajian “Invers Matriks Leslie Bentuk Khusus 

Ordo 𝒏 × 𝒏 (𝒏 ≥ 𝟒) Dengan Metode Blok”. Penelitian ini berfokus pada bentuk 

khusus matriks sesuai dengan Persamaan (1.1). Meskipun invers matriks Leslie 

dengan bentuk khusus yang sama telah diteliti sebelumnya, penelitian tersebut 

menggunakan pendekatan yang berbeda, yaitu metode adjoin, seperti yang telah 

dijelaskan sebelumnya.  

1.2 Rumusan Masalah 

Rumusan masalah dalam penelitian ini adalah bagaimana menentukan bentuk 

umum dari invers matriks Leslie bentuk khusus dari Persamaan (1.1) menggunakan 

metode komplemen schur (metode blok)? 

1.3 Batasan Masalah 

Pada penelitian ini terdapat sejumlah batasan masalah yang bertujuan agar 

penelitian ini dapat dilakukan secara terarah, diantaranya: 

1. Matriks yang dibahas adalah matriks Leslie bentuk khusus sesuai pada 

Persamaan (1.1). 

2. Metode blok yang digunakan adalah metode blok 2 × 2. 

3. Cara yang digunakan untuk memblok matriks adalah cara 1 dan 3 pada 

matriks yang berordo 4 × 4 sampai 10 × 10. 

4. Menggunakan Teorema 2.3 dan Teorema 2.5 bagian (ii) dan bagian (iv). 

1.4 Tujuan Masalah 

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk menentukan bentuk umum dari invers 

matriks Leslie bentuk khusus sesuai pada Persamaan (1.1) dengan ordo 𝑛 × 𝑛 

dimana 𝑛 ≥ 4 menggunakan metode komplemen schur (metode blok). 

1.5 Manfaat Penelitian 

Manfaat yang diperoleh dari penelitian ini berdasarkan rumusan masalah dan 

tujuan penelitian diatas adalah: 

a. Bagi penulis  

Harapan penulis dapat memperluas wawasan ilmu matematika yang telah 

dipelajari untuk menelaah masalah mengenai matriks, khususnya matriks Leslie, 

metode blok dan invers dari suatu matriks. 
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b. Bagi lembaga pendidikan 

Sebagai bahan referensi yang bisa memberikan solusi agar memudahkan 

pembaca dalam menyelesaikan suatu masalah yang berkaitan dengan invers 

matriks.  

1.6 Sistematika Penelitian 

Sistematika penulisan proposal tugas akhir ini terdiri dari pokok-pokok 

permasalahan yang diuraikan menjadi beberapa bagian yaitu: 

BAB I  PENDAHULUAN 

Pada bab I ini akan dijelaskan latar belakang pemilihan judul dengan 

acuan pada penelitian terdahulu yang berhubungan mengenai invers 

matriks dengan blok dan matriks Leslie, setelahnya menetapkan rumusan 

dan batasan masalah serta tujuan dan manfaat dari penelitian disertai 

dengan sistematika penulisan. 

BAB II  LANDASAN TEORI 

Bab II berisi tentang matriks dan operasi matriks, matriks Leslie, matriks 

blok, komplemen schur dan invers yang menjadi dasar atau landasan 

pada penelitian ini.  

BAB III METODE PENELITIAN 

Pada bab III berisi langkah – langkah yang dilakukan pada penelitian ini 

untuk memperoleh bentuk umum dari invers matriks Leslie bentuk 

khusus dengan ordo 𝑛 × 𝑛 dimana 𝑛 ≥ 4 menggunakan metode 

komplemen schur (metode blok). 

BAB IV PEMBAHASAN 

Bab IV berisi penjelasan langkah – langkah dalam menentukan invers 

matriks Leslie bentuk khusus dengan ordo 𝑛 × 𝑛 dimana 𝑛 ≥ 4 

menggunakan matriks blok 2 × 2. 

BAB V  PENUTUP 

Pada bab terakhir ini berisikan kesimpulan dan juga saran dari hasil 

penelitain yang telah penulis lakukan. 
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BAB II  

LANDASAN TEORI 

 

Dalam bab ini akan dipaparkan sejumlah teori pendukung yang sekaligus di 

jadikan landasan teori, sebagai panduan bagi penulis untuk menyelesaikan 

permasalahan pada penelitian ini yaitu: 

2.1 Matriks dan Operasi Matriks 

Definisi 2.1 Matriks merupakan jajaran empat persegi panjang dari bilangan – 

bilangan. Bilangan – bilangan dalam jajaran tersebut disebut entri dari matriks. 

Matriks dilambangkan menggunakan huruf besar atau kapital sedangkan entri – 

entrinya dilambangkan dengan menggunakan huruf kecil [11]. Menurut matriks 

dapat disebut berdasarkan ukuran dengan 𝑚 baris dan 𝑛 kolom, atau matriks 𝑚 × 𝑛, 

sehingga bentuk umum dari matriks 𝑚 × 𝑛 seperti berikut: 

𝐴𝑚×𝑛 = [

𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22

⋯ 𝑎1𝑛

⋯ 𝑎2𝑛

⋮ ⋮
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2

⋱ ⋮
⋯ 𝑎𝑚𝑛

] 

terdapat sejumlah operasi yang dapat digunakan pada matriks diantaranya: 

a. Penjumlahan dan Pengurangan Matriks 

Penjumlahan dan pengurangan dua matriks 𝑚 × 𝑛, yaitu 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) dan 𝐵 = 

(𝑏𝑖𝑗) yang ditulis 𝐴 + 𝐵 dan 𝐴 − 𝐵 merupakan matriks 𝑚 × 𝑛 yang diperoleh 

dengan menjumlahkan atau mengurangkan unsur – unsur yang seletak dari 𝐴 dan 

𝐵[12]. Perlu diperhatikan bahwa penjumlahan dan pengurangan matriks hanya 

dapat dilakukan apabila kedua matriks mempunyai ukuran yang sama. Maka unsur 

dari 𝐴 + 𝐵 adalah:  

𝑎𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑗 {
𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑚
𝑗 = 1,2,⋯ , 𝑛

 

Contoh 2.1:  

Berapakah hasil dari penjumlahan matriks berikut: 

𝐴 = [

    2     5
    0 −6

   
7 9
6 3

  1    6
−3    8

−1 0
   7 6

] ; 𝐵 = [

−6    3
    2     4

   1     1
−1     2

  
−4    7
   2 −5

     
1 −2
4     2

] 
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Penyelesaian:  

𝐴 + 𝐵 = [

  −4 8
     2 −4

  
8    10
5      5

  −3  13
−1    3

 
6 −2
11    8

] 

Begitu pula untuk pengurangan, maka unsur 𝐴 − 𝐵 adalah: 

𝑎𝑖𝑗 − 𝑏𝑖𝑗 {
𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑚
𝑗 = 1,2,⋯ , 𝑛

 

Contoh 2.2: 

Berapakah selisih dari dua matriks berikut: 

𝐴 = [

2 5
0 6

7 9
6 3

1 6
5 8

9 0
7 6

] ; 𝐵 = [

6 3
2 4

1 1
3 2

4 7
2 5

1 2
4 2

] 

Penyelesaian: 

𝐴 − 𝐵 = [

−4     2
−2      2

   
6      8
3       1

 
−3 −1
3 3

  
8 −2
3     4

] 

b. Perkalian Matriks dengan Skalar 

Hasil dari perkalian matriks dengan skalar dapat di peroleh dengan 

mengalikan setiap entri pada matriks dengan skalar tersebut [12]. Misalkan 𝑧 adalah 

sebarang skalar yang akan dikalikan dengan matriks 𝐴. 

𝐴 = [

𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22

⋯ 𝑎1𝑛

⋯ 𝑎2𝑛

⋮ ⋮
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2

⋱ ⋮
⋯ 𝑎𝑚𝑛

] 

Maka, 

𝑧𝐴 = [

𝑧𝑎11 𝑧𝑎12

𝑧𝑎21 𝑧𝑎22

⋯ 𝑧𝑎1𝑛

⋯ 𝑧𝑎2𝑛

⋮ ⋮
𝑧𝑎𝑚1 𝑧𝑎𝑚2

⋱ ⋮
⋯ 𝑧𝑎𝑚𝑛

] 

Contoh 2.3: 

Berapakah hasil kali skalar dari matriks 𝐴 berikut dengan suatu bilangan yaitu 2. 

𝐴 = [

3 5
7 6

4 3
2 1

1 1
5 7

3 6
7 5

] 
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Penyelesaian:  

2𝐴 = [

6 10
14 12

8 6
4 2

2 2
10 14

6 12
14 10

] 

c. Perkalian Matriks  

Perkalian matriks dapat dipandang sebagai perkalian baris – baris dan 

kolom- kolom [12]. Jika suatu matriks 𝐴 yang memiliki ordo 𝑚 × 𝑝 akan dikalikan 

dengan matriks 𝐵 yang berordo 𝑝 × 𝑛 maka akan menghasilkan matriks 𝐶 dengan 

ordo 𝑚 × 𝑛. Pada perkalian matriks harus diperhatikan bahwa jumlah kolom pada 

matriks 𝐴 harus sama dengan jumlah baris pada matriks 𝐵. Jika syarat ini tidak 

terpenuhi maka hasil kali matriks tidak dapat diidentifikasi. Misalkan 𝐴 = 4 × 4 

dan 𝐵 = 4 × 1 maka matriks 𝐶 akan berordo 4 × 1, seperti berikut: 

[

𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22

𝑎13 𝑎14

𝑎23 𝑎24
𝑎31 𝑎32

𝑎41 𝑎42

𝑎33 𝑎34

𝑎43 𝑎44

] × [

𝑏11

𝑏21

𝑏31

𝑏41

] = [

𝑐11

𝑐21
𝑐31

𝑐41

] 

Contoh 2.4: 

Berapakah hasil dari perkalian matriks berikut: 

𝐴 = [
1 2 3
2 6 5

] , 𝐵 = [
2
4
6
] 

Penyelesaian:  

Perkalian antara matriks 𝐴 dan 𝐵 diatas akan menghasilkan matriks dengan 

ukuran 2 × 1 sehingga: 

𝐶 = [
28
58

] 

2.2 Matriks Leslie  

Definisi 2.2 [4] matriks Leslie adalah suatu matriks yang digunakan untuk 

memprediksi jumlah dan laju pertumbuhan suatu populasi. Matriks Leslie 

merupakan matriks yang memiliki susunan yang unik, dimana baris pertama 

berisikan entri – entri dari tingkat kesuburan, kemudian subdiagonal dari matriks 

Leslie berisikan entri – entri dari tingkat ketahanan hidup, sedangkan entri – entri 

yang lainnya bernilai nol. Bentuk umum dari matriks Leslie adalah: 
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𝐿 =

[
 
 
 
 
𝑎1

𝑏1

𝑎2 ⋯
0 ⋯

𝑎𝑛−1 𝑎𝑛

0    0
0
⋮

𝑏2 ⋯
⋮ ⋱

0      0
⋮      ⋮

0 0 ⋯ 𝑏𝑛−1   0   ]
 
 
 
 

 
𝑎𝑖 ≥ 0 untuk 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛 

0 < 𝑏𝑖 ≤ 1 untuk 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛 − 1
 

Bentuk umum dari matriks Leslie ini juga dapat di perbesar seperti berikut: 

𝐿 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑎1 𝑎2 𝑎3

𝑏1 0 0
0 𝑏2 0

𝑎4 ⋯ 𝑎𝑛−3

0 ⋯ 0
0 ⋯ 0

𝑎𝑛−2 𝑎𝑛−1   𝑎𝑛

0 0       0
0 0       0

0 0 𝑏3

⋮ ⋮ ⋮
0 0 0

0 ⋯     0   
⋮ ⋱     ⋮
0  ⋯     0

 
0   0       0

  ⋮       ⋮      ⋮
   0      0    0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 ⋯ 𝑏𝑛−3

0 ⋯ 0
0 ⋯ 0

0 0 0
𝑏𝑛−2 0 0
0 𝑏𝑛−1 0 ]

 
 
 
 
 
 
 
 

  

2.3 Matriks Blok  

Definisi 2.4 [13] Matriks blok adalah matriks yang diperoleh dengan cara membagi 

matriks dengan memasukkan garis horizontal diantara baris dan garis vertikal 

diantara kolom, sehingga diperoleh submatriks dengan ukuran lebih kecil. Tujuan 

dari ukuran matriks dibuat lebih sederhana adalah agar mempermudah operasi pada 

matriks.  

Pada penelitian ini matriks blok yang akan dibahas lebih lanjut adalah 

matriks blok 2 × 2, yaitu sebuah matrik yang dipartisi oleh garis yang memiliki 2 

baris dan 2 kolom. Misalkan 𝑃 adalah matrik 𝑚 × 𝑛 

𝑃 =

[
 
 
 
 
 

𝑎11 ⋯
⋮ ⋱

𝑎1(𝑛−𝑘) 𝑎1(𝑛−(𝑘−1))

⋮ ⋮

⋯ 𝑎1𝑛

⋱ ⋮
𝑎𝑚(𝑘−1)1 ⋯

𝑎(𝑚−(𝑘−1)) ⋯
𝑎(𝑚−𝑘)(𝑛−𝑘) 𝑎𝑚(𝑘−1)(𝑛−(𝑘−1))

𝑎(𝑚−(𝑘−1)(𝑘−1)) 𝑎(𝑚−(𝑘−1)(𝑛−(𝑘−1))

⋯ 𝑎(𝑚−𝑘)𝑛

⋯ 𝑎(𝑚−(𝑘−1))𝑛

⋮ ⋱
𝑎𝑚1 ⋯

⋮ ⋮
𝑎𝑚(𝑛−𝑘) 𝑎𝑚(𝑛−(𝑘−1))

⋱ ⋮
⋯ 𝑎𝑚𝑛 ]

 
 
 
 
 

 

Setelah itu dilakukan blok pada matriks tersebut dengan cara menyisipkan ngaris 

vertikal dan horizontal sehingga matriks menjadi seperti berikut: 

𝑃 =

[
 
 
 
 
 

𝑎11 ⋯
⋮ ⋱

𝑎1(𝑛−𝑘) 𝑎1(𝑛−(𝑘−1))

⋮ ⋮

⋯ 𝑎1𝑛

⋱ ⋮
𝑎𝑚(𝑘−1)1 ⋯

𝑎(𝑚−(𝑘−1)) ⋯
𝑎(𝑚−𝑘)(𝑛−𝑘) 𝑎𝑚(𝑘−1)(𝑛−(𝑘−1))

𝑎(𝑚−(𝑘−1)(𝑘−1)) 𝑎(𝑚−(𝑘−1)(𝑛−(𝑘−1))

⋯ 𝑎(𝑚−𝑘)𝑛

⋯ 𝑎(𝑚−(𝑘−1))𝑛

⋮ ⋱
𝑎𝑚1 ⋯

⋮ ⋮
𝑎𝑚(𝑛−𝑘) 𝑎𝑚(𝑛−(𝑘−1))

⋱ ⋮
⋯ 𝑎𝑚𝑛 ]

 
 
 
 
 

 (2.1) 
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Sehingga dihasilkan beberapa submatriks, yang dimisalkan dengan 𝐴, 𝐵, 𝐶 dan 𝐷 

seperti berikut: 

𝐴 = [

𝑎11 ⋯ 𝑎1(𝑛−𝑘)

⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑚(𝑘−1)1 ⋯ 𝑎(𝑚−𝑘)(𝑛−𝑘)

] 

𝐵 = [

𝑎1(𝑛−(𝑘−1)) ⋯ 𝑎1𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑚(𝑘−1)(𝑛−(𝑘−1)) ⋯ 𝑎(𝑚−𝑘)𝑛

] 

𝐶 = [

𝑎(𝑚−(𝑘−1)) ⋯ 𝑎(𝑚−(𝑘−1)(𝑘−1))

⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑚1 ⋯ 𝑎𝑚(𝑛−𝑘)

] 

𝐷 = [

𝑎(𝑚−(𝑘−1)(𝑛−(𝑘−1)) ⋯ 𝑎(𝑚−(𝑘−1))𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑚(𝑛−(𝑘−1)) ⋯ 𝑎𝑚𝑛

] 

Sehingga, 𝑃 = [
𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

] = [
𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

] 

Contoh 2.5: 

Tentukan cara memblok matriks Leslie berikut menjadi matriks blok 2 × 2. 

𝐿 = [
2 2 2

1/3 0 0
0 1/3 0

] 

Penyelesaian: 

Matriks diatas mempunyai ordo 3 × 3 dimana terdapat 3 baris dan 3 kolom, 

sehingga terdapat beberapa kemungkinan cara memblok matriks tersebut, yaitu: 

Cara 1: 

𝐿 = [
2 2 2

1/3 0 0
0 1/3 0

] 

Cara 2: 

𝐿 = [
2 2 2

1/3 0 0
0 1/3 0

] 

Cara 3: 

𝐿 = [
2 2 2

1/3 0 0
0 1/3 0

] 
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Cara 4: 

𝐿 = [
2 2 2

1/3 0 0
0 1/3 0

] 

2.4 Determinan Matriks  

Menurut [11] determinan adalah suatu fungsi khusus yang mengasosiasikan 

suatu bilangan real dengan matriks bujursangkar. Determinan juga dapat di artikan 

sebagai selisih antara perkalian diagonal – diagonal utama dengan perkalian 

diagonal – diagonal sekunder.  

Teorema 2.1 [11] misalkan 𝐴 adalah matriks bujur sangkar. Jika 𝐴 mempunyai satu 

baris atau kolom bilangan nol, maka |𝐴| = 0. 

Teorema 2.2 [11] jika 𝐴 adalah suatu matriks bujursangkar dengan dua baris atau 

dua kolom yang proporsional (sebanding), maka det (𝐴) =  0. 

2.5 Komplemen Schur 

Menurut [14] komplemen schur biasa digunakan pada matriks bujur 

sangkar yang berukuran besar, dimana matriks tersebut sebelumnya sudah 

dilakukan blok atau dipartisi. Komplemen schur merupakan suatu metode yang 

banyak digunakan dalam masalah matriks yang sering kali mengandung 

pertidaksamaan matriks. 

Diberikan matriks: 

𝑃
(𝑗 + 𝑘) × (𝑙 + 𝑚)

= (

𝐴
𝑗 × 𝑙

𝐵
𝑗 × 𝑚

𝐶
𝑘 × 𝑙

𝐷
𝑘 × 𝑚

) 

1. Jika 𝐴 merupakan suatu matriks yang invertible maka dapat diperoleh 

komplemen schur dari 𝐴 yaitu 𝐷 − 𝐶𝐴−1𝐵 

2. Jika 𝐵 merupakan suatu matriks yang invertible maka dapat diperoleh 

komplemen schur dari 𝐵 yaitu 𝐶 − 𝐷𝐵−1𝐴 

3. Jika 𝐶 merupakan suatu matriks yang invertible maka dapat diperoleh 

komplemen schur dari 𝐶 yaitu 𝐵 − 𝐴𝐶−1𝐷 

4. Jika 𝐷 merupakan suatu matriks yang invertible maka dapat diperoleh 

komplemen schur dari 𝐷 yaitu 𝐴 − 𝐵𝐷−1𝐶 
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2.6 Invers Matriks 

Definisi 2.5 [15] jika 𝐴 merupakan sebuah matriks bujur sangkar dan terdapat 

matriks 𝐵 yang memiliki ukuran yang sama dengan matriks 𝐴 lalu diperoleh 𝐴𝐵 =

𝐵𝐴 = 𝐼, maka 𝐴 disebut invertible atau memiliki sifat dapat dibalik dan 𝐵 

merupakan invers dari matriks 𝐴. Sehingga dapat dijabarkan dengan 𝐵 = 𝐴−1, 

namun jika hasil dari 𝐵 tidak dapat didefinisikan atau tidak dapat ditemukan, maka 

𝐴 disebut matriks singular. 

Teorema 2.3 [16] misalkan 𝑃 merupakan matriks bujur sangkar, maka: 

i. Untuk matriks 𝑃 = [
𝐴 0
0 𝐷

] akan memiliki invers jika dan hanya jika 𝐴 

dan 𝐷 memiliki invers, maka 𝑃−1 = [𝐴
−1 0
0 𝐷−1]. 

ii. Untuk matriks 𝑃 = [
0 𝐵
𝐶 0

] akan memiliki invers jika dan hanya jika 𝐵 

dan 𝐶 memiliki invers, maka 𝑃−1 = [ 0 𝐵−1

𝐶−1 0
]. 

Teorema 2.4 [16] misalkan 𝑃 merupakan matriks bujur sangkar, maka: 

i. Untuk matriks 𝑃 = [
𝐴 0
𝐶 𝐷

] akan memiliki invers jika dan hanya jika 𝐴 

dan 𝐷 memiliki invers, maka 𝑃−1 = [ 𝐴−1 0
−𝐷−1𝐶𝐴−1 𝐷−1]. 

ii. Untuk matriks 𝑃 = [
𝐴 𝐶
0 𝐷

] akan memiliki invers jika dan hanya jika 𝐴 

dan 𝐷 memiliki invers, maka 𝑃−1 = [𝐴
−1 −𝐴−1𝐵𝐷−1

0 𝐷−1 ]. 

Teorema 2.5 [16] misalkan 𝑃 merupakan matriks bujur sangkar, maka: 

i. Misalkan submatriks 𝐴 pada matriks 𝑃 pada Persamaan (2.1) adalah 

nonsingular. Matriks pada Persamaan (2.1) punya invers jika dan hanya jika 

komplemen schur dari 𝐴 punya invers dan (𝐷 − 𝐶𝐴−1𝐵) juga memiliki 

invers, maka didapat: 

𝑃−1 = [
𝐴−1 + 𝐴−1𝐵(𝐷 − 𝐶𝐴−1𝐵)−1𝐶𝐴−1 −𝐴−1𝐵(𝐷 − 𝐶𝐴−1𝐵)−1

−(𝐷 − 𝐶𝐴−1𝐵)−1𝐶𝐴−1 (𝐷 − 𝐶𝐴−1𝐵)−1 ] 

ii. Misalkan submatriks 𝐷 pada matriks 𝑃 pada Persamaan (2.1) adalah 

nonsingular. Matriks pada Persamaan (2.1) punya invers jika dan hanya jika 
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komplemen schur dari 𝐷 punya invers dan (𝐴 − 𝐵𝐷−1𝐶) juga memiliki 

invers, maka didapat: 

𝑃−1 = [
(𝐴 − 𝐵𝐷−1𝐶)−1 −(𝐴 − 𝐵𝐷−1𝐶)−1𝐵𝐷−1

−𝐷−1𝐶(𝐴 − 𝐵𝐷−1𝐶)−1 𝐷−1 + 𝐷−1𝐶(𝐴 − 𝐵𝐷−1𝐶)−1𝐵𝐷−1] 

iii. Misalkan submatriks 𝐵 pada matriks 𝑃 pada Persamaan (2.1) adalah 

nonsingular. Matriks pada Persamaan (2.1) punya invers jika dan hanya jika 

komplemen schur dari 𝐵 punya invers dan (𝐶 − 𝐷𝐵−1𝐴) juga memiliki 

invers, maka didapat: 

𝑃−1 = [
−(𝐶 − 𝐷𝐵−1𝐴)−1𝐷𝐵−1 (𝐶 − 𝐷𝐵−1𝐴)−1

𝐵−1 + 𝐵−1𝐴(𝐶 − 𝐷𝐵−1𝐴)−1𝐷𝐵−1 −𝐵−1𝐴(𝐶 − 𝐷𝐵−1𝐴)−1] 

iv. Misalkan submatriks 𝐶 pada matriks 𝑃 pada Persamaan (2.1) adalah 

nonsingular. Matriks pada Persamaan (2.1) punya invers jika dan hanya jika 

komplemen schur dari 𝐶 punya invers dan (𝐵 − 𝐴𝐶−1𝐷) juga memiliki 

invers, maka didapat: 

𝑃−1 = [
−𝐶−1𝐷(𝐵 − 𝐴𝐶−1𝐷)−1 𝐶−1 + 𝐶−1𝐷(𝐵 − 𝐴𝐶−1𝐷)−1𝐴𝐶−1

(𝐵 − 𝐴𝐶−1𝐷)−1 −(𝐵 − 𝐴𝐶−1𝐷)−1𝐴𝐶−1 ] 

Teorema 2.6 [16] misalkan 𝑃 merupakan matriks bujur sangkar, maka: 

i. Untuk matriks 𝑃 = [
0 𝐵
𝐶 𝐷

] akan memiliki invers jika dan hanya jika 

𝐵 dan 𝐶 memiliki invers, maka 𝑃−1 = [−𝐶−1𝐷𝐵−1 𝐶−1

𝐵−1 0
]. 

ii. Untuk matriks 𝑃 = [
𝐴 𝐵
𝐶 0

] akan memiliki invers jika dan hanya jika 

𝐵 dan 𝐶 memiliki invers, maka 𝑃−1 = [ 0 𝐶−1

𝐵−1 −𝐵−1𝐴𝐶−1]. 

Contoh 2.6: 

Tentukan invers matriks dari Contoh 2.5 diatas. 

Dari contoh diatas ada 2 cara yang bisa digunakan, yaitu cara 1 dan cara 3. 

Berdasarkan cara 1 maka didapat 4 submatriks yang dimisalkan dengan: 

𝐴 = [2 2], 𝐵 = [2], 𝐶 =  [
1/3 0
0 1/3

], dan 𝐷 = [
0
0
] 

Kemudian blok matriks 𝐶 menjadi matriks 2 × 2 

𝐶 = [
1/3 0
0 1/3

] = [
𝐾 𝐿
𝑀 𝑁

] 



 

14 
 

Misalkan 𝐾 = 0, 𝐿 = 1/3, 𝑀 = 1/3 dan 𝑁 = 0. 

Berdasarkan Teorema 2.3(i) untuk memperoleh invers dari 𝐶 maka 

dimisalkan dengan  

𝐶−1 = [𝐸′ 𝐹′
𝐺′ 𝐻′

] = [𝐾
−1 0
0 𝑁−1] 

𝐸′ = 𝐾−1 = (1/3)−1 = 3  

𝐹′ = 0 

𝐺′ = 0 

𝐻′ = 𝑁−1 = (1/3)−1 = 3 

Maka, 

𝐶−1 = [𝐸′ 𝐹′
𝐺′ 𝐻′

] = [
3 0
0 3

] 

Selanjutnya menentukan invers dari matriks 𝐿 dengan memisalkan 𝐿−1 = [
𝐸 𝐹
𝐺 𝐻

] 

dengan menggunakanb Teorema 2.5 bagian (iv) sebagai berikut. 

 𝐿−1 = [
−𝐶−1𝐷(𝐵 − 𝐴𝐶−1𝐷)−1 𝐶−1 + 𝐶−1𝐷(𝐵 − 𝐴𝐶−1𝐷)−1𝐴𝐶−1

(𝐵 − 𝐴𝐶−1𝐷)−1 −(𝐵 − 𝐴𝐶−1𝐷)−1𝐴𝐶−1 ] 

𝐺 = (𝐵 − 𝐴𝐶−1𝐷)−1 = ([2] − [2 2] [
3 0
0 3

] [
0
0
])

−1

= [2]−1 =
1

2
 

𝐸 = −𝐶−1𝐷(𝐵 − 𝐴𝐶−1𝐷)−1 = −𝐶−1𝐷𝐺 = [
−3 0
0 −3

] [
0
0
] [

1

2
] = [

0
0
] 

𝐻 = −(𝐵 − 𝐴𝐶−1𝐷)−1𝐴𝐶−1 = −𝐺𝐴𝐶−1 = [−
1

2
] [2 2] [

3 0
0 3

] 

= [−3 −3] 

𝐹 = 𝐶−1 + 𝐶−1𝐷(𝐵 − 𝐴𝐶−1𝐷)−1𝐴𝐶−1 = 𝐶−1 + 𝐶−1𝐷𝐺𝐴𝐶−1 

= [
3 0
0 3

] − [
3 0
0 3

] [
0
0
] [2 2] = [

3 0
0 3

] 

Maka diperoleh, 

𝐿−1 = [
𝐸 𝐹
𝐺 𝐻

] = [
0 3 0
0 0 3

1/2 −3 −3
]. 

Untuk cara selanjutnya dilakukan dengan langkah yang sama.  
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BAB III  

METODE PENELITIAN 

 

Penelitian ini akan dilakukan dengan menerapkan langkah – langkah sebagai 

berikut: 

1. Diberikan sebuah matriks Leslie bentuk dari Persamaan (1.1).  

2. Mempartisi atau memblok matriks dari Persamaan (1.1) yang berordo 4 × 4 

hingga ordo 10 × 10 dengan menggunakan matriks blok 2 × 2 yang masing 

– masingnya memiliki submatriks yang dimisalkan dengan 𝐴, 𝐵, 𝐶 dan 𝐷. 

3. Mengaplikasikan penerapan komplemen schur berdasarkan Teorema 2.3 

bagian (i) dan Teorema 2.5 bagian (ii) dan (iv) pada submatriks berukuran 

besar yang sudah diblok secara berulang sehingga menghasilkan matriks blok 

2 × 2 untuk menentukan invers dari submatriks 𝐴, 𝐵, 𝐶 dan 𝐷 yang invertible 

dari Persamaan (1.1) berordo 4 × 4 hingga ordo 10 × 10. 

4. Menentukan invers dari matriks Leslie pada Persamaan (1.1) yang berordo 

4 × 4 hingga 10 × 10 dengan matriks blok 2 × 2 melalui penerapan 

komlemen schur berdasarkan Teorema 2.5 bagian (i) dan (iv) 

5. Mengamati dan menduga bentuk umum dari invers matriks Leslie dari 

Persamaan (1.1) yang berordo 4 × 4 sampai dengan ordo 10 × 10. 

6. Membuktikan bentuk umum dari invers matriks Leslie dari Persamaan (1.1) 

dengan melakukan pembuktian 𝐿𝐿−1 = 𝐿−1𝐿 = 𝐼. 

7. Menyelesaikan contoh soal dengan mengaplikasikan bentuk umum dari 

invers matriks Leslie tersebut.
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BAB V  

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

Penelitian ini berhasil mengembangkan metode blok untuk menghitung invers 

matriks Leslie bentuk khusus ordo 𝑛 × 𝑛 dengan 𝑛 ≥ 4. Metode yang digunakan 

terbukti efektif dan valid, sebagaimana didukung oleh penerapan contoh-contoh. 

Melalui tiga tahapan utama yaitu pembentukan blok, penerapan komplemen schur 

pada submatriks yang invertible dan penentuan bentuk umum invers. Penelitian ini 

berhasil mengembangkan teorema baru mengenai invers matriks Leslie dalam 

bentuk khusus. Oleh karena itu, penelitian ini memberikan kontribusi penting 

terhadap pemahaman dan penerapan invers matriks Leslie, baik dalam ranah 

matematika murni maupun dalam model dinamis populasi. Berikut adalah teorema 

baru terkait invers matriks Leslie berbentuk khusus 𝑛 × 𝑛 dengan 𝑛 ≥ 4, yang 

disusun menggunakan pendekatan matriks blok 2 × 2: 

𝐿𝑛
−1 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 0

1

𝑏
0 0 ⋯ 0 0 0 0

0 0
1

𝑏
0 ⋯ 0 0 0 0

0 0 0
1

𝑏
⋯ 0 0 0 0

0 0 0 0 ⋯ 0 0 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

0 0 0 0 ⋯ 0
1

𝑏
0 0

0 0 0 0 ⋯ 0 0
1

𝑏
0

0 0 0 0 ⋯ 0 0 0
1

𝑏
1

𝑎
0 0 −

1

𝑏
⋯ −

1

𝑏
−

1

𝑏
−

1

𝑏
−

1

𝑏]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

5.2 Saran 

Dalam pembahasan sebelumnya, penulis telah menguraikan langkah-langkah 

dan metode untuk menentukan invers matriks Leslie dalam bentuk khusus sesuai 

dengan Persamaan (1.1) dengan ordo 𝑛 × 𝑛 di mana 𝑛 ≥ 4, menggunakan 



 

73 
 

pendekatan matriks blok 2 × 2.  Adapun saran dari penelitian ini adalah sebagai 

berikut: 

1. Penelitian ini memberikan kesempatan untuk membandingkan metode blok 

yang diusulkan dengan metode lain selain metode adjoin yang sudah ada. 

2. Bagi pembaca yang tertarik, topik ini dapat dijadikan referensi atau dasar 

untuk pengembangan lebih lanjut, misalnya dalam menangani matriks 

Leslie yang lebih kompleks. 

3. Penelitian ini juga bisa menggunakan analisis matematis dan perangkat 

lunak seperti MATLAB atau Python, serta penerapan teknologi kecerdasan 

buatan (AI).
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