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berpangkat bilangan bulat. Berdasarkan penelitian diperoleh bentuk umum 𝑡𝑟(𝐴4
𝑛) = 0 untuk 

𝑛 bilangan bulat ganjil, 𝑡𝑟(𝐴4
𝑛) = (22+

𝑛
2(−1)

𝑛
2)𝑎𝑛 untuk 𝑛 bilangan bulat genap, 𝑡𝑟(𝐴4

−𝑛) = 0 

untuk 𝑛 bilangan bulat ganjil dan 𝑡𝑟(𝐴4
−𝑛) =

(−1)
𝑛
2

2
𝑛
2−2𝑎𝑛

 untuk 𝑛 bilangan bulat genap.     
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𝑛) = 0 for 𝑛 odd integers, 𝑡𝑟(𝐴4

𝑛) =

(22+
𝑛
2(−1)

𝑛
2)𝑎𝑛 for 𝑛 even integers, 𝑡𝑟(𝐴4
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(−1)
𝑛
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1  Latar Belakang 

Pembahasan mengenai matriks sangat menarik, disebabkan suatu matriks 

pada aljabar dapat dioperasikan ke dalam berbagai operasi matriks. Terdapat 

beberapa jenis operasi matriks yang dapat dilakukan yaitu perkalian, determinan, 

invers, trace dan lain sebagainya. Pada penelitian kali ini menggunakan operasi 

matriks yaitu trace matriks. Trace matriks merupakan jumlahan darilentri-entri 

pada diagonal utama dari matriks bujursangkar [1].  

Pembahasan kali ini mengenain trace matriks dari matriks yang berpangkat. 

Untukfmendapatkanftracesmatrikssberpangkatsmakasharusddicari terlebih dahulu 

bentuk umumnya. Langkahl selanjutnya adalah menjumlahkan entri diagonal 

utama pada matriks tersebut, maka didapatlahnhasil trace matriks berpangkatn 

tersebut. 

Beberapa penelitian tentang trace matriks berpangkat telah dilakukan pada 

tahunl2015loleh [2], penelitian tersebut membahas mengenai trace matriks 2 ×  2 

berpangkatsbilangansbulatspositifldengansbentuk matrikslsebagailberikut : 

𝑎 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] ∀ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝑅.  Adapun bentuk umum trace matriks berpangkat 

bilangan bulat positif sebagai berikut : 

𝑡𝑟(𝐴𝑛) = ∑
(−1)𝑟

𝑟!
𝑛

(𝑛−1)

2
𝑟=0 [𝑛 − (𝑟 + 1)][𝑛 − (𝑟 + 2)]… [𝑛 − (𝑟 + (𝑟 − 1))](det(𝐴))𝑟(𝑡𝑟(𝐴))𝑛−2𝑟, 

untuk 𝑛 ganjil. 

𝑡𝑟(𝐴𝑛) = ∑
(−1)𝑟

𝑟!
𝑛

𝑛

2
𝑟=0 [𝑛 − (𝑟 + 1)][𝑛 − (𝑟 + 2)]… [𝑛 − (𝑟 + (𝑟 − 1))](det(𝐴))𝑟(𝑡𝑟(𝐴))𝑛−2𝑟, 

untuk 𝑛 genap. 

Mengenai trace matriks real berpangkat bilangan bulatlnegatif telah dibahas 

juga oleh [3] pada tahun 2018, denganlbentuklmatrikslsebagailberikut : 
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𝑎 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] ∀ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝑅. Adapundbentuklfumumdtracelfmatrikslfberpangkat 

bilanganlbulatlnegatif sesebagailberikut : 

𝑡𝑟(𝐴−𝑛) =
𝑡𝑟(𝐴𝑛)

(det(𝐴))𝑛
 

=
∑

(−1)𝑟

𝑟!
𝑛

(𝑛−1)
2

𝑟=0 [𝑛 − (𝑟 + 1)][𝑛 − (𝑟 + 2)]… [𝑛 − (𝑟 + (𝑟 − 1))](det(𝐴))𝑟(𝑡𝑟(𝐴))𝑛−2𝑟

(det(𝐴))𝑛
 

untuk 𝑛 ganjil. 

𝑡𝑟(𝐴−𝑛) =
𝑡𝑟(𝐴𝑛)

(det(𝐴))𝑛
 

=
∑

(−1)𝑟

𝑟!
𝑛

𝑛
2
𝑟=0 [𝑛 − (𝑟 + 1)][𝑛 − (𝑟 + 2)]… [𝑛 − (𝑟 + (𝑟 − 1))](det(𝐴))𝑟(𝑡𝑟(𝐴))𝑛−2𝑟

(det(𝐴))𝑛
 

untuk 𝑛 genap. 

Selanjutnya pada tahun yang sama oleh [4] telah meneliti mengenai trace 

matriks yang berbentuklkhususl3 ×  3 berpangkatlbilanganlbulatlpositifldengan 

matriks 𝐴 sebagailberikut : 

𝐴 = [
1 0 0
0 𝑎 𝑎
0 𝑏 𝑏

] dengan 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, dan nilai tracesmatrikssberpangkatdbilangan 

bulatlpositifladalah : 

𝑡𝑟(𝐴𝑛) = 1 + (𝑎 + 𝑏)𝑛. 

Masih mengenai trace matriks berpangkat [5] membahas bentuk umum dari 

trace matriksfberbentuk khususlberpangkatlbilanganlbulatlpositifldenganlmatriks 

yang digunakan adalah : 

𝐴 = [
𝑎 𝑎 𝑎
𝑎 𝑎 𝑎
𝑎 𝑎 𝑎

] ∀ 𝑎 ∈ 𝑅. Dan hasil trace matriksnya diperoleh yaitu : 

𝑡𝑟(𝐴𝑛) = (3𝑎)𝑛. 

Penelitian oleh [6] pada tahun 2021 telah meneliti mengenaiftracefmatriks 

berbentukskhusus 4 × 4 berpangkatdbilangandbulatddengansmatriks 𝐴4 sebagai 

berikut : 
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𝐴4 = [

0
𝑏

𝑏
0

𝑏
𝑏

𝑏
𝑏

𝑏
𝑏

𝑏
𝑏

0
𝑏

𝑏
0

] dengan 𝑏 ∈ 𝑅, dan nilai trace matriks 𝐴4 berpangkat 

bilangan bulat : 

𝑡𝑟(𝐴4
−𝑛) = ((−1)𝑛3𝑛+1 + 1)3−𝑛𝑏−𝑛. 

Selanjutnya penelitian [7] juga membahas mengenai bentuk umum dari trace 

matriks 4 × 4 berpangkat bilangan bulat positif. Matriks yang digunakan adalah 

matriks segitiga atas (𝐴4) dan matriks segitiga bawah (𝐵4) dengan bentuk matriks 

sebagai berikut : 

(𝐴4) = [

𝑎
0
0
0

𝑏
𝑎
0
0

𝑐
𝑏
𝑎
0

𝑑
𝑐
𝑏
𝑎

] ∀ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝑅, 

(𝐵4) = [

𝑎
𝑏
𝑐
𝑑

0
𝑎
𝑏
𝑐

0
0
𝑎
𝑏

0
0
0
𝑎

]∀ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝑅, 

Penelitian tersebut memperoleh hasillbentukfumumftracefmatriksssegitigaf4 × 4 

berpangkatlbilanganlbulatlpositiflyaitu : 

𝑡𝑟(𝐴4
𝑛) = 𝑡𝑟(𝐵4

𝑛) = 4(𝑎𝑛). 

Telah dibahas oleh [8] mengenai trace matriks simetris 5 × 5 berpangkat 

bilangan bulat dengan matriks yang digunakan adalah : 

𝐴 =

[
 
 
 
 
0
𝑏
𝑏

𝑏
0
𝑏

𝑏
𝑏
0

𝑏
𝑏
𝑏

𝑏
𝑏
𝑏

𝑏
𝑏

𝑏
𝑏

𝑏
𝑏

0
𝑏

𝑏
0]
 
 
 
 

 ∀ 𝑏 ∈ 𝑅. Dan hasil trace matriks 𝐴 berpangkat bilangan 

bulat diperoleh yaitu : 

𝑡𝑟(𝐴5
𝑛) = (4𝑛 − (−1)𝑛+14)𝑏𝑛. Untuklberpangkatlbilanganlbulatlpositif. 

𝑡𝑟(𝐴5
𝑛) =

(−1)𝑛4𝑛+1+1

4𝑛𝑏𝑛
 . Untuk berpangkatlbilanganlbulatlnegatif. 

Padadtahund2019 [9] juga membahas bentuksumumddaridtracedmatriks 

simetrisfbentukskhusus 𝑛 × 𝑛 berpangkatfbilangandbulatdnegatif. Matriks yang 

digunakan adalah : 
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𝐴𝑛 =

[
 
 
 
 
0
𝑏
𝑏

𝑏
0
𝑏

𝑏
𝑏
0

𝑏
𝑏
𝑏

⋯
⋯
⋯

𝑏
𝑏
𝑏

⋮
𝑏

⋮
𝑏

⋮
𝑏

⋮
𝑏

⋱
⋯

⋮
0]
 
 
 
 

 ∀ 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑏 ≠ 0. Hasil trace 𝐴𝑛 berpangkat 

bilangan bulat negatif yang diperoleh yaitu : 

𝑡𝑟(𝐴𝑛)
−𝑚 =

(−1)𝑚(𝑛−1)𝑚+1+1

(𝑛−1)𝑚+1𝑏𝑚
. 

Selanjutnya [10] telah meneliti mengenai trace matriks simetris bentuk 

khusus 𝑛 × 𝑛 berpangkat bilangan bulat positif dengan matriks 𝐴𝑛 sebagailberikut 

: 

𝐴𝑛×𝑛 =

[
 
 
 
 
0
𝑏
𝑏

𝑏
0
𝑏

𝑏
𝑏
0

𝑏
𝑏
𝑏

⋯
⋯
⋯

𝑏
𝑏
𝑏

⋮
𝑏

⋮
𝑏

⋮
𝑏

⋮
𝑏

⋱
⋯

⋮
0]
 
 
 
 

 ∀ 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑏 ≠ 0. Dan hasil trace yang diperoleh 

yaitu : 

𝑡𝑟(𝐴𝑛×𝑛)
𝑚 = ((𝑛 − 1)𝑚 − (−1)𝑚+1(𝑛 − 1))𝑏𝑚. 

Padastahunf2019 [11] membahasstracedmatriksskhusussberpangkatsbilangan 

bulatlpositif. Matrikslyangldigunakan adalah : 

𝐴𝑛 =

[
 
 
 
 
 
𝑎1
𝑎2
⋮

𝑎1
𝑎2
⋮

⋯
⋯
 

𝑎1
𝑎2
⋮

𝑎𝑖
⋮
𝑎𝑛

𝑎𝑖
⋮
𝑎𝑛

⋯
 
⋯

𝑎𝑖
⋮
𝑎𝑛]
 
 
 
 
 

 ∀ 𝑎𝑖 ∈ 𝑅, 𝑖 = 1, 2,⋯ , 𝑛. Hasil trace yaitu : 

𝑡𝑟(𝐴𝑛)
𝑚 = (∑ 𝑎𝑖

𝑛
𝑖=1 )𝑚, ∀𝑛 ≥ 2 dan 𝑚 ∈ 𝑍+. 

Berdasarkan pembahasan yang telah dipaparkan, diketahui bahwa belum ada 

yang membahas tentang trace matriks berpangkat dari matriks anti simetris. Jadi, 

penulis tertarik untuk membahas mengenai trace matriks anti simetris berpangkat 

bilangan bulat, maka penulis mengambil judul proposal tugas akhir ini 

denganfjudul “TracefMatriks Anti SimetrislBerbentuklKhusus 𝟒 ×  𝟒 

Berpangkat Bilangan Bulat”. 
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1.2  Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang, dapat dirumuskan suatu masalah yaitu 

bagaimana bentukdumumstracesmatrikssantissimetrissberbentuk khusus 4 ×  4 

dengan pangkat bilangan bulat ? 

1.3  Batasan Masalah 

Dalamldpenelitianlfinilfdiperlukannyalsbatasanldmasalahlduntukldmencegah 

meluasnyaspermasalahansyangfadafdansagarspembahasanslebihdterarah, adapun 

batasanldmasalahnyalfadalahlfmatrikslfyanglfdigunakanldmatriksldantildsimetris 

berbentuklkhususlyaitu : 

 𝐴4 = [

0
−𝑎
0
−𝑎

𝑎
0
−𝑎
0

0
𝑎
0
−𝑎

𝑎
0
𝑎
0

]∀𝑎 ∈ 𝑅, 𝑎 ≠ 0.      (1.1) 

1.4  Tujuan Penelitian 

Tujuanspenulisanstugassakhirsinisadalahsuntuksmendapatkandbentukdumum 

tracelfmatrikslfantilfsimetrislfberbentuklfkhusus 4 ×  4 padalfPersamaan (1.1) 

berpangkatlbilanganlbulat. 

1.5  Manfaat Penelitian 

Beberapalmanfaatldarilpenelitianliniladalah: 

1. Menambahfwawasanfyangflebihfluassbagispenulisdsertaspembacadmengenai  

materidtentangdtracedmatriks, khususnyasuntukdbentukdumumddaridtrace 

matrikslantilsimetrislberbentuklkhusus 𝟒 ×  𝟒  berpangkatlbilanganlbulat. 

2. Untuksmenambahfwawasanfbagifpenulissdansdijadikandreferensidbaruspada 

dunialpendidikanldalamlbidanglmatematika. 

1.6  Sistematika Penelitian 

Sistematikalpenulisanlpadafproposalftugasfakhirfinifdibagifmenjadifbeberapa 

bab. Berikutlpenjelasanlmasing-masinglbab: 

BAB I PENDAHULUAN 

Bab ini berisikan latar belakang masalah, rumusan masalah, batasan 

masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian dan sistematika 
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penulisan. 

BAB II LANDASANlTEORIlsd 

Bablfinilfmenjelaskandlandasandteoridyangddigunakanlfmatriks anti 

simetris, perkalianlmatriksfdanftracefmatriks, sertafbeberapafdefinisi 

danlteorema. 

BAB III METODE PENELITIAN 

Bab ini menjelaskan tentang langkah-langkah penulis dalam 

menentukan bentuk umum trace matriks anti simetris berbentuk 

khusus 4 ×  4 berpangkat bilangan bulat. 

BAB IV PEMBAHASAN 

Bab ini berisi pembahasan tentang cara-cara untuk mendapatkan hasil 

penelitian Tugas Akhir. 

BAB V PENUTUP 

Bab ini berisi tentang kesimpulan yang menjelaskan inti dari seluruh 

pembahasan dan saran. 
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BAB II 

LANDASAN TEORI 

 

Pada bab ini membahas teori yang mendukung penulis dalam menyelesaikan 

permasalahan yang akan dibahas pada bab selanjutnya. Teorilsyanglddapat 

mendukungdpenyelesaiandtugaslfakhirlfinilfadalahlfmatriksdantilfsimetris, trace 

matriks, perkalianlmatriksldanlperpangkatan. 

2.1  MatrikslAntilSimetris  

Definisi 2.1 MatriksfAntifSimetris [12] Sebuahfmatriksfbujursagkarf𝐴fdisebut 

anti simetris jikal𝐴 = −𝐴𝑡. 

Contohl2.1  

Diberikanlsuatulmatriksl𝐴lyanglordo 4 ×  4 yaitu : 

𝐴 = [

0
2
0
−9

−2
0
−1
7

0
1
0
2

9
−7
2
0

] dan hasil transpose matriks ialah  

𝐴𝑡 = [

0
−2
0
9

2
0
1
−7

0
−1
0
−2

−9
7
−2
0

]  

Makal𝐴ldisebutlmatrikslantilsimetrislsesuaildenganlDefinisil2.1. 

Teoremaf2.1lSifat-Sifat Matriks Anti Simetris [12] Jika 𝐴 dan 𝐵 adalah matriks 

anti simetris dengan ukuran yang sama, danljikal𝑘ladalahlskalarlsebarang, maka : 

(a) −𝐴𝑡ladalahlanti simetris. 

(b) Semua elemen yang berada didiagonal utama bernilai 0. 

(c) 𝑘𝐴 adalah anti simetris. 

Contoh 2.2  

Diberikan matriks 𝐴 = [

0
3
−1
−4

−3
0
−2
4

1
2
0
1

4
−4
−1
0

] dan 𝐵 = [

0
−1
−4
5

1
0
−3
−2

4
3
0
2

−5
2
−2
0

], 
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Periksa apakah: 

(a) 𝐴ldanl𝐵ladalah matrikslantilsimetris. 

(b) 𝑘𝐴 danl𝑘𝐵lmatriksladalah antilsimetris. 

Penyelesaian : 

1. Akanldiperiksalbahwa 𝐴 dan 𝐵 adalah matriks anti simetris.  

 𝐴𝑡 = [

0
−3
1
4

3
0
2
−4

−1
−2
0
−1

−4
4
1
0

]  

= − [

0
3
−1
−4

−3
0
−2
4

1
2
0
1

4
−4
−1
0

]  

= −𝐴  

𝐵𝑡 = [

0
−1
4
−5

−1
0
3
2

−4
−3
0
−2

5
−2
2
0

]  

= − [

0
−1
−4
5

1
0
−3
−2

4
3
0
2

−5
2
−2
0

]  

= −𝐵  

Berdasarkan matriks 𝐴𝑡 = −𝐴 dan 𝐵𝑡 = −𝐵 maka terbukti bahwa matriks 𝐴 dan 

𝐵 adalah anti simetris. 

2. Akanldiperiksal𝑘𝐴ldanl𝑘𝐵ladalah matriks antilsimetris. 

a. Akanldiperiksalbahwal𝑘𝐴 = −(𝑘𝐴)𝑡. 

𝑘𝐴 = 𝑘 ∙ [

0
3
−1
−4

−3
0
−2
4

1
2
0
1

4
−4
−1
0

] = [

0
3𝑘
−𝑘
−4𝑘

−3𝑘
0
−2𝑘
4𝑘

𝑘
2𝑘
0
𝑘

4𝑘
−4𝑘
−𝑘
0

] 

(𝑘𝐴)𝑡 = [

0
−3𝑘
𝑘
4𝑘

3𝑘
0
2𝑘
4𝑘

−𝑘
−2𝑘
0
−𝑘

−4𝑘
4𝑘
𝑘
0

] 
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= − [

0
3𝑘
−𝑘
−4𝑘

−3𝑘
0
−2𝑘
−4𝑘

𝑘
2𝑘
0
𝑘

4𝑘
−4𝑘
−𝑘
0

]  

= −𝑘𝐴  

b. Akan diperiksa bahwa 𝑘𝐵 = −(𝑘𝐵)𝑡. 

𝑘𝐵 = 𝑘 ∙ [

0
−1
−4
5

1
0
−3
−2

4
3
0
2

−5
2
−2
0

] = [

0
−𝑘
−4𝑘
5𝑘

𝑘
0
−3𝑘
−2𝑘

4𝑘
3𝑘
0
2𝑘

−5𝑘
2𝑘
−2𝑘
0

] 

(𝑘𝐵)𝑡 = [

0
𝑘
4𝑘
−5𝑘

−𝑘
0
3𝑘
2𝑘

−4𝑘
−3𝑘
0
−2𝑘

5𝑘
−2𝑘
2𝑘
0

]  

= −[

0
−𝑘
−4𝑘
5𝑘

𝑘
0
−3𝑘
−2𝑘

4𝑘
3𝑘
0
2𝑘

−5𝑘
2𝑘
−2𝑘
0

]  

= −𝑘𝐵  

Berdasarkan hasil tersebut makalterbuktilbahwal𝑘𝐴ldanl𝑘𝐵ladalahlantilsimetris. 

2.2  Perkalian Matriks 

Perkaliandsuatusmatrikssdapatsdilakukanddengandduadcaralfyaitulfperkalian 

matriksfdenganfskalarfdansperkalianfmatrikssdengansmatriks. Berikutddiberikan 

beberapaldefinisilyanglberhubunganldenganlperkalianlmatriks. 

2.2.1  Perkalian Matriks dengan Skalar 

Definisid2.2 PerkaliandMatrikssdengandSkalar [13] Jikas𝐴dadalahdmatriks 

sebarangsdan 𝑐 adalahdskalardsebarang, makashasildkali (product) 𝑐𝐴dadalah 

matrikslyangfdiperolehfdari perkalianlmasing-masingfentrif𝐴fdenganf𝑐. Maka 𝑐𝐴 

disebutlsebagailkelipatanlskalarldaril𝐴. 

Contoh 2.3 

Diberikanlmatriks 𝐴 = [

0
3
−1
−4

−3
0
−2
4

1
2
0
1

4
−4
−1
0

], tentukan hasil dari 3𝐴 ! 

Penyelesaian : 
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Jika 𝐴 = [

0
3
−1
−4

−3
0
−2
4

1
2
0
1

4
−4
−1
0

], maka  

3𝐴 = 3 [

0
3
−1
−4

−3
0
−2
4

1
2
0
1

4
−4
−1
0

] = [

0
9
−3
−12

−9
0
−6
12

3
6
0
3

12
−12
−3
0

] 

2.2.2  Perkalian Matriks dengan Matriks 

Definisil2.3 PerkalianlMatriksldenganlMatriks [13] Jikal𝐴ladalahlmatriks 𝑚× 𝑟 

danl𝐵ladalahlmatriks 𝑟 × 𝑛, makalhasillkalildari 𝐴𝐵 adalahlmatriks 𝑚 × 𝑛lyang 

manasentri-entrinyasditentukan.  

Untuksmencarifentrifdalamsbarisf𝑖fdanfkoloms𝑗daris𝐴𝐵,pisahkansbariss𝑖sdarism

atrikss𝐴sdanskoloms𝑗sdarismatrikss𝐵. Kalikan entri-entri yang bersesuaian dari 

baris dan kolom tersebut dan kemudian jumlahkanlhasillkalilyangldidapatkan. 

Contohl2.4 

Diberikanlmatriksl𝐴 = [

0
3
−1
−4

−3
0
−2
4

1
2
0
1

4
−4
−1
0

] dan 𝐵 = [

0
−1
−4
5

1
0
−3
−2

4
3
0
2

−5
2
−2
0

], 

tentukan 𝐴𝐵 ! 

Penyelesaian : 

𝐴𝐵 = [

0
3
−1
−4

−3
0
−2
4

1
2
0
1

4
−4
−1
0

] [

0
−1
−4
5

1
0
−3
−2

4
3
0
2

−5
2
−2
0

] = [

19
−28
−3
−8

−11
5
1
−7

−1
4
−12
−4

−8
−19
1
26

] . 

 

2.3  Perpangkatan Matriks 

Definisid2.4 PerpangkatansMatriks [13] Jikaf𝑨fadalahsmatrikssbujursangkar, 

makaldefinisildarilpangkatlinteger tak negatif daril𝑨ladalah : 

𝐴0 = 𝐼, 𝐴𝑛 = 𝐴𝐴⋯𝐴 ⏟    
𝑛 𝑓𝑎𝑘𝑡𝑜𝑟

(𝑛 > 0), 

Selanjutnya, jikas𝐴sdibalikdmakaddefinisisdaridpangkatdintegersnegatifsdarid𝐴 
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adalah : 

𝐴𝑛 = (𝐴−1)𝑛, 𝐴−𝑛 = 𝐴−1𝐴−1⋯𝐴−1 ⏟        
𝑛 𝑓𝑎𝑘𝑡𝑜𝑟

. 

Contohl2.5 

Diberikanlmatriksl𝐴 = [

0
3
−1
−4

−3
0
−2
4

1
2
0
1

4
−4
−1
0

],  tentukanlah 𝐴2! 

Penyelesaian : 

𝐴2 = 𝐴 ∙ 𝐴  

= [

0
3
−1
−4

−3
0
−2
4

1
2
0
1

4
−4
−1
0

] [

0
3
−1
−4

−3
0
−2
4

1
2
0
1

4
−4
−1
0

]  

= [

−26
14
−2
11

14
−29
−1
10

−2
−1
−6
4

11
10
4
−33

] 

2.4 Determinan Matriks dan Invers Matriks  

Definisild2.5 Determinan Matriks Dalam menentukan determinan dari sebuah 

matriks, ada beberapa metode yang dapat digunakan salah satunya adalah metode 

ekspansi kofaktor. Berikut adalah definisi dan teorema yang berkaitan dengan 

ekspansi kofaktor. 

Definisis2.6 KofaktorsMatriks [14] Jikas𝐴sadalahasuatuamatriks bujursangkar, 

makadminorddaridentri 𝑎𝑖𝑗 dinyatakandsebagai 𝑀𝑖𝑗 danddidefinisikandsebagai 

determinanlfdarilfsubmatrikslfyanglftersisalfsetelahlfbarislfke-𝑖lfdanlfkolomlfke-𝑗 

dihilangkanddarid𝐴. Bilangan (−1)𝑖+𝑗𝑀𝑖𝑗 dinyatakanssebagais𝐶𝑖𝑗 danddisebut 

sebagailkofaktorldarilentri 𝑎𝑖𝑗. 

Contoh 2.6 

Diberikan matriks 𝐴 = [
3 1 0
2 1 1
6 2 2

], maka carilah minor dan kofaktorldarilentri 

𝑎12! 
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Penyelesaian : 

𝑀12 = |
2 1
6 2

| = −2, 

dan kofaktorldaril𝑎12ladalah 

𝐶12 = (−1)
1+2𝑀12 = −𝑀12 = 2.  

Teoremad2.2 DeterminanddengandKofaktor [14] Determinandmatriksd𝐴𝑛×𝑛 

dapatsdihitungsdengansmengalikansentri-entridpadadsebarangdbarisdataulfkolom 

denganlskofaktor-kofaktornyalsdanldmenjumlahkanldhasillskalilsyanglfdiperoleh, 

dimanaluntuklsetiap 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 dan 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛, maka 

 𝑑𝑒𝑡(𝐴) = 𝑎1𝑗𝐶1𝑗 + 𝑎2𝑗𝐶2𝑗 +⋯+ 𝑎𝑛𝑗𝐶𝑛𝑗  

 (ekspansi kofaktor sepanjang kolom ke-𝑗), dan  

 𝑑𝑒𝑡(𝐴) = 𝑎𝑖1𝐶𝑖1 + 𝑎𝑖2𝐶𝑖2 +⋯+ 𝑎𝑖𝑛𝐶𝑖𝑛  

 (ekspansi kofaktor sepanjang kolom ke-𝑖). 

Contoh 2.7 

Misalkan 𝐴 = [
3 1 0
2 1 1
6 2 2

], hitunglah 𝑑𝑒𝑡(𝐴) dengan menggunakanl ekspansi 

kofaktorlsepanjanglbarislpertamaldari 𝐴! 

Penyelesaian : 

𝑑𝑒𝑡(𝐴) = 𝑎11𝐶11 + 𝑎12𝐶12 + 𝑎13𝐶13  

DenganlmenggunakanlTeorema 2.2, maka : 

𝑑𝑒𝑡(𝐴) = |
3 1 0
2 1 1
6 2 2

| = 3 |
1 1
2 2

| − 1 |
2 1
6 2

| + 0 |
2 1
6 2

|  

 = 3(0) − 1(−2) + 0(−2) = 2.   

Definisif2.7fInversfMatriks [14] Jikaf𝐴fadalahfsuatufmatriksfbujursangkarfdan 

jikasterdapatfmatriksf𝐵fyangfukurannyafsama sedemikian rupa sehingga 𝐴𝐵 =

𝐵𝐴 = 𝐼, makaf𝐴fdisebutfdapatfdibalik (invertible) danf𝐵 disebutfsebagaifinvers 

(inverse) darisA. Jika matriks 𝐵 tidak dapat didefinisikan, maka 𝐴 dinyatakan 
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sebagai matriks singular. 

Definisis2.8 AdjoinsMatriks [12] Jikaf𝐴fadalahfmatriksf𝑛 × 𝑛fsebarangfdan 𝐶𝑖𝑗 

adalahskofaktorddari 𝑎𝑖𝑗, makadmatriks [

𝐶11
𝐶21

𝐶12
𝐶22

⋯
⋯

𝐶1𝑛
𝐶2𝑛

⋮
𝐶𝑛1

⋮
𝐶𝑛2

 
⋯

⋮
𝐶𝑛𝑛

] disebut matriks 

kofaktor 𝐴. Transposldarilmatriks ini disebut adjoin dari 𝐴 dan dinyatakan sebagai 

𝑎𝑑𝑗(𝐴). 

Contohl2.8 

Misalkanl𝐴 = [
3 1 0
2 1 1
6 2 2

], hitunglah kofaktor-kofaktor dari 𝐴! 

Penyelesaian : 

𝐶11 = (−1)
1+1 |

1 1
2 2

| = 0  

𝐶12 = (−1)
1+2 |

2 1
6 2

| = 2  

𝐶13 = (−1)
1+3 |

2 1
6 2

| = −2  

𝐶21 = (−1)
2+1 |

1 0
2 2

| = −2  

𝐶22 = (−1)
2+2 |

3 0
6 2

| = 6  

𝐶23 = (−1)
2+3 |

3 1
6 2

| = 0  

𝐶31 = (−1)
3+1 |

1 0
1 1

| = 1  

𝐶32 = (−1)
3+2 |

3 0
2 1

| = −3  

𝐶33 = (−1)
3+3 |

3 1
2 1

| = 1 
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Jadilmatrikslkofaktornya adalah 𝐴 = [
0 2 −2
−2 6 0
1 −3 1

] 

Danladjoinldaril𝐴ladalah 𝑎𝑑𝑗(𝐴) = [
0 −2 1
2 6 −3
−2 0 1

]. 

 

Teoremal2.3lInvers [14] Jikal𝐴ladalahlmatrikslyangldapatldibalik, maka : 

 𝐴−1 =
1

det(𝐴)
𝑎𝑑𝑗(𝐴). 

Contohl2.9 

Misalkan 𝐴 = [
3 1 0
2 1 1
6 2 2

], hitunglahlinversldaril𝐴! 

Penyelesaian : 

BerdasarkanlfContohlf2.7 telahlfdiperoleh 𝑑𝑒𝑡(𝐴) = 2lfdan pada Contoh 2.8 

diperoleh 𝑘𝑜𝑓(𝐴) = [
0 2 −2
−2 6 0
1 −3 1

] dan 𝑎𝑑𝑗(𝐴) = [
0 −2 1
2 6 −3
−2 0 1

]. Dengan 

menggunakan Teorema 2.3 dapat diperoleh : 

𝐴−1 =
1

det(𝐴)
𝑎𝑑𝑗(𝐴) =

1

2
[
0 −2 1
2 6 −3
−2 0 1

] =

[
 
 
 0 −1 1

2⁄

1 3 −3
2⁄

−1 0 1
2⁄ ]
 
 
 

. 

Untuk menunjukkanfbahwafinversfdarifmatriksf𝐴fadalahfbenar, makafdilakukan 

pembuktianlmenggunakanlaturanlinverslyaitu 𝐴𝐴−1 = 𝐴−1𝐴 = 𝐼. 

𝐴−1𝐴 = 𝐼  

=

[
 
 
 0 −1 1

2⁄

1 3 −3
2⁄

−1 0 1
2⁄ ]
 
 
 

∙ [
3 1 0
2 1 1
6 2 2

]  

= [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]  

Terbuktilbahwalinversldarilmatriksl𝐴ltersebutlbenar. 
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2.5 Trace Matriks 

Definisif2.9 TracefMatriks [14] Jikaf𝐴fadalahsmatriksfbujursangkar, makaftrace 

darid𝐴 dinyatakan sebagais𝑡𝑟(𝐴), didefinisikanssebagaisjumlahsentri-entrispada 

diagonaldutama. Tracelfdarilf𝐴lftidaklfdapatlfdidefinisikanlfjikalfbukanlfmatriks 

bujursangkar. 

Contoh 2.10 

Misalkan 𝐴 = [
3 1 0
2 1 1
6 2 2

], hitunglah 𝑡𝑟(𝐴) dan 𝑡𝑟(𝐴2)! 

Penyelesaian : 

𝐴 = [
3 1 0
2 1 1
6 2 2

], maka 

𝑡𝑟(𝐴) = 3 + 1 + 2 = 6, dan 

     𝐴2 = 𝐴 ∙ 𝐴 = [
3 1 0
2 1 1
6 2 2

] [
3 1 0
2 1 1
6 2 2

] = [
11 4 1
14 5 3
34 12 6

], maka 

𝑡𝑟(𝐴2) = 11 + 5 + 6 = 22. 

Pembahasanfmengenailbentukfumumftracefmatriksfberpangkatftelahfdibahas 

oleh [15] , denganlfjudul “Trace Matriks Simetris Berbentuk Khusus 3 × 3 

BerpangkatsBilangansBulat”.  

Berikutsuraianstahapansdalamdmemperolehdtrace matriksltersebut. 

a. Diberikanlsuatulmatrikslsimetrislbentuklkhususl3 × 3. 

 𝐴3 = [
0 b b
b 0 b
b b 0

] ∀𝑏 ∈ 𝑅, 𝑏 ≠ 0. 

b. Menentukan perpangkatan matriks 𝐴3
2 sampai 𝐴3

10 yaitu : 

𝐴3 = [
0 b b
b 0 b
b b 0

]  

𝐴3
2 = 𝐴3 ∙ 𝐴3 
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    = [
0 b b
b 0 b
b b 0

] . [
0 b b
b 0 b
b b 0

]  

    = [
2𝑏2 𝑏2 𝑏2

𝑏2 2𝑏2 𝑏2

𝑏2 𝑏2 2𝑏2
]  

Denganlcaralyanglsamaldiperoleh 𝐴3
3lsampai 𝐴3

10 yaitu : 

𝐴3
3 = [

2𝑏3 3𝑏3 3𝑏3

3𝑏3 2𝑏3 3𝑏3

3𝑏3 3𝑏3 2𝑏3
]  

𝐴3
4 = [

6𝑏4 5𝑏4 5𝑏4

5𝑏4 6𝑏4 5𝑏4

5𝑏4 5𝑏4 6𝑏4
]  

𝐴3
5 = [

10𝑏5 11𝑏5 11𝑏5

11𝑏5 10𝑏5 11𝑏5

11𝑏5 11𝑏5 10𝑏5
]  

𝐴3
6 = [

22𝑏6 21𝑏6 21𝑏6

21𝑏6 22𝑏6 21𝑏6

21𝑏6 21𝑏6 22𝑏6
]  

𝐴3
7 = [

42𝑏7 43𝑏7 43𝑏7

43𝑏7 42𝑏7 43𝑏7

43𝑏7 43𝑏7 42𝑏7
]  

𝐴3
8 = [

86𝑏8 85𝑏8 85𝑏8

85𝑏8 86𝑏8 85𝑏8

85𝑏8 85𝑏8 86𝑏8
]  

𝐴3
9 = [

170𝑏9 171𝑏9 171𝑏9

171𝑏9 170𝑏9 171𝑏9

171𝑏9 171𝑏9 170𝑏9
]  

𝐴3
10 = [

342𝑏10 341𝑏10 341𝑏10

341𝑏10 342𝑏10 341𝑏10

341𝑏10 341𝑏10 342𝑏10
]  

c. Menduga bentuk umum 𝐴3
𝑛 sebagai berikut : 
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𝐴3
𝑛 =

[
 
 
 
 
 
 
2𝑛 − (−1)𝑛+12

3
𝑏𝑛

2𝑛 + (−1)𝑛+1

3
𝑏𝑛

2𝑛 + (−1)𝑛+1

3
𝑏𝑛

2𝑛 + (−1)𝑛+1

3
𝑏𝑛

2𝑛 − (−1)𝑛+13

3
𝑏𝑛

2𝑛 + (−1)𝑛+1

3
𝑏𝑛

2𝑛 + (−1)𝑛+1

3
𝑏𝑛

2𝑛 + (−1)𝑛+1

3
𝑏𝑛

2𝑛 − (−1)𝑛+12

3
𝑏𝑛]
 
 
 
 
 
 

 

d. Membuktikansbentukfumumf𝐴3
𝑛 dengansmenggunakansinduksismatematika 

yaitu : 

Teoremalf2.4 [15] Diberikanlfsuatudmatriks 𝐴3 = [
0 b b
b 0 b
b b 0

]∀𝑏 ∈ 𝑅, 𝑏 ≠ 0, 

maka: 

𝐴3
𝑛 =

[
 
 
 
 
 
 
2𝑛 − (−1)𝑛+12

3
𝑏𝑛

2𝑛 + (−1)𝑛+1

3
𝑏𝑛

2𝑛 + (−1)𝑛+1

3
𝑏𝑛

2𝑛 + (−1)𝑛+1

3
𝑏𝑛

2𝑛 − (−1)𝑛+13

3
𝑏𝑛

2𝑛 + (−1)𝑛+1

3
𝑏𝑛

2𝑛 + (−1)𝑛+1

3
𝑏𝑛

2𝑛 + (−1)𝑛+1

3
𝑏𝑛

2𝑛 − (−1)𝑛+12

3
𝑏𝑛]
 
 
 
 
 
 

 

Bukti : Pembuktian Teoremal2.4ftelahfdibuktikanldilhalaman 24-30fpadaflaporan 

tugaslakhir [15] tahun 2021. 

Setelahlsmendapatkanlfbentuklsumumlsdarilsperpangkatanlfmatrikslfsimetris 

bentukskhususs𝟑 × 𝟑fberpangkatsbilangansbulatdpositifddandtelahsterbuktidpada 

Teoremas2.4, makasdapatsdiperolehstracesmatriksssimetrissberpangkatsbilangan 

bulatlpositiflpadalteoremal2.5lberikut : 

Teoremal2.5 [15] Diberikanlmatriks   

𝐴3
𝑛 =

[
 
 
 
 
2𝑛−(−1)𝑛+12

3
𝑏𝑛

2𝑛+(−1)𝑛+1

3
𝑏𝑛

2𝑛+(−1)𝑛+1

3
𝑏𝑛

2𝑛+(−1)𝑛+1

3
𝑏𝑛

2𝑛−(−1)𝑛+13

3
𝑏𝑛

2𝑛+(−1)𝑛+1

3
𝑏𝑛

2𝑛+(−1)𝑛+1

3
𝑏𝑛

2𝑛+(−1)𝑛+1

3
𝑏𝑛

2𝑛−(−1)𝑛+12

3
𝑏𝑛]
 
 
 
 

, ∀𝑏 ∈ 𝑅, 𝑏 ≠ 0, maka 

𝑡𝑟(𝐴3
𝑛) = 3 (

2𝑛−(−1)𝑛+12

3
) 𝑏𝑛, dengan n bilangan bulat positif. 

Bukti : PembuktianlTeoremal2.5ltelahldibuktikanldilhalaman 30-31 padallaporan 

tugaslakhir [15] tahun 2021. 
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e. Menentukanlinverslmatriks 𝐴3
−1 denganlmetodeladjoinlyaitu : 

𝐴3
−1 =

1

det(𝐴)
𝑎𝑑𝑗(𝐴) 

=
1

2𝑏3
[
−𝑏2 𝑏2 𝑏2

𝑏2 −𝑏2 𝑏2

𝑏2 𝑏2 −𝑏2
] 

        𝐴3
−1 =

[
 
 
 
 −

1

2𝑏

1

2𝑏

1

2𝑏
1

2𝑏
−

1

2𝑏

1

2𝑏
1

2𝑏

1

2𝑏
−

1

2𝑏]
 
 
 
 

 

Menentukan perpangkatan matriks 𝐴3
−2 sampai 𝐴3

−10 yaitu : 

𝐴3
−2 = 𝐴3

−1 ∙ 𝐴3
−1 =

[
 
 
 
 

3

4𝑏2
−

1

4𝑏2
−

1

4𝑏2

−
1

4𝑏2
3

4𝑏2
−

1

4𝑏2

−
1

4𝑏2
−

1

4𝑏2
3

4𝑏2 ]
 
 
 
 

  

𝐴3
−3 = 𝐴3

−2 ∙ 𝐴3
−1 =

[
 
 
 
 −

5

8𝑏3
3

8𝑏3
3

8𝑏3

3

8𝑏3
−

5

8𝑏3
3

8𝑏3

3

8𝑏3
3

8𝑏3
−

5

8𝑏3]
 
 
 
 

  

𝐴3
−4 = 𝐴3

−3 ∙ 𝐴3
−1 =

[
 
 
 
 

11

16𝑏4
−

5

16𝑏4
−

5

16𝑏4

−
5

16𝑏4
11

16𝑏4
−

5

16𝑏4

−
5

16𝑏4
−

5

16𝑏4
11

16𝑏4 ]
 
 
 
 

  

𝐴3
−5 = 𝐴3

−4 ∙ 𝐴3
−1 =

[
 
 
 
 −

21

32𝑏5
11

32𝑏5
11

32𝑏5

11

32𝑏5
−

21

32𝑏5
11

32𝑏5

11

32𝑏5
11

32𝑏5
−

21

32𝑏5]
 
 
 
 

  

𝐴3
−6 = 𝐴3

−5 ∙ 𝐴3
−1 =

[
 
 
 
 

43

64𝑏6
−

21

64𝑏6
−

21

64𝑏6

−
21

64𝑏6
43

64𝑏6
−

21

64𝑏6

−
21

64𝑏6
−

21

64𝑏6
43

64𝑏6 ]
 
 
 
 

  

𝐴3
−7 = 𝐴3

−6 ∙ 𝐴3
−1 =

[
 
 
 
 −

85

128𝑏7
43

128𝑏7
43

128𝑏7

43

128𝑏7
−

85

128𝑏7
43

128𝑏7

43

128𝑏7
43

128𝑏7
−

85

128𝑏7]
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𝐴3
−8 = 𝐴3

−7 ∙ 𝐴3
−1 =

[
 
 
 
 

171

256𝑏8
−

85

256𝑏8
−

85

256𝑏8

−
85

256𝑏8
171

256𝑏8
−

85

256𝑏8

−
85

256𝑏8
−

85

256𝑏8
171

256𝑏8 ]
 
 
 
 

  

𝐴3
−9 = 𝐴3

−8 ∙ 𝐴3
−1 =

[
 
 
 
 −

341

512𝑏9
171

512𝑏9
171

512𝑏9

171

512𝑏9
−

341

512𝑏9
171

512𝑏9

171

512𝑏9
171

512𝑏9
−

341

512𝑏9]
 
 
 
 

  

𝐴3
−10 = 𝐴3

−9 ∙ 𝐴3
−1 =

[
 
 
 
 

683

1024𝑏10
−

341

1024𝑏10
−

341

1024𝑏10

−
341

1024𝑏10
683

1024𝑏10
−

341

1024𝑏10

−
341

1024𝑏10
−

341

1024𝑏10
683

1024𝑏10 ]
 
 
 
 

  

f. Menduga bentuk umum 𝐴3
−𝑛 sebagailberikut : 

𝐴3
−𝑛 =

[
 
 
 
 
 
 
(−1)𝑛2𝑛+1 + 1

3 ∙ 2𝑛 ∙ 𝑏𝑛
(−1)𝑛+12𝑛 + 1

3 ∙ 2𝑛 ∙ 𝑏𝑛
(−1)𝑛+12𝑛 + 1

3 ∙ 2𝑛 ∙ 𝑏𝑛

(−1)𝑛+12𝑛 + 1

3 ∙ 2𝑛 ∙ 𝑏𝑛
(−1)𝑛2𝑛+1 + 1

3 ∙ 2𝑛 ∙ 𝑏𝑛
(−1)𝑛+12𝑛 + 1

3 ∙ 2𝑛 ∙ 𝑏𝑛

(−1)𝑛+12𝑛 + 1

3 ∙ 2𝑛 ∙ 𝑏𝑛
(−1)𝑛+12𝑛 + 1

3 ∙ 2𝑛 ∙ 𝑏𝑛
(−1)𝑛2𝑛+1 + 1

3 ∙ 2𝑛 ∙ 𝑏𝑛 ]
 
 
 
 
 
 

 

g. Membuktikanlbentuklumum 𝐴3
−𝑛 denganlmenggunakanlaturanlinverslyaitu : 

Teorema 2.6 [15] Diberikanlfsuatulfmatriks 𝐴3 = [
0 b b
b 0 b
b b 0

]∀𝑏 ∈ 𝑅, 𝑏 ≠ 0, 

maka: 

𝐴3
−𝑛 =

[
 
 
 
 
 
 
(−1)𝑛2𝑛+1 + 1

3 ∙ 2𝑛 ∙ 𝑏𝑛
(−1)𝑛+12𝑛 + 1

3 ∙ 2𝑛 ∙ 𝑏𝑛
(−1)𝑛+12𝑛 + 1

3 ∙ 2𝑛 ∙ 𝑏𝑛

(−1)𝑛+12𝑛 + 1

3 ∙ 2𝑛 ∙ 𝑏𝑛
(−1)𝑛2𝑛+1 + 1

3 ∙ 2𝑛 ∙ 𝑏𝑛
(−1)𝑛+12𝑛 + 1

3 ∙ 2𝑛 ∙ 𝑏𝑛

(−1)𝑛+12𝑛 + 1

3 ∙ 2𝑛 ∙ 𝑏𝑛
(−1)𝑛+12𝑛 + 1

3 ∙ 2𝑛 ∙ 𝑏𝑛
(−1)𝑛2𝑛+1 + 1

3 ∙ 2𝑛 ∙ 𝑏𝑛 ]
 
 
 
 
 
 

 

Bukti : PembuktianlTeoremal2.6ltelahldibuktikanldilhalamanl36-57lpadallaporan 

tugaslakhir [15] tahun 2021. 
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Setelahlsmendapatkan bentuklsumumlsdarilsperpangkatanlfmatrikslssimetris 

bentukdkhususs𝟑 × 𝟑fberpangkatfbilanganfbulatsnegatifsdandtelahdterbuktidpada 

Teoremas2.6, makasdapatsdiperolehstracesmatriksssimetrissberpangkatsbilangan 

bulatlnegatiflpadalteoremal2.7lberikut : 

Teoremal2.7 [15] Diberikanlmatriks   

𝐴3
−𝑛 =

[
 
 
 
 
(−1)𝑛2𝑛+1+1

3∙2𝑛∙𝑏𝑛
(−1)𝑛+12𝑛+1

3∙2𝑛∙𝑏𝑛
(−1)𝑛+12𝑛+1

3∙2𝑛∙𝑏𝑛

(−1)𝑛+12𝑛+1

3∙2𝑛∙𝑏𝑛
(−1)𝑛2𝑛+1+1

3∙2𝑛∙𝑏𝑛
(−1)𝑛+12𝑛+1

3∙2𝑛∙𝑏𝑛

(−1)𝑛+12𝑛+1

3∙2𝑛∙𝑏𝑛
(−1)𝑛+12𝑛+1

3∙2𝑛∙𝑏𝑛
(−1)𝑛2𝑛+1+1

3∙2𝑛∙𝑏𝑛 ]
 
 
 
 

, ∀𝑏 ∈ 𝑅, 𝑏 ≠ 0, maka  

𝑡𝑟(𝐴3
−𝑛) = 3 (

(−1)𝑛2𝑛+1+1

3∙2𝑛∙𝑏𝑛
)  

Bukti : PembuktiansTeoremas2.7 telahsdibuktikanfdishalamans57spadaslaporan 

tugaslakhir [15] tahun 2021. 

2.6 Induksi Matematika 

Induksildmatematikaldadalahldsuatuldmetode pembuktian deduktiflduntuk 

membuktikanlfpernyataanlsmatematika benar atau salah. Induksilsmatematika 

digunakansuntuksmembuktikandpernyataan matematika. Berikutsprinsipsinduksi 

matematika : Misalkans𝑝(𝑛) menyatakanssuatuspernyataan bilngan bulatspositif 

danlakanldibuktikanlbahwaspernyataanl𝑝(𝑛)tersebutfbenarfuntukisemualbilangan 

positifd𝑛, makaduntukdmembuktikandpernyataandinisdigunakansaturandsebagai 

berikut : 

1. Akanlditunjukkanl𝑝(1) benar. 

2. Jikal𝑝(𝑛) benar, makal𝑝(𝑛 + 1) jugalbenarluntuk 𝑛 ≥ 1. 

Contoh 2.11 

Diberikan matriks 𝐴3 = [
𝑎 0 0
0 𝑎 0
0 0 𝑎

] 𝑎 ∈ 𝑅, 𝑎 ≠ 0, maka 
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𝐴3
𝑛 =

[
 
 
 
 
3𝑛+(−1)𝑛+1

4
𝑎𝑛 0 0

0
3𝑛+(−1)𝑛+1

4
𝑎𝑛 0

0 0
3𝑛+(−1)𝑛+1

4
𝑎𝑛]
 
 
 
 

  

Penyelesaian : 

Misalkan 𝑝(𝑛) yang menyatakan bahwa untuk setiap 𝑛 ∈ 𝑁 dengan 

 𝑝(𝑛) ∶ 𝐴3
𝑛 =

[
 
 
 
 
3𝑛+(−1)𝑛+1

4
𝑎𝑛 0 0

0
3𝑛+(−1)𝑛+1

4
𝑎𝑛 0

0 0
3𝑛+(−1)𝑛+1

4
𝑎𝑛]
 
 
 
 

,∀ 𝑛 ∈ 𝑁. 

1. Basis Induksi 

Akan ditunjukkan 𝑝(1) benar. 

𝑝(𝑛) ∶ 𝐴3
𝑛 =

[
 
 
 
 
3𝑛+(−1)𝑛+1

4
𝑎𝑛 0 0

0
3𝑛+(−1)𝑛+1

4
𝑎𝑛 0

0 0
3𝑛+(−1)𝑛+1

4
𝑎𝑛]
 
 
 
 

  

𝑝(1) ∶ 𝐴3
𝑛 =

[
 
 
 
 
3𝑛+(−1)𝑛+1

4
𝑎𝑛 0 0

0
3𝑛+(−1)𝑛+1

4
𝑎𝑛 0

0 0
3𝑛+(−1)𝑛+1

4
𝑎𝑛]
 
 
 
 

   

  = [
𝑎 0 0
0 𝑎 0
0 0 𝑎

]  

Jadi, 𝑝(1) benar. 

2. LangkahlInduksildth 

Selanjutnya, akan dibuktikanlbahwa 𝑝(𝑛 + 1) juga benar, yaitu : 

𝑝(𝑛 + 1): 𝐴3
𝑛 =

[
 
 
 
 
3𝑛+1+(−1)𝑛+1+1

4
𝑎𝑛+1 0 0

0
3𝑛+1+(−1)𝑛+1+1

4
𝑎𝑛+1 0

0 0
3𝑛+1+(−1)𝑛+1+1

4
𝑎𝑛+1]

 
 
 
 

  

Sehingga dapat kita buktikan sebagai berikut : 
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𝐴3
𝑛+1 = 𝐴3

𝑛. 𝐴3
1  

=

[
 
 
 
 
 
 
3𝑛+1 + (−1)𝑛+1+1

4
𝑎𝑛+1 0 0

0
3𝑛+1 + (−1)𝑛+1+1

4
𝑎𝑛+1 0

0 0
3𝑛+1 + (−1)𝑛+1+1

4
𝑎𝑛+1]

 
 
 
 
 
 

. [
𝑎 0 0
0 𝑎 0
0 0 𝑎

] 

=

[
 
 
 
 
 
 
3𝑛+1 + (−1)𝑛+1+1

4
𝑎𝑛+1(𝑎) 0 0

0
3𝑛+1 + (−1)𝑛+1+1

4
𝑎𝑛+1(𝑎) 0

0 0
3𝑛+1 + (−1)𝑛+1+1

4
𝑎𝑛+1(𝑎)]

 
 
 
 
 
 

 

=

[
 
 
 
 
3𝑛+1+(−𝑎)𝑛+2

4
𝑎𝑛+2 0 0

0
3𝑛+1+(−𝑎)𝑛+2

4
𝑎𝑛+2 0

0 0
3𝑛+1+(−𝑎)𝑛+2

4
𝑎𝑛+2]

 
 
 
 

  

Jadi, untukllangkahlbasisldanllangkahlinduksilkeduanyaltelahldiperlihatkan 

benar, makalterbuktilbahwalmatriks 𝐴3 = [
𝑎 0 0
0 𝑎 0
0 0 𝑎

] 𝑎 ∈ 𝑅, 𝑎 ≠ 0, maka 

𝐴3
𝑛 =

[
 
 
 
 
3𝑛+(−1)𝑛+1

4
𝑎𝑛 0 0

0
3𝑛+(−1)𝑛+1

4
𝑎𝑛 0

0 0
3𝑛+(−1)𝑛+1

4
𝑎𝑛]
 
 
 
 

. 
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BAB III 

METODOLOGI PENELITIAN 

 

Tugas Langkah-langkah yang digunakan penulis dalaml menyelesaikan 

penelitian ini untuk mendapatkan bentuk umum trace 

matrikssantifsimetrisfkhusus 4 × 4 berpangkatfbilanganfbulat adalah sebagai 

berikut : 

1. Diberikanlmatrikslantilsimetris pada Persamaan (1.1)  

𝐴4 = [

0
−𝑎
0
−𝑎

𝑎
0
−𝑎
0

0
𝑎
0
−𝑎

𝑎
0
𝑎
0

]∀ 𝑎 ∈ 𝑅, 𝑎 ≠ 0.

2. Menentukan perpangkatan matriks (𝐴4)
2  sampai (𝐴4)

10. 

3. Mendugadbentukdumumdperpangkatandmatriks (𝐴4) 
𝑛 dengand𝑛dbilangan  

bulatlpositif. 

4. Membuktikanfbentukfumumfmatriksfantifsimetris (𝐴4) 
𝑛 denganf𝑛fbilangan 

bulatlpositiflmenggunakanlinduksilmatematika. 

5. Mendapatkan 𝑡𝑟(𝐴4
𝑛), 𝑛 bilanganlsbulatlspositiflddenganlsmenggunakan 

definisiltracelmatriks. 

6. Menentukanlinversldarilmatriks 𝐴4 menggunakanlmetodeladjoin. 

7. Menentukanlperpangkatan matriks (𝐴4)
−2  sampai (𝐴4)

−10. 

8. Mendugalfbentukdumumdperpangkatanlfmatriks (𝐴4) 
𝑛 denganf𝑛sbilangan 

bulatlnegatif. 

9. Membuktikanlfbentuklsumum (𝐴4) 
𝑛, denganls𝑛lsbilanganlsbulatldnegatif 

menggunakanlaturanlinverslyaitu 𝐴4
−𝑛𝐴4

𝑛 = 𝐴4
𝑛𝐴4

−𝑛 = 𝐼 . 

10. Mendapatkan bentuk umum 𝑡𝑟(𝐴4
𝑛), 𝑛 bilanganlsbulatldnegatiflsdengan 

menggunakanldefinisiltracelmatriks. 

11. Aplikasilbentuklumum 𝑡𝑟(𝐴4
𝑛), dengan 𝑛 bilangan bulat dalam contoh soa
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BAB V 

PENUTUP 

 

5.1  Kesimpulan  

Berdasarkan hasil dan pembahasan pada Bab IV tentang trace matriks anti 

simetris berbentuk khusus 4 × 4 b erpangkat bilangan bulat dengan 

menggunakan matriks pada Persamaan (1.4) maka diperoleh kesimpulan sebagai 

berikut : 

1. Bentuk umum perpangkatan matriks anti simetris untuk 𝐴4
𝑛 dan 𝐴4

−𝑛 : 

𝐴4
𝑛 =

{
 
 
 
 

 
 
 
 

[
 
 
 
 

0

(−1)
𝑛+1

2 2
𝑛−1

2 𝑎𝑛
(−1)

𝑛−1

2 2
𝑛−1

2 𝑎𝑛

0
0

(−1)
𝑛+1

2 2
𝑛−1

2 𝑎𝑛
(−1)

𝑛+1

2 2
𝑛−1

2 𝑎𝑛

0

0

(−1)
𝑛−1

2 2
𝑛−1

2 𝑎𝑛
(−1)

𝑛−1

2 2
𝑛−1

2 𝑎𝑛

0
0

(−1)
𝑛+1

2 2
𝑛−1

2 𝑎𝑛
(−1)

𝑛−1

2 2
𝑛−1

2 𝑎𝑛

0 ]
 
 
 
 

, untuk n bilangan bulat ganjil.

                          [

(−1)
𝑛

22
𝑛

2𝑎𝑛

0

0

(−1)
𝑛

22
𝑛

2𝑎𝑛

0
0

0
0

0
0

0
0

(−1)
𝑛

22
𝑛

2𝑎𝑛

0

0

(−1)
𝑛

22
𝑛

2𝑎𝑛

] , untuk n bilangan bulat genap.

  

𝐴4
−𝑛 =

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 

0

(−1)
𝑛 − 1

2
∙

1

2
𝑛+1
2 𝑎𝑛

0

(−1)
𝑛 − 1

2
∙

1

2
𝑛+1
2 𝑎𝑛

(−1)
𝑛 + 1

2
∙

1

2
𝑛+1
2 𝑎𝑛

0

(−1)
𝑛 − 1

2
∙

1

2
𝑛+1
2 𝑎𝑛

0

0

(−1)
𝑛 + 1

2
∙

1

2
𝑛+1
2 𝑎𝑛

0

(−1)
𝑛 − 1

2
∙

1

2
𝑛+1
2 𝑎𝑛

(−1)
𝑛 + 1

2
∙

1

2
𝑛+1
2 𝑎𝑛

0

(−1)
𝑛 + 1

2
∙

1

2
𝑛+1
2 𝑎𝑛

0 ]
 
 
 
 
 
 

, untuk n bilangan ganjil.

                                                           

[
 
 
 
 (−1)

𝑛
2
1

2
𝑛
2𝑎𝑛

0
0
0

0

(−1)
𝑛
2
1

2
𝑛
2𝑎𝑛

0
0

0
0

(−1)
𝑛
2
1

2
𝑛
2𝑎𝑛

0

0
0
0

(−1)
𝑛
2
1

2
𝑛
2𝑎𝑛]

 
 
 
 

, untuk n bilangan genap.

 

2. Bentuk umum trace matriks anti simetris untuk 𝐴4
𝑛 dan 𝐴4

−𝑛 ∶ 

𝑡𝑟(𝐴4
𝑛) = {

0, untuk n bilangan bulat ganjil.

(22+
𝑛
2(−1)

𝑛
2) 𝑎𝑛, untuk n bilangan bulat genap.

 

𝑡𝑟(𝐴4
−𝑛) = {

0, untuk n bilangan bulat ganjil.

(−1)
𝑛
2

2
𝑛
2−2𝑎𝑛

, untuk n bilangan bulat genap.
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5.2  Saran 

Pada tugas akhir ini, penulis membahas trace dari matriks anti simetris yang 

berbentuk khusus berukuran 4×4 berpangkatan bilangan bulat dengan entri-

entrinya bilangan real. Oleh karena itu, penulis berharap agar pembaca dapat 

mengembangkan penelitian trace matriks anti simetris yang berordo lebih  besar. 
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