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ABSTRAK

Tujuan dari tugas akhir ini adalah mendapatkan formula umum trace matriks anti simetris bentuk

khusus. Secara spesifik matriks anti simetris yang dibahas adalah matriks ordo 4 x 4

berpangkat bilangan bulat. Berdasarkan penelitian diperoleh bentuk umum tr(4,™) = 0 untuk
n n

n bilangan bulat ganjil, tr(4,™) = (22+7(—1)7)an untuk n bilangan bulat genap, tr(4,”™) = 0

(12

Ty

22

untuk n bilangan bulat ganjil dan tr(4,™) = untuk n bilangan bulat genap.

an

Kata kunci: Trace Matriks, Invers, Matriks Anti Simetris,Perpangkatan Matriks dan Induksi
Matemstika.
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TRACE ANTI-SYMMETRICAL MATRIX IN SPECIAL SHAPED
4 x 4 INTEGER RATES
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Date of Final Exam :July 03, 2024
Date of Graduation :

Mathematics Program Study
Faculty of Science and Technology
State Islamic University of Sultan Syarif Kasim Riau
Soebrantas Street N0.155 Pekanbaru

ABSTRACT

The aim of this final assignment is to obtain a general formula for anti-symmetric trace matrices of
special shapes. Specifically, the anti-symmetric matrix discussed is a 4 x 4 matrix of integer rank.

Based on research,obtain the general form tr(4,™) =0 for n odd integers, tr(4,") =
n
n n _ 5
(22+7(—1)7)an for n even integers, tr(4, ") = 0 for n odd integers and tr(4, ") = % for
22 “qn

a
N even integers.

Keywords: Trace Matrix, Inverse, Anti-Symmetric Matrix, Matrix Expansion and Mathematical
Induction.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Pembahasan mengenai matriks sangat menarik, disebabkan suatu matriks
pada aljabar dapat dioperasikan ke dalam berbagai operasi matriks. Terdapat
beberapa jenis operasi matriks yang dapat dilakukan yaitu perkalian, determinan,
invers, trace dan lain sebagainya. Pada penelitian kali ini menggunakan operasi
matriks yaitu trace matriks. Trace matriks merupakan jumlahan dari entri-entri

pada diagonal utama dari matriks bujursangkar [1].

Pembahasan kali ini mengenai trace matriks dari matriks yang berpangkat.
Untuk mendapatkan trace matriks berpangkat maka harus dicari terlebih dahulu
bentuk umumnya. Langkah selanjutnya adalah menjumlahkan entri diagonal
utama pada matriks tersebut, maka didapatlah hasil trace matriks berpangkat
tersebut.

Beberapa penelitian tentang trace matriks berpangkat telah dilakukan pada
tahun 2015 oleh [2], penelitian tersebut membahas mengenai trace matriks 2 x 2

berpangkat bilangan bulat positif dengan bentuk matriks sebagai berikut :
a= [‘z Z] Va,b,c,d € R. Adapun bentuk umum trace matriks berpangkat

bilangan bulat positif sebagai berikut :

n-1)
2 (_ 1)7‘

C
tr(A™) =Y. 2, ——n =T+ D]n—-0GT+2)]..[n— @+ @ —1))]det(A)" (tr(A))" 2",

untuk n ganijil.

(A =32 0l (r 4 Dl (r 4+ 2)] [ — (4 ( — )] (det(A)" (er(4)"2",

r!

untuk n genap.

Mengenai trace matriks real berpangkat bilangan bulat negatif telah dibahas

juga oleh [3] pada tahun 2018, dengan bentuk matriks sebagai berikut :
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a= [Ccl Z] VY a,b,c,d € R. Adapun bentuk umum trace matriks berpangkat
bilangan bulat negatif sesebagai berikut :

tr(4A™)

AT = ey

(n-1)

5.2 E - o+ Dlln— ¢ + 2] [n = ( + = D) (det(A) (r (A"
(det(A)™

untuk n ganjil.

tr(4A™)

™) = Geran

neiy exsnsg NN Y!iw e}did jey @

2 CE 4 Dl - (4 2)] e[ — (4 (r — 1)](det(A))" (er(4))"2"
(det(A))"

untuk n genap.
Selanjutnya pada tahun yang sama oleh [4] telah meneliti mengenai trace
matriks yang berbentuk khusus 3 X 3 berpangkat bilangan bulat positif dengan

matriks A sebagai berikut :

1 0 O
A=10 a a] dengan a,b € R, dan nilai trace matriks berpangkat bilangan
0O b b

bulat positif adalah :
tr(A") =1+ (a + b)™

Masih mengenai trace matriks berpangkat [5] membahas bentuk umum dari
trace matriks berbentuk khusus berpangkat bilangan bulat positif dengan matriks

yang digunakan adalah :

a a a
A= la a al V a € R. Dan hasil trace matriksnya diperoleh yaitu :
a a a

tr(A™) = (3a)™.

Penelitian oleh [6] pada tahun 2021 telah meneliti mengenai trace matriks
berbentuk khusus 4 x 4 berpangkat bilangan bulat dengan matriks A, sebagai
berikut :
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©
e
QO
S O b b b
© . _|b 0 b b i -
= A, = b b 0 b dengan b € R, dan nilai trace matriks A, berpangkat
o b b b 0
3 bilangan bulat :
= tr(A,7™) = (D3 + )3T
e Selanjutnya penelitian [7] juga membahas mengenai bentuk umum dari trace
< matriks 4 x 4 berpangkat bilangan bulat positif. Matriks yang digunakan adalah
w
< matriks segitiga atas (4,) dan matriks segitiga bawah (B,) dengan bentuk matriks
w
g sebagai berikut :
2 a b c d
QO
c =g a b Clvabcder,
0 0 0 al
a 0 0 O
_|b a 0 O
(B4-)_ c b a O Va,b,C,dER,
_d C b a

Penelitian tersebut memperoleh hasil bentuk umum trace matriks segitiga 4 x 4

berpangkat bilangan bulat positif yaitu :
tr(4,") = tr(B,") = 4(a").

Telah dibahas oleh [8] mengenai trace matriks simetris 5 X 5 berpangkat
bilangan bulat dengan matriks yang digunakan adalah :

O b b b b
b 0 b b b
A=|p b 0 b b|Vb €R. Dan hasil trace matriks A berpangkat bilangan
b b b 0 b
b b b b 0

bulat diperoleh yaitu :
tr(As™) = (4™ — (—1)™*14)b™. Untuk berpangkat bilangan bulat positif.

n (-1)"4m 141 . .
tr(As") = g Untuk berpangkat bilangan bulat negatif.

Pada tahun 2019 [9] juga membahas bentuk umum dari trace matriks
simetris bentuk khusus n X n berpangkat bilangan bulat negatif. Matriks yang

digunakan adalah :

eIy WISe) JIIeAG uej[ng Jo AJISIdATU() DTWE[S] 3}e}§
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QO

= 0O b b b b

o b 0 b b " b

© A,=|b b 0 b - b|lVb €ERDb+0. Hasil trace A, berpangkat

o A :

3 lb b b b 0J

— bilangan bulat negatif yang diperoleh yaitu :

=
—m _ (D™(m-1)M*t14q

E tr(ATl) = (n—1)m+1pm

i Selanjutnya [10] telah meneliti mengenai trace matriks simetris bentuk

g khusus n x n berpangkat bilangan bulat positif dengan matriks A,, sebagai berikut

= I

Tk

p) 0O b b b b

QO [b 0 b b b

C Ayun = |b b 0 b pl ¥ b €R,b# 0. Dan hasil trace yang diperoleh
lb b b b 0J

yaitu :

tr(Anxn)™ = (0 — D™ = (=)™ (n — 1))b™
Pada tahun 2019 [11] membahas trace matriks khusus berpangkat bilangan
bulat positif. Matriks yang digunakan adalah :

a; a4, a
a; az az

An =g, a a;| V@ €Ri=12,n Hasil trace yaitu :
an  Qn n

tr(A,)™ =CL,a)™Vn=2danme Z+.

Berdasarkan pembahasan yang telah dipaparkan, diketahui bahwa belum ada
- yang membahas tentang trace matriks berpangkat dari matriks anti simetris. Jadi,
penulis tertarik untuk membahas mengenai trace matriks anti simetris berpangkat
bilangan bulat, maka penulis mengambil judul

Anti

proposal tugas akhir ini

dengan judul “Trace Matriks Simetris Berbentuk Khusus 4 X 4

Berpangkat Bilangan Bulat”.
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©
2 B
QO
=~ 1.2 Rumusan Masalah
(@)
= Berdasarkan latar belakang, dapat dirumuskan suatu masalah yaitu
o bagaimana bentuk umum trace matriks anti simetris berbentuk khusus 4 x 4
?. dengan pangkat bilangan bulat ?
=
o 1.3 Batasan Masalah
= Dalam penelitian ini diperlukannya batasan masalah untuk mencegah
Ccf’ meluasnya permasalahan yang ada dan agar pembahasan lebih terarah, adapun
g batasan masalahnya adalah matriks yang digunakan matriks anti simetris
Q;U berbentuk khusus yaitu :
& 0 a 0 a

_|—a 0 a 0
C A= 0 -a o a| VAER, a#0. (1.2)

—a 0 _4 0

1.4  Tujuan Penelitian

Tujuan penulisan tugas akhir ini adalah untuk mendapatkan bentuk umum
trace matriks anti simetris berbentuk khusus 4 x 4 pada Persamaan (1.1)
berpangkat bilangan bulat.

1.5 Manfaat Penelitian
Beberapa manfaat dari penelitian ini adalah:

1. Menambah wawasan yang lebih luas bagi penulis serta pembaca mengenai
materi tentang trace matriks, khususnya untuk bentuk umum dari trace
matriks anti simetris berbentuk khusus 4 x 4 berpangkat bilangan bulat.

2. Untuk menambah wawasan bagi penulis dan dijadikan referensi baru pada
dunia pendidikan dalam bidang matematika.

1.6 Sistematika Penelitian
Sistematika penulisan pada proposal tugas akhir ini dibagi menjadi beberapa
bab. Berikut penjelasan masing-masing bab:
BAB I PENDAHULUAN
Bab ini berisikan latar belakang masalah, rumusan masalah, batasan

masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian dan sistematika

eIy WISe) JIIeAG uej[ng Jo AJISIdATU() DTWE[S] 3}e}§
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BAB |1

BAB Il

BAB IV

BAB V

penulisan.

LANDASAN TEORI

Bab ini menjelaskan landasan teori yang digunakan matriks anti
simetris, perkalian matriks dan trace matriks, serta beberapa definisi
dan teorema.

METODE PENELITIAN

Bab ini menjelaskan tentang langkah-langkah penulis dalam
menentukan bentuk umum trace matriks anti simetris berbentuk
khusus 4 x 4 berpangkat bilangan bulat.

PEMBAHASAN

Bab ini berisi pembahasan tentang cara-cara untuk mendapatkan hasil
penelitian Tugas Akhir.

PENUTUP
Bab ini berisi tentang kesimpulan yang menjelaskan inti dari seluruh

pembahasan dan saran.
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BAB Il
LANDASAN TEORI

Pada bab ini membahas teori yang mendukung penulis dalam menyelesaikan
permasalahan yang akan dibahas pada bab selanjutnya. Teori yang dapat

N Y!lw e}dio yeH o

— mendukung penyelesaian tugas akhir ini adalah matriks anti simetris, trace

O matriks, perkalian matriks dan perpangkatan.

L
w
g 2.1 Matriks Anti Simetris
= Definisi 2.1 Matriks Anti Simetris [12] Sebuah matriks bujursagkar A disebut
< anti simetris jika A = —A¢.
Contoh 2.1
Diberikan suatu matriks A yang ordo 4 X 4 yaitu :
0 -2 0 9
2 0 1 -7 : 8 e
A=14y _1{ o 2 |danhasiltranspose matriks ialah
-9 7 2 0
0 2 0 -9
t_|—-2 0 -1 7
S4=lo 1 0 -2
e 9 -7 -2 0
& Maka A disebut matriks anti simetris sesuai dengan Definisi 2.1.
o
E- Teorema 2.1 Sifat-Sifat Matriks Anti Simetris [12] Jika A dan B adalah matriks

anti simetris dengan ukuran yang sama, dan jika k adalah skalar sebarang, maka :
(a) —At adalah anti simetris.
(b) Semua elemen yang berada didiagonal utama bernilai 0.

(c) kA adalah anti simetris.

Contoh 2.2
0 -3 1 4 0 1 4 -5
- |3 0 2 -4 -1 0o 3 2
Diberikan matriks A= | =, =,  _{|danB=|_, 5 5 |
-4 4 1 0 5 -2 2 0
7

BIY WISe)] JIIeAG Uuej[ng Jo A}ISIdATU(N)



UIN SUSKA RIAU

C
©
©
<
wn
X
=
©
S
o
: 2
.B o] _k|_
= « ) %4%0
£ N !
wn
o] [B)
= = = xFo
s = B
L] \—
%) 4 = ~ ~
X
= ] S 302%
= £ © I
2 < ! w < o 2
s B S I E & °x1 Y ®
+— m S + - | le——l 0
£ @ Ny oS [ I SIx o
£z x n < _
2 5 §FiiliTa | § E3iSTe
= — o n o 2
S G S 1 N B B 2 s TNo ¥
g [ M ! c 2 wNOo o !
= E= NS H AN S _ N FMNOAN Il S T
= 1 1° o ©
< v = [ 1 _ “ < 2 e Xox=x
= = © ™M ON S Y 5 © =
= =] [a'a) . — oM =) LN — e — ) i _
S © L 5 M I — ., N 1 E © @ T
S & = g g2 2] T oY) —— a5 2 c \ I
= = S 3 _ _ _ I 8§ § T 8 22 !
S 5 S 8 c I I 1 I I s £ § < ! <
e} [<5] ) [4+] < <<
= S -
feB) ~—~ —_— [<5) - (<5 -
a & & a - m x
© Hak cipta milik UIN Suska Riau State Islamic University of Sultan Syarif Kasim Ria

Hak Cipta Dilindungi Undang-Undang

1. Dilarang mengutip sebagian atau seluruh karya tulis ini tanpa mencantumkan dan menyebutkan sumber:
a. Pengutipan hanya untuk kepentingan pendidikan, penelitian, penulisan karya ilmiah, penyusunan laporan, penulisan kritik atau tinjauan suatu masalah.
b. Pengutipan tidak merugikan kepentingan yang wajar UIN Suska Riau.

2. Dilarang mengumumkan dan memperbanyak sebagian atau seluruh karya tulis ini dalam bentuk apapun tanpa izin UIN Suska Riau.



NV VSNS NIN

‘nery eysng NN uizi edue) undede ynjuaq wejep Iul Sin} eA1ey yninjas neje ueibeqgas yeAueqiadwaw uep ueywnwnbuaw buele|q ‘z

)

5

v
0

{
>

&

‘nery e)snsg NiN Jefem Bueh uebunuaday uexibniaw yepn uedinbusd 'q

‘yejesew nyens uenelun neje ynuy uesinuad ‘ueiode| ueunsnAuad ‘yeiw| eAiey uesiinuad ‘ueniguad ‘ueyipipuad uebunuaday ¥ynun eAuey uedinbuad ‘e

h

:Jaquuns ueyingaAusw uep ueywnjuesusw edue) Ul Sin} eAJeY yninjas neje uelbeqes diynbusw Buele|q |

£
!

Buepun-Buepun 1Bunpuipig e3did yeH

0 —k —4k 5k
k 0 -3k -2k
4k 3k 0 2k
L5k 2k -2k O

0 k 4k -5k

—k 0 3k 2k
—4k -3k 0 -2k
Sk -2k 2k O

= —kB

Berdasarkan hasil tersebut maka terbukti bahwa kA dan kB adalah anti simetris.

(kB)" =

©

7

QO

= 0 -3k k 4k

o _ |3k o 2k -4k

© -k -2k 0 -k

o —4k —4k k 0

3 = —kA

—  b. Akan diperiksa bahwa kB = —(kB)".

(= r 0 1 4 -5 0 k 4k -5k
- _.,.|-1 0 3 2]|_|—-k 0 3k 2k
= MRl 30 2|7 |-4k -3 0 ok
o L5 -2 2 0 5k -2k 2k 0
w

&

QD

=

QO

c

2.2 Perkalian Matriks
Perkalian suatu matriks dapat dilakukan dengan dua cara yaitu perkalian
matriks dengan skalar dan perkalian matriks dengan matriks. Berikut diberikan

beberapa definisi yang berhubungan dengan perkalian matriks.

2.2.1 Perkalian Matriks dengan Skalar

Definisi 2.2 Perkalian Matriks dengan Skalar [13] Jika A adalah matriks
sebarang dan ¢ adalah skalar sebarang, maka hasil kali (product) cA adalah
matriks yang diperoleh dari perkalian masing-masing entri A dengan c. Maka cA

disebut sebagai kelipatan skalar dari A.

Contoh 2.3
0 -3 1 4
hari - _|3 0 2 -4 o dari
Diberikan matriks A = = 0 —1 , tentukan hasil dari 34 !
-4 4 1 0
Penyelesaian :
9

eIy WISe) JIIeAG uej[ng Jo AJISIdATU() DTWE[S] 3}e}§



NV VSNS NIN

‘nery eysng NN uizi edue) undede ynjuaq wejep Iul Sin} eA1ey yninjas neje ueibeqgas yeAueqiadwaw uep ueywnwnbuaw buele|q ‘z

)

5

v
0

{
>

&

‘nery e)snsg NiN Jefem Bueh uebunuaday uexibniaw yepn uedinbusd 'q

‘yejesew nyens uenelun neje ynuy uesinuad ‘ueiode| ueunsnAuad ‘yeiw| eAiey uesiinuad ‘ueniguad ‘ueyipipuad uebunuaday ¥ynun eAuey uedinbuad ‘e

h

:Jaquuns ueyingaAusw uep ueywnjuesusw edue) Ul Sin} eAJeY yninjas neje uelbeqes diynbusw Buele|q |

£
!

Buepun-Buepun 1Bunpuipig e3did yeH

©

T

QO

e 0 -3 1 4

o oA |3 0 2 -4

= Jkad=|" 5 5 _q| maka
= 4 4 1 0

3 0 -3 1 4
= _al3 0 2 -a_
= M3 2 0 1|7
= —4 4 1 0

-3
—12

0 -9 3
9 0 6
-6 0
12 3

— 2.2.2 Perkalian Matriks dengan Matriks
Ccf’ Definisi 2.3 Perkalian Matriks dengan Matriks [13] Jika A adalah matriks m X r

Q dan B adalah matriks » X n, maka hasil kali dari AB adalah matriks m X n yang

Q
A
Q
=

mana entri-entrinya ditentukan.

Untuk mencari entri dalam baris i dan kolom jdari AB,pisahkan baris i dari m

atriks A dan kolom j dari matriks B. Kalikan entri-entri yang bersesuaian dari

baris dan kolom tersebut dan kemudian jumlahkan hasil kali yang didapatkan.

Contoh 2.4

Diberikan matriks A =

tentukan AB !

0
3
-1
—4

AB =

eIy WISe) JIIeAG uej[ng Jo AJISIdATU() DTWE[S] 3}e}§

Penyelesaian :

Selanjutnya,

0
3
-1
—4

2.3 Perpangkatan Matriks

n faktor

-3
0
=/
4

_ ON R

-3 1 4 0 1
0 2 —4||-1 O
-2 0 —-1||-4 -3
4 1 0 5 =2

A= A" =AA-A (n>0),
N———

4 0
—4 _1-1
_1 dan B = -
0 5
4 -5 19
3 2|_|-28
0 -2 -3
2 0 -8

1
0
-3
-2

—-11
5

a

maka definisi dari pangkat integer tak negatif dari A adalah :

4 -19
—-12 1
-4 26

Definisi 2.4 Perpangkatan Matriks [13] Jika A adalah matriks bujursangkar,

jika A dibalik maka definisi dari pangkat integer negatif dari A

10
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adalah :
An — (A_l)n, A—n — A—lA—l "'A_l .
n faktor
Contoh 2.5
0 -3 1 4
T : _|3 0 2 -4 2)
Diberikan matriks A = =~ ~, § _4|, tentukanlah A%!
-4 4 1 0
Penyelesaian :
A2=A-A
0 -3 1 47310 -3 1 4
_|3 0 2 —4ff3 0 2 -4
-1 -2 0 -1||-1 -2 0 -1
—4 4 1 044 4 1 0
—26 14 — 11
_|14 -29 -1 10
1-2 -1 -6 4
L 11 10 4 =33

2.4 Determinan Matriks dan Invers Matriks

Definisi 2.5 Determinan Matriks Dalam menentukan determinan dari sebuah
matriks, ada beberapa metode yang dapat digunakan salah satunya adalah metode
ekspansi kofaktor. Berikut adalah definisi dan teorema yang berkaitan dengan

ekspansi kofaktor.

Definisi 2.6 Kofaktor Matriks [14] Jika A adalah suatu matriks bujursangkar,
maka minor dari entri a;; dinyatakan sebagai M;; dan didefinisikan sebagali
determinan dari submatriks yang tersisa setelah baris ke-i dan kolom ke-j
dihilangkan dari A. Bilangan (—1)i+jMij dinyatakan sebagai C;; dan disebut

sebagai kofaktor dari entri a;;.

Contoh 2.6
3 10

Diberikan matriks A =12 1 1|, maka carilah minor dan kofaktor dari entri
6 2 2

a,!

11
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Penyelesaian :

My =2 | =-2,

dan kofaktor dari a,, adalah

Ciz = (_1)1+2M12 =—-M;, = 2.

S NIN Y!I1w eydio yeH o

Teorema 2.2 Determinan dengan Kofaktor [14] Determinan matriks A,xn
g dapat dihitung dengan mengalikan entri-entri pada sebarang baris atau kolom
o dengan kofaktor-kofaktornya dan menjumlahkan hasil kali yang diperoleh,
g dimana untuk setiap1 <i <ndan 1l <j <n, maka

= det(A) = a1;Cyj + ay;Cyj + -+ + apn;Cy

(ekspansi kofaktor sepanjang kolom ke-j), dan

det(A) = a;;Cyy + apCip + -+ + a;uCin

(ekspansi kofaktor sepanjang kolom ke-i).

Contoh 2.7
31 0

Misalkan A =2 1 1|, hitunglah det(A) dengan menggunakan ekspansi
6 2 2

kofaktor sepanjang baris pertama dari A!

Penyelesaian :
det(A) = a;,Cy1 + a;,C15 + a13C43

Dengan menggunakan Teorema 2.2, maka :

3 1 0
det(d) — _all 142 o2 1
et 2%% |22| |62|+|62

=3(0) — 1(~2) + 0(=2) = 2.

Definisi 2.7 Invers Matriks [14] Jika A adalah suatu matriks bujursangkar dan
jika terdapat matriks B yang ukurannya sama sedemikian rupa sehingga AB =
BA =1, maka A disebut dapat dibalik (invertible) dan B disebut sebagai invers

(inverse) dari A. Jika matriks B tidak dapat didefinisikan, maka A dinyatakan
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; ‘ disebut matriks

j i
- 3o
S >
[5+]
c O
[5+] [<}]
o [72]
[
g g
£ <
[
< >
7] =
= 5 & E 2
X SO 7S 8 <
e © —
v < 3
= = ©
= = S
s o o G <
E SIS = =
< ] (@]
[5+] o] Y4
=R I R S
T O 0O (S — @)
C —_— 2 =
< D < <
L 2 S =~
g T 3 2
=X = - =
— S < =
) % S
— g = c ~ o~ ™
[ X - S
n [} = = o o\ _ _ Ne) = — _ —
X = £ < TR T | R TN [
. = I = ——
— (3] T~ < S N AN =N AN ON ON =N O O v
K] S S S
= c "= 2 — N HAN NWO NO AN MO MO = MO MmN
= ] =
m o o (= — o~ o — N o — N o™
7] = 2 oMn N + + + + + + + + +
n ° = < L - - N N ~ ) o o
~ < (=) © ~ —~ —~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
= hv7 = 1] c — — — — — — — — —
= oe} < ; 0 © | | I I I | | | |
- B =~ 5 ~ < 3 - J | A | | I | I
S = £ 23T 2 = g - & = &5 o0y o o 9 @ @
s £ = £ X 5 3 P N N O & S
o = [}
3 Q k] X 8 O = o
© Hak cipta milik UIN Suska Riau State Islamic University of Sultan Syarif Kasim Ria

Hak Cipta Dilindungi Undang-Undang

1. Dilarang mengutip sebagian atau seluruh karya tulis ini tanpa mencantumkan dan menyebutkan sumber:
a. Pengutipan hanya untuk kepentingan pendidikan, penelitian, penulisan karya ilmiah, penyusunan laporan, penulisan kritik atau tinjauan suatu masalah.
b. Pengutipan tidak merugikan kepentingan yang wajar UIN Suska Riau.

2. Dilarang mengumumkan dan memperbanyak sebagian atau seluruh karya tulis ini dalam bentuk apapun tanpa izin UIN Suska Riau.
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©
AR
QO
=~ 0 2 =2
© Jadi matriks kofaktornyaadalahA=|-2 6 0 ]
© 1 -3 1
L 0 -2 1
3 Dan adjoin dari A adalah adj(A) =| 2 6 —3].
= -2 0 1
=
=
Z Teorema 2.3 Invers [14] Jika A adalah matriks yang dapat dibalik, maka :
0p)
= 1 ,
£ At = ot ) adj(A).
QO
A Contoh 2.9
QO
= 3 10

Misalkan A = [2 1 1|, hitunglah invers dari A!

6 2 2

Penyelesaian :
Berdasarkan Contoh 2.7 telah diperoleh det(A) =2 dan pada Contoh 2.8

0 Lo 0 -2 1
diperoleh kof(A)=(-2 6 0| dan adj(A)=|2 6 —3|. Dengan
1 -3 1 -2 0 1
menggunakan Teorema 2.3 dapat diperoleh :
— 1
) JO -2 1 Y ; 2
-1 _ . _1 N - —_
Al = ot adj(A) = 2[ 22 8 13 1 3 /2 .
- -1 0 1/,

Untuk menunjukkan bahwa invers dari matriks A adalah benar, maka dilakukan
. pembuktian menggunakan aturan invers yaitu AA™! = A71A = 1.
ATtA=1

(0 -1 1/2 3 10
=1 3 —3/2-[211]
10 Y, a % 2
1 0 0
=0 1 0
0 0 1

Terbukti bahwa invers dari matriks A tersebut benar.

14

eIy WISe) JIIeAG uej[ng Jo AJISIdATU() DTWE[S] 3}e}§



NV VSNS NIN

‘nery eysng NN uizi edue) undede ynjuaq wejep Iul Sin} eA1ey yninjas neje ueibeqgas yeAueqiadwaw uep ueywnwnbuaw buele|q ‘z

5

’ ‘-
=3 =
Rh

&

‘nery e)snsg NiN Jefem Bueh uebunuaday uexibniaw yepn uedinbusd 'q

‘yejesew nyens uenelun neje ynuy uesinuad ‘ueiode| ueunsnAuad ‘yeiw| eAiey uesiinuad ‘ueniguad ‘ueyipipuad uebunuaday ¥ynun eAuey uedinbuad ‘e

:Jaquuns ueyingaAusw uep ueywnjuesusw edue) Ul Sin} eAJeY yninjas neje uelbeqes diynbusw Buele|q |

Buepun-Buepun 1Bunpuipig e3did yeH

2.5  Trace Matriks
" Definisi 2.9 Trace Matriks [14] Jika A adalah matriks bujursangkar, maka trace
dari A dinyatakan sebagai tr(A), didefinisikan sebagai jumlah entri-entri pada

diagonal utama. Trace dari A tidak dapat didefinisikan jika bukan matriks

N1jlw ejdio e @

- bujursangkar.
Contoh 2.10

3 1 0
2 1 1], hitunglah tr(4) dan tr(42)!
6 2 2

Misalkan A =

nely e)Xsng NN

Penyelesaian :

310
2 1 1
6 2 2

tr(A)=3+1+4+2 =6, dan

31 013 1 0 y b Y o Y
2 1 1|2 1 1|{=1|14 5 3
6 2 21l6 2 2 34 12 6
tr(4?) =11+ 5+ 6 = 22.

Pembahasan mengenai bentuk umum trace matriks berpangkat telah dibahas

A= , maka

A’ =A-A= , maka

S
=k
@D
=
—
[EEN
o1
—_

, dengan judul “Trace Matriks Simetris Berbentuk Khusus 3 x 3
Berpangkat Bilangan Bulat”.

Berikut uraian tahapan dalam memperoleh trace matriks tersebut.

a. Diberikan suatu matriks simetris bentuk khusus 3 x 3.
0 b b
A;=[b 0 b|vbeRDb=0.
b b 0
b. Menentukan perpangkatan matriks A5 sampai 4;*° yaitu :
0 b b
As=|b 0 b
b b 0
Asz = Az - A3
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o Hak Cipta Dilindungi Undang-Undang
_u__._;mw 1. Dilarang mengutip sebagian atau seluruh karya tulis ini tanpa mencantumkan dan menyebutkan sumber:
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_ b. Pengutipan tidak merugikan kepentingan yang wajar UIN Suska Riau.

- 2. Dilarang mengumumkan dan memperbanyak sebagian atau seluruh karya tulis ini dalam bentuk apapun tanpa izin UIN Suska Riau.
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©
2 B
= +1 +1 +1
x~ 2" — (=) 2 2"+ (=) 2"+ (="
2 (3 ) pn (3 ) pn (3 ) pn
E A3n _ 211 + (_1)n+1 bn 211 _ (_1)n+13 . Zn + (_1)n+1 bn
= 3 3 3
i 211 + (_1)n+1 . Zn + (_1)n+1 bn Zn _ (_1)n+12 bn
= 3 3 3 .
C - - - -
= d. Membuktikan bentuk umum A;™ dengan menggunakan induksi matematika
[9)) yaitu :
L
w
= 0 b b
® Teorema 2.4 [15] Diberikan suatu matriks 4; =|b 0 b|Vb€R,b =0,
2 b b 0
2 maka:
AL (_1)n+12 N 2n 4 (_1)n+1 N 2N 4 (_1)n+1 pn
3 3 3
A3n _ Zn + (_1)n+1 bn 211 _ (_1)n+13 bn Zn + (_1)n+1 bn
3 3 3
2" + (—1)ntt - 2" + (—1)ntt pn 2" — (-2 .
3 3 3 .

Bukti : Pembuktian Teorema 2.4 telah dibuktikan di halaman 24-30 pada laporan

tugas akhir [15] tahun 2021.

Setelah mendapatkan bentuk umum dari perpangkatan matriks simetris

g-) bentuk khusus 3 x 3 berpangkat bilangan bulat positif dan telah terbukti pada
E Teorema 2.4, maka dapat diperoleh trace matriks simetris berpangkat bilangan
c:—; bulat positif pada teorema 2.5 berikut :
]
® Teorema 2.5 [15] Diberikan matriks
S 2N — (-1t pn 2n4 (-t pn 24 (-t
3 3 3
A = 2“”‘3”““ pn Zn‘(‘;)n+13 pn 37”’("3—1)7”11)” , VbeRb=0, maka
2M4(—1)H1 pn 2M4(—1)"H1 pn 2M— (=112 pn
3 3 3

271_(_1)11+12

tr(45") =3 ( . )b“, dengan n bilangan bulat positif.

Bukti : Pembuktian Teorema 2.5 telah dibuktikan di halaman 30-31 pada laporan
tugas akhir [15] tahun 2021.
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2 B
Q
= - 171 85 85 A
@) 256b8 256b8 256b8
— _ _ _ 85 171 85
© A3 8 = A3 7. A3 1 =|— -
- 256b8 256b8 256b8
o)) 85 85 171
3 L 256b8 256b8 256b8 -
; - 341 171 171 -
512b° 512b° 512bh°
(=
= —9 -8 -1 171 341 171
A3 = A3 A3 = 5 - 5 )
=z 512b 512b 512b
0 171 171 341
o L 512b° 512b° 512p°-
(@)
g 683 341 341
1024b10 1024b10 1024b10
A ~10 9 L 341 683 341
=y Az =A; A3 T =|— 1 1 B 1
Q 1024b10 1024b10 1024b10
c 341 341 683
1024b10 1024b10 1024p10

f.  Menduga bentuk umum A; ™" sebagai berikut :

—(_1)n2n+1 +1 (_1)n+12n +1 (_1)n+12n + 17
3:2n.pn 3:2n.pn 3.2n.pn
y n (_1)n+12n +1 (_1)n2n+1 +1 (_1)n+12n +1
3 3:2n.pn 3:2n.pn 3.2n.pn
(_1)n+12n +1 (_1)n+12n +1 (_1)n2n+1 +1
| 3.2n.pn 3:2n.pn 3.2n.pn |
g. Membuktikan bentuk umum A;~" dengan menggunakan aturan invers yaitu :
0 b b
Teorema 2.6 [15] Diberikan suatu matriks A; =|b 0 b] Vb eER,b #0,
b b 0
maka
—(_1)n2n+1 +1 (_1)n+12n +1 (_1)n+12n 4+ 17
3.2n.pn 3.2n.pn 3.2n.pn
Aon o |CEDTR2R T (DT 4T (DT 4
3 3.2n.pn 3.2n.pn 3.2n.pn
(_1)n+12n +1 (_1)n+12n +1 (_1)n2n+1 +1
3.2n.pn 3.2n.pn 3.2n.pn |

Bukti : Pembuktian Teorema 2.6 telah dibuktikan di halaman 36-57 pada laporan
tugas akhir [15] tahun 2021.
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Setelah mendapatkan bentuk umum dari perpangkatan matriks simetris

diojyeH o

" bentuk khusus 3 x 3 berpangkat bilangan bulat negatif dan telah terbukti pada

Teorema 2.6, maka dapat diperoleh trace matriks simetris berpangkat bilangan

W ej

bulat negatif pada teorema 2.7 berikut :

=

— Teorema 2.7 [15] Diberikan matriks

E (—pm2™tiy1 (™21 ()"

c/) 3-2n.pn 3-2n.pn 3-2n.pn

C A, = (=D"t12"41 ("2 (—D)"HI2"41 Vb ER b £ 0 maka
(7)) 3 | 3.2n.pn 3.2n.pn 3.2N.pn ! ¢ !
-~ l(_l)‘n+12n+1 (_1)n+12n+1 (_1)n2‘n+1+1J

o 3-2n.pn 3-2n.pn 3-2n.pn

Py

iy -ny _ (—nm2n*t1lyq

2 tr(ds 7) = 3( 3.2m-pn )

Bukti : Pembuktian Teorema 2.7 telah dibuktikan di halaman 57 pada laporan
tugas akhir [15] tahun 2021.

2.6 Induksi Matematika

Induksi matematika adalah suatu metode pembuktian deduktif untuk
membuktikan pernyataan matematika benar atau salah. Induksi matematika
digunakan untuk membuktikan pernyataan matematika. Berikut prinsip induksi
matematika : Misalkan p(n) menyatakan suatu pernyataan bilngan bulat positif
dan akan dibuktikan bahwa pernyataan p(n)tersebut benar untuk semua bilangan
positif n, maka untuk membuktikan pernyataan ini digunakan aturan sebagai
berikut :

1. Akan ditunjukkan p(1) benar.
2. Jika p(n) benar, maka p(n + 1) juga benar untuk n > 1.

Contoh 2.11
a 0 O

Diberikan matriks A; = |0 a 0|a € R,a # 0, maka
0 0 a
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7N BAB |11
(@)
5 METODOLOGI PENELITIAN
©
§_ Tugas Langkah-langkah yang digunakan penulis dalam menyelesaikan
= penelitian ini untuk mendapatkan bentuk umum trace
< matriks anti simetris khusus 4 x 4 berpangkat bilangan bulat adalah sebagai
= .
berikut :
0))
g 1. Diberikan matriks anti simetris pada Persamaan (1.1)
4 0 a 0 a
>3 A, = _Oa _Oa g 2VaER,a¢0.
= —a 0 - O
2. Menentukan perpangkatan matriks (4,)? sampai (44)°.
3. Menduga bentuk umum perpangkatan matriks (4,)™ dengan n bilangan
bulat positif.
4. Membuktikan bentuk umum matriks anti simetris (4,) ™ dengan n bilangan
bulat positif menggunakan induksi matematika.
5. Mendapatkan tr(4,™), n bilangan bulat positif dengan menggunakan
definisi trace matriks.
6. Menentukan invers dari matriks A, menggunakan metode adjoin.

[HEN
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Menentukan perpangkatan matriks (4,)~? sampai (4,)1°.

Menduga bentuk umum perpangkatan matriks (4,) ™ dengan n bilangan
bulat negatif.

Membuktikan bentuk umum (A,)™, dengan n bilangan bulat negatif

menggunakan aturan invers yaitu A, "A," = A,"A, " =1,

. Mendapatkan bentuk umum tr(4,™), n bilangan bulat negatif dengan

menggunakan definisi trace matriks.

11. Aplikasi bentuk umum ¢tr(4,"), dengan n bilangan bulat dalam contoh soa

23
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BAB V
PENUTUP
5.1 Kesimpulan
Berdasarkan hasil dan pembahasan pada Bab IV tentang trace matriks anti
simetris berbentuk khusus 4 x 4 b erpangkat bilangan bulat dengan
menggunakan matriks pada Persamaan (1.4) maka diperoleh kesimpulan sebagai
berikut :
1. Bentuk umum perpangkatan matriks anti simetris untuk 4," dan 4,™" :
o (DT L0 .. (D727 an
—1) 222 a" —1)2 22 a™
D 02 @ ,H? e =D 02 ¢ n_? n1 |, untuk n bilangan bulat ganjil.
wit nm (1) 2 220" anoaa (1222 a®
At ={l=D=2za" 0 (-1)z27za" 0
- . 0 0 0
(—1)22z2a non
0 (-D22za" 9 g i
n n 0 ,untuk n bilangan bulat genap.
0 0 (—1)z2z2a™ non
0 0 0 (—1)22za™
[ 01 ( 1)n+1 1 0 ( 1)n+1 1
— 1 - Th 1 1 7 T
(_1)n2 — 2 2%1,171 (_1)71; 5 2 Z%an
0 N n—01 1 0 2z n+01 1 , untuk n bilangan ganjil.
n-1 1 (D e | T I T N () "
— . 2 ——an . . 2 ntlm
4, =102 B on 0 227 (D= "t tan 0 2z
13 1 0 0 0
— n 0 0
2 (_1)22%(1“ (_1)§ 1 S 1 , untuk n bilangan genap.
0 2Zan (D)2
0 0 22q"
2. Bentuk umum trace matriks anti simetris untuk 4," dan A,™" :

0, untuk n bilangan bulat ganjil.

tr(4,") = n.on
(A7) (22+2 (—1)2> a, untuk n bilangan bulat genap.

0, untuk n bilangan bulat ganjil.

tr(Ay7™) =19 -1z
(A7) (2_12)2 , untuk n bilangan bulat genap.
22 “qm
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Pada tugas akhir ini, penulis membahas trace dari matriks anti simetris yang
ya bilangan real. Oleh karena itu, penulis berharap agar pembaca dapat
63

berbentuk khusus berukuran 4x4 berpangkatan bilangan bulat dengan entri-
mengembangkan penelitian trace matriks anti simetris yang berordo lebih besar.

5.2 Saran

3, entrin
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