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ABSTRAK

Difteri merupakan penyakit infeksi akut yang disebabkan oleh corynebacterium diphtheria yang
menyerang saluran pernafasan. Penelitian ini menjelaskan model matematika penyebaran penyakit
difteri pada populasi terbuka dengan pemberian vaksin. Populasi dibagi menjadi empat
subpopulasi, yaitu rentan terinfeksi difteri, terinfeksi difteri, vaksinasi dan individu yang sembuh
dari difteri. Penelitian ini bertujuan untuk mengetahui bagaimana bentuk model matematika
penyebaran penyakit difteri pada populasi terbuka dengan pemberian vaksin serta megetahui
b@almana titik ekuiliberium, analisis kestabilan, bilangan reproduksi dasar dan mengetahui
baaimana simulasi numerik yang dihasilkan pada penyebaran penyakit difteri pada populasi
terbuka dengan pemberian vaksin. Berdasarkan analisis model terdapat satu titik ekuilibrium
bébas penyakit difteri dan satu titik ekuilibrium endemik penyakit difteri serta bilangan reproduksi
dasar R, . Hasil uji kestabilan titik ekuilibrium menggunakan nilai eigen diperoleh bahwa jika
R§'< 1, maka tiitk ekuilibrium bebas penyakit difteri stabil asimtotik. Sedangkan, jika R, > 1,
ngka titik ekuilibrium endemik penyakit difteri stabil asimtotik.

<
K&ta Kunci : Bilangan reproduksi dasar, model SVIR Difteri, nilai eigen, titik ekuilibrium.
w
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ABSTRACT

Diphtheria is an acute infectious disease caused by Corynebacterium diphtheria which attacks the
respiratory tract. This research explains a mathematical model of the spread of diphtheria in an
open population with vaccination. The population is divided into four subpopulations, namely
susceptible to diphtheria infection, infected with diphtheria, vaccinated and individuals who have
recovered from diphtheria. This reseach aims to find out what the mathematical model for the
spread of diptheria an open population is like by administering a vaccine, as well as finding out
what the equilibrium point is, analyzing the stability of the basic reproduction number and finding
ou,how numerical simulations are produced on the spread of diphtheria in an open population by
giving a vaccine. Based on model analysis, there is one equilibrium point free from diphtheria
digease and one equilibrium point endemic to diphtheria disease as well as the basic reproduction
n&mber Ro. The results of the equilibrium point stability test using eigenvalue show that if Ro < 1,
then the equilibrium point free from diphtheria is asymptotically stable. Meanwhile, if R > 1 then
tkg endemic equilibrium point for diphtheria is asymptotically stable.

n
Keywords :  Basic reproduction rasio, eigen values, equilibrium point , SVIR Diptheria model.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Difteri merupakan penyakit infeksi akut yang disebabkan oleh
corynebacterium diphtheria suatu bakteri Gram positif faktulatif anaerob.
Penyakit ini ditandai dengan sakit pada tenggorokan, demam, malaise dan
pada pemeriksaan ditemukan pseudomembran pada tonsil, faring, laring dan
rongga hidung. Difteri ditularkan melalui kontak langsung dengan penderita.
Pada keadaan yang lebih berat penderita difteri dapat ditandai dengan
kesulitan saat hendak menelan, sesak nafas, suara mendengkur,
pembengkakan pada leher bahkan dapat menyebabkan kematian. Kematian
biasanya disebabkan oleh tersumbatnya jalan nafas, terjadinya kerusakan otot
jantung serta terdapat kelainan susunan saraf pusat dan ginjal[1].

Badan kesehatan dunia (World Health Organization) menyatakan
bahwa pada tahun 2011 untuk kasus penyebaran difteri di Indonesia berada
pada urutan tertinggi ke-dua se-Asia, tercatat bahwa jumlah kasus difteri
mencapai angka 806 kasus. Jumlah ini meningkat dari tahun 2010 dimana
pada saat itu Indonesia juga merupakan negara tertinggi kedua dengan 385
kasus, yang berarti bahwa penyakit difteri sudah menjadi masalah serius di
Indonesia[2].

Berdasarkan data dari WHO, penyakit difteri dapat mengancam
masalah kesehatan manusia. Maka dari itu, masalah penyebaran penyakit
difteri harus lebih diperhatikan terlebih dikalangan lingkungan hidup, karena
sumber penularan utama dari penyakit ini adalah dari lingkungan hidup
seperti ruang lingkup pertemanan, rekan kerja bahkan keluarga. Salah satu
cara untuk menekan laju penularan dari penyakit difteri dengan melakukan
pemberian vaksin terhadap tubuh manusia. Dengan adanya vaksin maka akan
berkurang para penderita yang terkena penyakit difteri[3].

Langkah yang paling ampuh untuh mencegah penyebaran penyakit

difteri adalah melakukan program vaksinasi. Pemberian vaksin yang
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berfungsi untuk meningkatkan daya tubuh seseorang terhadap penyakit,
sehingga pada saat terpapar individu tersebut akan kebal atau hanya akan
merasakan gejala ringan dan tidak bisa menularkan penyaki kepada individu
lain. Pemberian vaksin dilakukan sebelum individu terinfeksi penyakit untuk
memberikan perlindungan di masa yang akan datang[4].

Mengingat pentingnya pengetahuan yang lebih terhadap penyakit ini,
maka diperlukan model matematika yang dapat membantu dalam
memprediksi dan mengendalikan penyebaran penyakit difteri. Pemodelan
yang dimaksud adalah SIR (susceptible, infected, recovered). Model ini
pertama kali diperkenalkan oleh Kermack dan McKendrick pada tahun 1927.
Bentuk umum dari model ini disajikan dalam bentuk persamaan diferensial.
Pada model SIR, populasi dibagi atas tiga kelompok, yaitu kelompok individu
yang sehat namun rentan terinfeksi penyakit(susceptible), kelompok individu
yang terinfeksi penyakit (infected) dan kelompok individu yang telah sembuh
dan kebal terhadap penyakit (recovered)[4].

Penelitian tentang penyebaran penyakit difteri sudah pernah dilakukan
oleh  Wulandari[5] pada penyebaran penyakit difteri dengan model
SIR(susceptible, infected, recovered) dalam bentuk populasi yang tertutup
menghasilkan bilangan reproduksi dasar yang besar dari satu berarti bahwa
setiap individu yang terinfeksi dapat menularkan penyakit kepada lebih dari
satu penderita baru sehingga penyebaran penyakit meluas[5]. Selanjutnya, I.
Suryani. juga melakukan penelitian mengenai analisis kestabilan penyakit
difteri dengan model MSEIR (maternal antibodies, susceptible,
exposed,infected dan recovered) dengan saturated insidece rate
menghasilkan titik ekuilibrium bebas penyakit stabil asimtotik lokal yang
berarti bahwa untuk waktu yang cukup lama penyakit difteri akan punah dan
titik ekuilibrium endemik stabil asimtotik lokal yang berarti bahwa untuk
waktu yang cukup lama penyakit difteri akan tetap ada di dalam populasi[6].
K. Putra Melakukan penelitian juga mengenai penyebaran penyakit difteri
dengan model SIQR(susceptible, infected, quarantined, dan recovered)

menghasilkan dua titik ekuilibrium dengan melakukan simulasi menunjukan



‘nery e)sng NiN uizl edue) undede ynuaq weep Ul siin} eA1ey yninjas neje ueibeqas yeAueqladwaw uep ueyjwnuwnbuaw Buele|iq 'z

NV vISNS NIN
A

‘nery eysng Nin Jefem BueA uebunuaday ueyiBnisw yepn uedynbuad g

‘yelesew niens uenelun neje ynuy uesinuad ‘uelode| ueunsnAuad ‘yeiw | efuey uesiinuad ‘uenpuad ‘ueyipipuad uebunuaday ¥njun eAuey uednnbusd ‘e

Jequins ueyngaAusw uep ueywnueousw edue) Ul siny eA1ey yninjes neje ueibeqes dynbusw Buele|iq |

Buepun-Buepun 16unpuijig eydi yeH

nery ejysng NN Yijiw eydio ey @

nery wisey JureAg uejng Jo AJISIdATU) dTWE]S] 3}e)§

bahwa pemberian vaksin merupakan cara yang efektif dalam pencegahan
penyakit penyakit difteri[7] dan P. Utami juga melakukan penelitian
mengenai pemodelan pengaruh vaksinasi terhadap penyebaran penyakit
DBD, pada penelitian ini P. Utami menghasilkan bentuk model dengan dua
titik ekuilibrium dan pengaruh vaksin terhadap penyebaran penyakit
sepenuhnya ditentukan oleh bilangan reproduksi dasarnya[8].

Berdasarkan beberapa penelitian diatas, pada penelitian ini akan
ditambahkan kelompok individu yang diberi vaksin dengan populasi terbuka.
Pemberian vaksin dianggap berpengaruh terhadap penyebaran penyakit
difteri dan banyaknya hasil dari penyebaran penyakit difteri, penggunaan
model ini tentunya berpengaruh juga terhadap populasinya, disini penulis
menggunakan populasi terbuka dimana terdapat imigrasi ataupun
perpindahan individu dari suatu tempat ke tempat yang lain. Tentu akan
mempengaruhi jumlah individu yang tertular ataupun yang menularkan.
Sehingga model yang digunakan pada penelitian ini adalah  SVIR
(susceptible, vaccinated, infected, and Recovered) yang merupakan
pengemabangan dari model penelitian sebelumnya milik Wulandari yang
hanya terdapat tiga kelompok indivu yaitu SIR (susceptible, infected,
recovered).

Maka pada penelitian kali ini penulis tertarik ingin mencoba
melakukan penelitian dengan judul “Model SVIR Penyebaran Penyakit
Difteri pada Populasi Terbuka dengan Pemberian Vaksin”.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, maka dapat
ditentukan rumusan masalah pada penelitian ini yaitu untuk mengetahui
bagaimana bentuk model matematika penyebaran penyakit difteri pada
populasi terbuka dengan pemberian vaksin serta megetahui bagaimana titik
ekuiliberium, analisis kestabilan, bilangan reproduksi dasar dan mengetahui
bagaimana simulasi numerik yang dihasilkan pada penyebaran penyakit

difteri pada populasi terbuka dengan pemberian vaksin.
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1.3 Batasan Masalah
Untuk mencegah permasalahan yang dibahas meluas maka penilitian
hanya membahas mengenai pemodelan matematika penyebaran penyakit

difteri pada populasi terbuka dengan adanya pemberian vaksin.

1.4 Tujuan penelitian

Berdasarkan rumusan masalah yang telah diuraikan, maka dapat
ditentukan tujuan penelitian ini yaitu untuk mengetahui bagaimana bentuk
model matematika penyebaran penyakit difteri pada populasi terbuka dengan
pemberian vaksin serta megetahui bagaimana titik ekuiliberium, analisis
kestabilan, bilangan reproduksi dasar dan mengetahui bagaimana simulasi
numerik yang dihasilkan pada penyebaran penyakit difteri pada populasi

terbuka dengan pemberian vaksin.

1.5 Manfaat penelitian

Penelitian ini diharapkan dapat membantu pihak pemerintah ataupun
pihak-pihak yang bergerak dibidang kesehatan untuk mencegah penyebaran
penyakit difteri semakin meluas dan apakah berpengaruh atau tidak dengan
adanya pemberian vaksin. Penelitian ini juga diharapkan dapat menambah
ilmu pengetahuan mengenai perkembangan model matematika penyebaran
penyakit dan dapat digunakan sebagai referensi untuk pembelajaran ataupun

penelitian selanjutnya.

1.6  Sistematika penulisan
Sistematika penulisan laporan tugas akhir ini terdapat pokok-pokok
permasalahan yang diuraikan menjadi beberapa bagian bagian yaitu:
BAB1 PENDAHULUAN
Bab ini membahas tentang gambaran umum isi Tugas akhir yang
meliputi tentang latar belakang masalah, rumusan masalah, tujuan

penelitian, manfaat penelitian, dan sistematika penelitian.
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BAB |1

BAB 111

LANDASAN TEORI

Bab ini berisikan semua teori yang akan dijadikan sebagai landasan
teori untuk pengembangan penulisan Tugas Akhir ini.

METODE PENELITIAN

Bab ini berisi tahapan-tahapan yang dilakukan oleh penulis untuk

menyelesaikan Tugas Akhir ini.

BAB IV PEMBAHASAN

BAB V

Bab ini berisi tentang tahapan-tahapan dilakukan oleh penulis
untuk mendapatkan hasil seperti yang disampaikan pada rumusan
masalah.

PENUTUP

Bab ini berisi kesimpulan dan saran dari hasil penelitian yang

dilakukan oleh penulis.
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BAB |1
LANDASAN TEORI

2.1  Defenisi difteri

Difteri merupakan penyakit infeksi akut yang disebabkan oleh
corynebacterium diphtheria suatu bakteri Gram positif faktulatif anaerob.
Penyakit ini ditandai dengan sakit tenggorokan, demam, malaise dan pada
pemeriksaan ditemukan pseudomembran pada tonsil, faring, laring dan
rongga hidung. Difteri ditularkan memalui kontak langsung dengan
penderita. Untuk mengetahui penderita sudah terinfeksi difteri dapat
diketahui dengan melihat tanda-tanda ataupun gejala yang dialami[9]. Berikut
gejala dan tanda-tanda penderita difteri:
a. Mengalami infeksi pada faring, laring, trakea atau kombinasinya
b. Muncul selaput bewarna putih keabu-abuan(pseudomembran) yang

tidak mudah lepas pada tenggorokan, amandel, rongga mulut atau

hidung
C. Mengalami pembengkakan pada kelenjar limfa di leher(bullneck)
d. Mengalami demam tinggi

e. Mengeluarkan bunyi saat hendak menarik nafas serta kesulitan saat
bernafas.

Masa penularan difteri dari penderita yang menunjukan gejala adalah
dua sampai dengan empat minggu. Bagi penderita yang menerima
pengobatan dengan antibiotik massa menularnya hanya satu sampai dengan
dua minggu. Namun pada penderita yang terinfeksi difteri tetapi tidak
mengalami gejala masa penularannya bisa mencapai enam bulan. Biasanya
orang yang lingkungannya dekat dengan penderita difteri biasanya sangat
rentan tertular penyakit ini seperti keluarga, teman dekat, teman sekolah
ataupun rekan kerja. Penularaan penyakit ini bisa terjadi saat penderita batuk
ataupun bersin. Selain itu, debu dan muntahan juga bisa menjadi sumber

penularan[9].



‘nery e)sng NiN uizl edue) undede ynuaq weep Ul siin} eA1ey yninjas neje ueibeqas yeAueqladwaw uep ueyjwnuwnbuaw Buele|iq 'z

NV vISNS NIN
A

‘nery eysng Nin Jefem BueA uebunuaday ueyiBnisw yepn uedynbuad g

‘yelesew niens uenelun neje ynuy uesinuad ‘uelode| ueunsnAuad ‘yeiw | efuey uesiinuad ‘uenpuad ‘ueyipipuad uebunuaday ¥njun eAuey uednnbusd ‘e

Jequins ueyngaAusw uep ueywnueousw edue) Ul siny eA1ey yninjes neje ueibeqes dynbusw Buele|iq |

Buepun-Buepun 16unpuijig eydi yeH

nery ejysng NN Yijiw eydio ey @

nery wisey JureAg uejng Jo AJISIdATU) dTWE]S] 3}e)§

Salah satu faktor yang mempengaruhi terjadinya penyakit difteri
adalah status imunasasi. Jika pemberian vaksin ini tidak optimal maka
prorses pembentukan kekebelan tubuh akan rentan terhadap penyakit difteri.
Kegagalan tersebut disebabkan oleh beberapa hal yaitu:

a. Dosis vaksin yang diberikan kurang tepat

b. Masa berlaku vaksin yang diberikan sudah melewati tanggal yang
seharusnya vaksin tersebut digunakan

C. Metode penyimpan vaksin yang mempengaruhi potensi vaksin

Vaksin yang digunakan untuk menekan lajunya pertumbuhan difteri
adalah toxoid difteri yang diperkenalkan pada tahun 1940an, dengan adanya
pemberian vaksin ini tercatat pada tahun 1980-2000 total kasus difteri
menurun hingga 90%[10].

2.2 Model SIR

Model matematika adalah salah satu teknik untuk mempresentasikan
suatu sistem yang kompleks kedalam model matematika. Dengan kata lain,
pemodelan matematika merupakan suatu kontruksi matematis yang didesain
untuk mempelajari fenomena tertentu di dunia nyata[11].

Model SIR pertama kali diperkenalkan pada tahun 1927 oleh Kermack
dan McKendrick. Model ini berbentuk sistem autonomus persamaan
diferensial. Terdapat dua jenis model SIR yaitu model epidemik SIR dan
endemik SIR. Pada model epidemik SIR digunakan untuk menggambarkan
penyebaran suatu penyakit yang bersifat epidemik sedangkan pada model
endemik SIR juga digunakan untuk mengetahui penggambaran penyebaran
penyakit yang bersifat endemik. Model SIR sudah dikembangakan oleh
beberapa ilmuwan yang memeliki ketertarikan terhadap model ini untuk
mempelajari bagimana penyebaran penyakit pada kasus-kasus tertentu[5].

Model SIR merupakan model matematika yang menggambarkan
dinamika penyebaran pada suatu penyakit menular. Pada model ini, populasi

manusia dibagi menjadi tiga kelompok, yaitu:
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1. Jumlah individu yang rentan(Susceptible)
2. Jumlah kelompok individu yang terinfeksi(Infective)

3. Jumlah individu yang sembuh(Recovered)

s 22— | .

Gambar 2.1 Kompartemen model SIR

Sehingga diperoleh untuk model SIR sebagai berikut:

as

E_ _BSI!
dl

dR
E—)/I.

Parameter-parameter yang digunakan adalah:
B : laju transisi individu yang rentan ke individu yang terinfeksi
v : laju transisi individu terinfeksi ke individu sembuh
2.3 Nilai Eigen dan Vektor Eigen
Nilai eigen merupakan nilai karakteristik suatu matriks yang
menggambarkan matriks tersebut dalam perkalian dengan suatu vektor.
Definisi 2.1
Jika adalah matriks n x n, maka vektor tak nol x pada R™ disebut vektor eigen
dari A jika Ax sama dengan perkalian suatu skalar A dari x [12], itu adalah
Ax = Ax (2.1)
Untuk beberapa skalar A. Skalar disebut dengan nilai eigen dari A, dan x
dikatakan sebagai vektor eigen yang bersesuaian dengan A.
Untuk mendapatkan nilai eigen dari matriks A, perhatikan Persamaan
(2.1) maka dapat dituliskan sebagai berikut:
AU —-A)x=0 (2.2)
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dengan I merupakan matriks identitas. Untuk mendapatkan nilai eigen dari A.
Persamaan (2.2) harus memilki solusi tak nol untuk x jika dan hanya jika

det(Al —A) =0 (2.3)
sehingga Persamaan (2.3) disebut persamaan Kkarakteristik dari matriks A.
Ketika det(Al — A) = 0 ketika diperluas, maka persamaan karakteristik A
akan membentuk Persamaan berikut:

M4 A+t c, =0 (2.4)
dari Persamaan (2.4) pada ruas kiri merupakan polynomial berderajat n
dengan koefesien dari A" adalah 1. Polynomial ini disebut sebagai
polynomial karakteristik dari A sebagai berikut:

pD) ="+ A1+t ¢, (2.5)

2.4  Persamaan Diferensial

nery ejysng NN Yijiw eydio ey @

Persamaan diferensial merupakan suatu persamaan yang memuat
turunan yang terdiri dari satu atau lebih variabel dependen terhadap satu atau
lebih variable independen[13].

2.4.1 Persamaan Diferensial Biasa

Persamaan diferensial biasa adalah suatu persamaan yang memuat
turunan atas satu atau lebih variabel dependen terhadap satu variabel
independen[14].

Contoh 2.1

dy
L — 1
I x+ 10

Berdasarkan orde dari suatu persamaan diferensial, PDB dibagi menjadi
"dua yaitu:
PDB orde satu

Yaitu persamaan diferensial biasa dengan orde (turunan tingkat tertinggi)

o

yang muncul pada persamaan adalah satu.

Contoh 2.2

@ _
dx

x y2=0

nery wisey JureAg uejng Jo AJISIdATU) dTWE]S] 3}e)§
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@)
=T . .
0. PDB orde tinggi
: Yaitu PDB dengan orde (turunan tingkat tertinggi) yang muncul pada
© persamaan lebih dari satu.
j4)]
5 Contoh 2.3
= Py &y Ay
7 dx3 4-dxz-l-dx+6y_0
c
=z
w25 Sistem Persamaan Diferensial
=
» Sistem persamaan diferensial merupakan kumpulan dari dua atau lebih
-~
‘;’ dari persamaan diferensial. Secara matematis dapat dibentuk sistem persamaan
o diferensial, sebagai berikut:
L=

x(t) = f(x,0),

dengan
dx1
/E\ /fl(frxl,xz,....,xn)'\
d dx; Fa(txs %o

i) == "a |, fo0) =| g | (2.1)
d :

d_n/ \fn(t,xsz ...... xn)‘/
dt

& dengan x; x,, ..., x,, adalah variabel tak bebas dan merupakan variabel bebas.
Jika pada f(x,t), variabel t tidak dinyatakan secara eksplisit, maka pada Sistem

Persamaan (2.1) disebut dengan sistem otonomus dan dapat ditulis dengan
x(t) = f(x)
dengan

fl(frxsz,....,xn)r

fatxrxa, xp)

).

fGx) =

fn(f.xl,xz,....,xn

10
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©
§ Sistem persamaan diferensial diklasifikasikan menjadi dua, yaitu:
: 1. Persamaan diferensial linear
© Contoh 2.5
QO a2y
i T +16y =0
= 2.  Persamaan diferensial nonlinear
= Contoh 2.6
= 2
» d?y = .
— =0
g dx2 +siny
-~
4]
Y26 Bilangan Reproduksi Dasar
j4Y]
L=

Bilangan reproduksi adalah jumlah infeksi baru yang dihasilkan dari
satu individu yang terinfeksi pada suatu populasi. Bilangan reproduksi dasar
dinotasikan dengan R, . Bilangan reproduksi dasar juga dikenal dengan istilah
nilai ambang batas epidemik.

Ry=2

Berarti bahwa satu individu yang terinfeksi dapat menghasilkan atau
menularkan 2 individu yang baru terinfeksi

Konsep dasar bilangan reproduksi sebagai berikut:

o

Jika R, < 1, berarti bahwa jumlah individu yang terinfeksi akan
menurun pada setiap generasi selanjutnya dan penyakit akan

menghilang.

o

Jika Ry > 1, berarti bahwa jumlah individu yang terinfeksi akan
meningkat pada setiap generasi, sehingga penyakit juga akan meningkat
dan mewabah.

Bilangan reproduksi dasar atau yang biasa disebut dengan nilai ambang
batas epidemik dapat ditentukan dengan matriks Next Generation yang
dikontrusikan dari kelompok individu yang terpapar ataupun Yyang
terinfeksi[16].

Untuk menentukan bilangan reproduksi dasar maka dapat dilakukan

dengan mengikuti langkah-langkah berikut ini:

11
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@)

§ 1. Misalkan n adalah jumlah kelompok individu yang terinfeksi dalam
: sebuah populasi dan x = (xy x; ...,x,) adalah mungkin kelas yang
E. terinfeksi dari individu. Dengan linearisasi disekitar titik bebas
= penyakit, maka diperoleh persamaan.

;: dx

& — = (T =U)x, (2.6)
=z

w dengan T matriks transmisi infeksi baru dalam populasi U matriks
@ transisi perpindahan individu antar kelompok individu.

-~

4]

D 2. The Next Generation matriks diperoleh dengan formula

j4Y]

L=

K=TU™?!

Bilangan reproduksi dasar merupakan nilai eigen terbesar(radius

spektral) dari matriks K.

2.7  Titik Kesetimbangan(titik ekuilibrium)

Suatu sistem persamaan diferensial dikatakan setimbang jika
persamaan tersebut tidak mengalami perubahan konstan. Pada model ini,
terdapat dua titik ekuilibrium pada model matematika penyebaran penyakit

grj difteri pada populasi terbuka dengan pemberian vaksin, yaitu titik ekuilibrium
E bebas penyakit dan titk ekuilibrium endemik penyakit. Titk ekuilibrium bebas
% penyakit merupakan dimana kondisi tidak ada lagi penyakit yang menyerang,
E- dengan kata lain tidak ada lagi yang terinfeksi penyakit difteri dan titik
ekuilibrium endemik penyakit merupakan keadaan dimana penyakit selalu ada
dimasyarakat dengan kata lain akan selalu ada Masyarakat yang terserang
penyakit.

Analisis kestabilan dilakukan untuk mengetahui bagaimana informasi
yang menggambarkan perilaku sistem pada titik ekuilibrium. Keadaan
setimbang tersebut dikatakan stabil jika solusi yang dekat dengan titik

ekuilibrium menuju titik ekuilibrium tersebut. Berikut ini diberikan definisi

11eAg ue}ng jo A}IsIaATU)

. tentang titik ekuilibrium dan kestabilannya:

12
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©)
§ Definisi 2.2 [13] Titik x € R™ merupakan titik ekuilibrium jika f(x) = 0
: Contoh 2.7

© Diberikan Sistem Persamaan diferensial yaitu:

£x) = (x1x2 + xl)

X2+ x,
Tentukan titik ekuilibrium dari sistem persamaan diferensial tersebut.

(2.1)

NIw e

— Penyelesaian.

‘C”Titik ekuilibrium dapat ditentukan jika f(x) = 0, sehingga sistem tersebut

w . .
= Mmenjadi
4]
o) XX, +x;, =0
© atau dapat ditulis menjadi
xl(xZ + 1) =0 (27)
Berdasarkan Persamaan (2.7) diperoleh x; = 0 atau x, = —1,
xlz + xz = 0 (28)

maka diperoleh %, = 0 sehingga didapat titik ekuilibrium E; = (0,0)7.
Jika ¥, = —1 dan menurut Persamaan (2.8)
X2 +x,=0

maka diperoleh x; = 1 sehingga didapat titik ekuilibrium E, = (1,—1)T.
Selanjutnya akan dijelaskan definisi kestabilan di titik ekuilibrium.

efinisi 2.3 Titik ekuilibrium x yang memenuhi f(x) = 0 Jika:

= O

Stabil jika untuk setiap € > 0 terdapat §(€) > 0, sedemikian sehingga
untuk setiap solusi x(t) yang memenuhi |[|x(t,x,) — X|| < 6 yang

mengakibatkan ||x(t, x,) — X|| < &, untuk setiap t > 0

N

Stabil asimtotik ji ka x stabil dan terdapat §; > 0, sehingga ||x(t, xy) —
x| < &, yang mengakibatkan lim,_,.||x(t, x,) — x|l = 0
Tidak stabil jika titik ekuilibrium tidak terpenuhi (1)

w

Kestabilan titik ekuilibrium x dapat ditentukan dengan memperhatikan
nilai-nilai eigen, yaitu §; = 1,2, ...,n yang dapat diperoleh dari persamaan

- karakteristik.

13
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©

§ Definisi 2.4 misalkan diberikan SPD linier sebagai berikut:

N % = Ax (2.9)
© dengan

N b

3 =|¢

= 4 [C d

~ Maka persamaan karakteristik SPD pada Persamaan (2.3), yaitu (A — Al)x =
=
=0, dapat ditulis menjadi:

(CD ar’? —bi+c=0 (2.10)
% Maka dari Persamaan (2.15) diperoleh nilai-nilai eigen sebagai berikut

4]

;_C! /11,2 _ —bivzb:—4-ac (2.11)
j4Y]

L=

Kestabilan dari titik ekuilibrium dapat ditentukan berdasarkan nilai
eigen dari matriks Jacobian. Kriteria kestabilan titik ekuilibrium dapat
disajikan pada Teorema berikut:

Teorema 2.2 Diberikan persamaan diferensial x = Ax dengan A adalah
matriks berukuran n x n memiliki k nilai eigen yang berbeda 14, 4,, ..., 1,
dengan k < n [5].

a. Titik ekuilibrium x dikatakan stabil asimtotik, jika hanya jika

R.(1;) < Ountuk setiapi = 1,2, ..., k

untuk setiapi = 1,2, ..., k

9p]

é: b. Titik ekuilibrium x dikatakan stabil, jika hanya jika R.(4;) < 0 untuk
(¢

e setiapi = 1,2,...., k

S C. Titik ekuilibrium x dikatakan tidak stabil, jika hanya jika R,(4;) > 0
=5

e

2

. Contoh 2.8

Di berikan Persamaan diferensial sebagai berikut:

dx;
E = —2x1 + x5
dx,
E — le - 3x2

Carilah titik ekuilibrium dan kestabilan titik ekuilibriumnya!

14
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©
§ Penyelesaian:
: Dari Contoh soal 2.8 diperoleh titik ekuilibrium: (x;*, x,*) = (0,0).
© Selanjutnya, Jacobian matriksnya,
QO
of, @
3 e
— ]f(xll'XZ) - af, af, |
= 92 9/
6x1 axZ
=

= dengan  fi(xy,x3) = —2x; +x, dan  f5(xq, %) = 2x; — 3x,, kemudian
(CD ditentukan terlebih dahulu turunan dari masing masing fungsi terhadap
% variabelnya, sehingga diperoleh:
0f1(x1, x3) -
=
dx,
9f>(x 1,%2) _
dxq

df2(x1, x3) o
axz 4

neiy e

2

-3

Urutan yang telah diperoleh kemudian dibentuk ke dalam matriks

jacobian sebagai berikut;

-2 1
Kemudian akan di cari nilai eigen,
det(dl — Jf(xq,x,) =0,

aee G} -2 L) =0

dee([} 0 -[2 L)=o
A+ 2 -1
L -2 A+4+3

Sehingga didapatkan persamaan karakteristiknya sebagai berikut:
1+2)1+3) - (-2)(-1) =0,
A+2)(A1+3)—-2=0,
A+31+21+6-2=0,
QA+49)A+1) =0,

det

|=o.

21 = _4,
A, =—1
15
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BAB I11
METODOLOGI PENELITIAN

Data penelitian ini merupakan data sekunder yang diperoleh dari

lw ejdio yeH 6

= jurnal-jurnal sebelumnya yang merupakan referensi dari penelitian ini.

Adapun langkah-langkah yang akan dilakukan penulis untuk

n

Z menyelesaikan penelitian ini adalah sebagai berikut:
w
c 1. Membuat Asumsi dan Membentuk Model

BYs

Selanjutnya, pada tahap ini peneliti membuat asumsi, menentukan
A parameter dan variabel yang akan digunakan untuk pembentukan diagram
= komparteman model matematika penyakit Difteri dengan populasi terbuka
dengan pemberian vaksin.

i) Asumsi

(1) Populasi bersifat terbuka, dimana dalam populasi terjadi proses
mirgrasi, perubahan pada jumlah populasi disebabkan oleh
kelahiran, kematian dan migrasi.

(2) Imigrasi diasumsikan terjadi dikelas susceptible, dan imigran
yang masuk ke populasi dipastikan tidak terinfeksi penyakit
difteri. Sedangkan emigrasi terjadi di setiap kelas susceptible,
Infected, vaccinated, dan recovered.

Selanjutnya, pada tahap ini peneliti mencari titk ekuilibriumnya yaitu

dIWe[S] 3}el§

" titik ekuilibrium bebas penyakit dan titik ekuilibrium endemik.

o

Mencari Bilangan Reproduksi Dasar
Selanjutnya, pada tahap ini peneliti mencari reproduksi dasar R .
“ Bilangan reproduksi dasar digunakan sebagai ambang batas untuk menentukan
batas antara hilang dan adanya suatu penyakit dalam suatu populasi.
3. Melakukan Analisis Kestabilan Titk Ekuilibrium Bebas Penyakit dan
Endemik Penyakit
Selanjutnya, pada tahap ini dilakukan analisis pada titik ekuilibrium
- bebas penyakit dan endemik yang telah didapat sebelumnya untuk mengetahui
a

pakah stabil, stabil asimtotik, atau tidak.
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BAB V
PENUTUP

Kesimpulan

lw g3d1o yeH ©

Berdasarkan pembahasan model matematika penyebaran penyakit difteri
pgT_‘da populasi terbuka dengan pemberian vaksin ini, dapat disimpulkan bahwa laju
p&lyebaran penyakit difteri sangat dipengaruhi oleh besarnya laju vaksin yang
=

diferima oleh individu. Sifat populasi yang terbuka juga berpengaruh jumlah
papulasi pada masing masing subpopulasi. Nilai rasio reproduksi dasar bisa
-~

d#jadikan acuan dalam mengontrol laju penyebaran penyakit difteri. Untuk
R§= paN((utm)-y)

(u+m)—a+(—(#+eﬁ)'

jika R <1, maka titik ekuilibrium bebas penyakit

(S,V,I,R) stabil asimtotik lokal, artinya populasi akan bebas dari penyakit difteri.
Sedangkan jika R > 1, maka titik ekuilibrium endemik penyakit (S*, V*,I*,R*)
stabil asimtotik lokal, artinya pada keadaan ini dalam populasi akan selalu
terdapat penyakit difteri.
5.2 Saran

Pada tugas akhir ini, tidak dilakukan pengelompokan umur dalam penelitian
mue;nggunakan model epidemik SVIR. Oleh karena itu masih terbuka kemungkinan
b@i peneliti lain selanjutnya untuk melanjutkan penelitian ini menggunakan
ngédel epidemik SVIR dengan pengelompokan umur sehingga hasil yang diperoleh
agan dapat lebih maksimal.
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Lampiran 1

dioyeH o

Frogram Matlab Bebas Penyakit

Sgptak bebas penyakit

$H1ilai awal

S& = 0,1;

v = 0.4;

I%E= 0,3;

RO = 0,2;

8L ntukan rentang waktu

tgpan = [0 100];

$Eungsi odefunc yang mengimplementasikan persamaan differensial
o¥efunc = @(t,y) I

T 1 - 0.00613*y(l) - 0.7*y(1)*y(3) - 0.006%y (1) + 0.02*y(2);

sgs/dt

c 0.006%y (1) - 0.00613*y(2)- 0.02*y(1); %dv/dt
0.7*y(1)*y(3) - 0.00613*y(3) - 0.23*y(3); 3dI/dt
0.23*y(3) - 0.00613*y(4); $dR/dt

17

%$Kondisi awal
y0 =[S0; VO; I0; RO];

%Selesaikan persamaan diferensial
[t,y] = oded5 (odefunc, tspan, y0);

%$Plot hasil
figure;

0]

es@lot S

s@bplot (3, 2, 1);
prot (t, y(:, 1));
xgabel('Waktu');
ydabel ('Populasi S'");
tgtle('Grafik S(t) ")

=
$8lot V
sabplot (3, 2, 2);
pEot (t, y(:, 2));
x®Pabel ('Waktu') ;

abel ('Populasi V') ;
tgtle ('Grafik V(t)'");
=

%giot I

sfibplot (3, 2, 3);
prot (t, y(:, 3));
x&§bel('Waktu');
yd#abel ('Populasi I1'");
t®tle ('Grafik I(t)');
pi s

L =Y
sA™ ot R
sBbplot (3, 2, 4);
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pot (t, y(:, 4));
xbabel ("Waktu') ;
yhabel ('Populasi R'");
tgtle ('Grafik R(t)');
~—

QO

Pﬁogram Matlab Endemik Penyakit

oMElai awal
Sét== 0,1;

vVe-= 0,4;
& = 0,3;

$Tentukan rentang waktu
tfpan = [0 100];

@ungsi odefunc yang mengimplementasikan persamaan differensial

oﬁffunc = Q(t,y) [

= 1 - 0.235%y(1) - 0.7%y(1)*y(3) - 0.006*y(l) + 0.02*y(2);
2gs/dt
0.006%y (1) - 0.235%y(2)- 0.02%y(1); 5dv/dt
0.7%y(1)*y(3) - 0.235%y(3) - 0.23*y(3); sdI/dt
0.23*y(3) - 0.235%y(4); dR/dt

17

%Kondisi awal
y0 =[S0; VO; I0; RO];

%Selesaikan persamaan diferensial
[t,y] = oded45 (odefunc, tspan, y0);

$Plot hasil
figure;
&

Y
$Blot S

subplot (3, 2, 1);
pfot (t, y(:, 1));
xFabel ("Waktu');
y§abel('Populasi S');
tg;le('Grafik S(t)");

=
$Biot V

smbplot (3, 2, 2);
pEot (t, y(:, 2));
xdabel ('Waktu') ;
yTabel ('Populasi V');
tescle ("Grafik V(L) ');

wn
%E&ot I
-

s@bplot (3, 2, 3);
pTot (t, y(:, 3));

bel ('Waktu');
ygabel('Populasi I');
tggle('Grafik I(t)'");

$®lot R
@
| ld

¥ w
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r

abel('Populasi R");
le('Grafik R(t)");

©

sa;aplot (3, 2, 4);
t(t, : ;
xéabel('Waktu'),

P
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