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ABSTRAK

Tygas akhir ini bertujuan untuk mendapatkan bentuk umum trace matriks dari matriks toeplitz 2-
trfdiagonal berpangkat bilangan bulat dengan ordo 4 x 4. Langkah dimulai dengan memangkatkan
fatriks dari pangkat dua hingga sebelas dan dari pangkat negatif dua hingga negatif sebelas.
Selanjutnya menduga bentuk umum matriks berpangkat bilangan bulat positif dan membuktikannya

gan menggunakan induksi matematika, serta menduga bentuk umum matriks berpangkat
lgangan bulat negatif dan membuktikannya dengan menggunakan aturan invers. Terakhir dengan
menggunakan definisi trace matriks, maka diperoleh bentuk umum trace matriks toeplitz 2-
trdiagonal ordo 4 x 4 berpangkat bilangan bulat positif serta bilangan bulat negatif yang kemudian
dEmplementasikan ke dalam contoh soal.

oA

Kata Kunci: aturan invers, induksi matematika, matriks toeplitz 2-tridiagonal, trace matriks
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ABSTRACT

This final project aims to obtain the general form of trace matrix of 2-tridiagonal toeplitz matrix
with integer rank of order 4x4. The step begins by raising the matrix from powers of two to eleven
apd from negative powers of two to negative eleven. Next, we conjecture the general form of a matrix
Wilith positive integer rank and prove it using mathematical induction, and conjecture the general
faym of a matrix with negative integer rank and prove it using inverse rule. Finally, by using the
q;ﬁnition of trace matrix, the general form of trace matrix of 2-tridiagonal toeplitz order 4x4 with
Rositive integer rank and negative integer rank is obtained and then implemented into an example

[goblem.

(@]
I(Eywords: 2-tridiagonal toeplitz matrix, inverse rule, mathematical induction, trace matrix
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sebesar-besarnya juga kepada:
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BAB |
PENDAHULUAN

Latar Belakang

N1 eydio ey o

Matriks adalah salah satu komponen studi aljabar linear. Matriks memiliki
dEfinisi sebagai susunan dari angka atau bilangan yang berbentuk persegi panjang.
Stsunan angka atau bilangan membentuk persegi panjang disebut entri dalam
r%%ltriks. Terdapat beberapa jenis matriks yang diantaranya adalah matriks bujur
sgmgkar atau persegi, matriks toeplitz, matriks tridiagonal, dan sebagainya. Salah
safu operasi matriks selain penjumlahan, perkalian, perpangkatan, determinan,
ié{/ers, dan transpose adalah trace matriks. Trace matriks adalah penjumlahan dari
semua entri yang berada di diagonal utama pada suatu matriks persegi [1].

Trace matriks dapat dicari dengan mudah yaitu hanya dengan
menjumlahkan entri diagonal utama, termasuk juga pada pencarian trace matriks
toeplitz 2-tridiagonal. Namun, jika mencari trace matriks pada matriks toeplitz 2-
tridiagonal berpangkat n, maka perlu dilakukan perpangkatan pada matriksnya,
yaitu mengalikan matriks dengan dirinya sendiri sebanyak n kali [1]. Setelah itu,
bentuk umum trace matriks dibuat dengan menggunakan definisi trace matriks.

Banyak peneliti telah melakukan penelitian mengenai bentuk umum trace
rg)atriks berpangkat, diantaranya adalah [2] pada tahun 2020 yang membahas
rﬁgngenai bentuk umum trace matriks pada matriks bentuk khusus ordo 3x3

l%rpangkat bilangan bulat positif. Pada penelitian ini, matriks khusus dengan

lintuk:
(@]

c 1 0 0

A= [0 a aldengana,b € R.

s b b

@_nelitian ini menemukan bahwa bentuk umum trace matriks berpangkatnya adalah
‘tz(An) =1+ (a+b)™

; Peneliti lainnya yang melakukan penelitian terhadap trace matriks
b‘éfpangkat adalah [3] pada tahun 2021 yang membahas mengenai bentuk umum
=

tPace matriks n X n dengan matriks yang berbentuk khusus berpangkat bilangan

w
Hulat positif. Pada penelitian ini, matriks berbentuk khusus yang digunakan adalah:
-

ey WIsey| JI
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£

Q

é‘; = {(aif)nxn a;j=ac€ R}. Hasil penelitian menunjukkan bahwa tr(4,™) =
@a)™.

©

Kemudian penelitian [4] yang juga membahas mengenai trace matriks
Berpangkat pada tahun 2020 yang membahas mengenai bentuk umum trace matriks
s’gcgitiga ordo 4 x 4 berpangkat bilangan bulat. Matriks yang digunakan pada
@nelitian ini adalah:

(@) a b ¢ d a 0 0 O
= 0 a b c b a o 0
= ,Va,b,c,d€R,dan B, = ,Vab,cde€R.
=10 0 a p “lc b a 0
) 0 0 0 ¢ d ¢ b a

PEnelitian ini menemukan bahwa bentuk umum trace matriks berpangkatnya adalah

Q
(A7) = tr(B") = 4(a™),V n € Z*, dan tr(4,™) = tr(B™) = 4 (i)

an

Selain itu, penelitian [5] yang dilakukan pada tahun 2020 tentang trace
matriks berpangkat yang membahas bentuk umum trace matriks untuk matriks
kompleks berordo 3 x 3 berpangkat bilangan bulat. Matriks berikut digunakan
dalam penelitian ini:

a+bi a—bi a-+ bi
a+bi a—bi a+bi
a+bi a—bi a+bi

Hasil penelitian menunjukkan bahwa tr(45") = (3a + bi)™.

A; = , a,b € Rdani =imajiner.

92 . .. .
55 Kemudian penelitian lainnya adalah [6] pada tahun 2021 yang membahas

—
tgntang bentuk umum trace matriks circulant kompleks bentuk khusus ordo 3 x 3
w

lierpangkat bilangan bulat. Pada penelitian ini, matriks yang digunakan adalah:

1

0 z z
=[z 0 z] denganz = a +ib,V a,b € R,dani = v/—1.
z z 0

N

SIu

nelitian ini menemukan bahwa bentuk umum trace matriks berpangkatnya adalah
@A) = @" +2(-1)")z".

Selain itu, penelitian [7] pada tahun 2021 yang membahas bentuk umum

1819

S A}

ce matriks berpangkat dari matriks Toeplitz 2-tridiagonal ordo 3 x 3 berpangkat
angan bulat positif. Matriks yang digunakan dalam penelitian ini adalah sebagai
rikut:

Bn

=

&

eTy Wisey yjiredg
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2 B

()

- 5 a 0 c

L= lO a 0|,Yab,c€eR.

o b 0 a

Ffasil penelitian ini menunjukkan bentuk umum trace matriks sebagai berikut:
- n1 .

= a"+23%.2, (2) a™2(bc)t, nganjilbn>0,n€Z

eF(A™) = n :

— a®+2 Zl?_ZO (Z) a™?'(bc)', ngenap,n=>0,n€Z

=

N Dalam penelitian [7], digunakan matriks toeplitz 2-tridiagonal dengan ordo

f,,x 3, yang berarti bentuk umum trace matriks berpangkat hanya berlaku untuk
aatriks ordo 3 x 3. Oleh karena itu, pengembangan penelitian dapat dilakukan
dBhgan menggunakan matriks yang sama tetapi dengan ordo matriks yang lebih
lgesar. Maka penulis tertarik untuk mendapatkan bentuk umum trace matriks dari
matriks toeplitz 2-tridiagonal berpangkat bilangan bulat dengan ordo 4 X 4.
Sehingga penelitian tugas akhir diberi judul “Trace Matriks Toeplitz 2-tridiagonal
Ordo 4x4 Berpangkat Bilangan Bulat”.

12  Rumusan Masalah

Berdasarkan pada uraian yang terdapat di latar belakang, maka masalah
yang dapat dirumuskan pada penelitian tugas akhir ini adalah “Bagaimana bentuk
umum dari trace matriks toeplitz 2-tridiagonal ordo 4 X 4 berpangkat bilangan

Blat?”.
2

Batasan Penelitian

weysy a3

Berdasarkan pada rumusan masalah, batasan penelitian diperlukan agar
rAasalah tidak berkembang. Oleh karena itu, penelitian tugas akhir ini membatasi
rgasalah dengan menggunakan matriks toeplitz 2-tridiagonal dengan ordo 4 X 4
sé.bagai berikut:

0
(C) ,Va,b,c € R,dana,b,c #0 (1.1)
a

STt O Q
St o Q ©
S Q OO0

eIy wise)| JureAg uejng Jo £31s
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o

Tujuan Penelitian
Tujuan dari penelitian tugas akhir ini adalah untuk mendapatkan bentuk

dari trace matriks toeplitz 2-tridiagonal ordo 4 x 4 berpangkat bilangan

Manfaat Penelitian

Penelitian tugas akhir ini memiliki beberapa manfaat, yaitu sebagai berikut:
Dapat meningkatkan pemahaman tentang matriks dan memudahkan
penyelesaian trace matriks dari perpangkatan matriks toeplitz 2-tridiagonal.
Dapat menjadi sebagai bahan referensi serta kajian pustaka untuk penelitian

bagi pihak yang membutuhkan.

Sistematika Penulisan

Tugas akhir ini terdiri dari lima bab, yaitu:

BAB I

BAB I1

B 11

o
<

eIy WIse)| JIIeAg uejngdo A;gsm@;un drure[sgajels
™
<

PENDAHULUAN

Bab ini akan membahas latar belakang penelitian, rumusan masalah,
batasan masalah, tujuan penelitian, dan sistematika penulisan.
LANDASAN TEORI

Bab ini akan membahas teori-teori pendukung yang berkaitan
dengan trace matriks toeplitz 2-tridiagonal berpangkat bilangan
bulat.

METODE PENELITIAN

Bab ini akan diisi dengan langkah-langkah untuk menentukan
bentuk umum trace matriks Toeplitz 2-tridiagonal berpangkat
bilangan bulat.

PEMBAHASAN

Bab ini akan menjelaskan bagaimana mendapatkan bentuk umum
trace matriks Toeplitz 2-tridiagonal berpangkat bilangan bulat.
PENUTUP

Bab ini akan diisi dengan kesimpulan dari seluruh pembahasan pada

Bab IV serta saran dari penulis.
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LANDASAN TEORI

Untuk menyelesaikan masalah di bab berikutnya, bab ini memberikan

[tw e1dio yeH 6

c@sar -dasar teori pendukung yang akan digunakan yaitu jenis-jenis matriks,
erpangkatan, determinan, invers matriks, trace matriks, induksi matematika, dan
t%rema binomial.

2(?1 Matriks Toeplitz

%efinisi 2.1 [8] Matriks toeplitz adalah matriks berukuran n x n yang dapat
dinyatakan dengan T, = [tx;: k,j =0,1,..,n—1] dengan ¢, ; = t;—;, dan
@étriks ini memiliki bentuk berikut:

o tg tp - tom-p
t to to1 o tom-2)
Tn = tz t1 to " t_(n_3) .
th-1 th—2 th-3 - to

Suatu matriks toeplitz dapat didefinisikan secara sederhana, yaitu sebagai berikut:
1) Matriks berbentuk bujur sangkar dengan ordo n X n.

2) Semua entri yang berada di diagonal utama bernilai sama, dengan notasi
tkj = tg—; Untuk k = jdank,j =1,2,..,n.

Semua entri yang berada di subdiagonal atau entri yang berada di atas

diagonal serta bawah diagonal bernilai sama, dengan notasi ty ; = tx—;

eIS] 23¥3S

untuk k # jdank,j =1,2,..,n [9].
é@ntoh 2.1 Berikut diberikan contoh matriks toeplitz berukuran 4 x 4 dan 6 x 6.

1 9 7 5 3 1

4 2 1 6 9 1 9 7 5 3

s 4 2 1 -7 =9 1 9 7 s
A=lg g 4 gpdB= o - o 1 o 7|

3 5 8 4 =9 L Y\ I8

-1 -3 -5 -7 -9 1
Selanjutnya pada bagian ini akan dijelaskan juga mengenai matriks

Fdiagonal, matriks toeplitz tridiagonal, dan matriks toeplitz k-tridiagonal.

eIy WIse)| JIIeAg ue”]ng Jo A31sIdATU(N)
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1. Matriks Tridiagonal

Jenis matris persegi atau bujur sangkar yang disebut tridiagonal memiliki

jdioNeH @

semua entri nol kecuali yang ada di diagonal utama dan diagonal tetangganya, yaitu
(ﬁagonal dari kedua sisi diagonal utama [10]. Maka dapat disimpulkan bahwa entri
y:ahg memiliki nilai tidak nol hanya entri yang berada di diagonal utama serta pada
diagonal atas dan bawah dari diagonal utama matriks. Bentuk umum dari matriks

tﬁdiagonal T = (tij)lsi,jsn adalah sebagai berikut:

5) -dl ay 0 0 7
Qx) b2 d2 az ‘S 0
5 . . . 1 :
(= 0 bn—l dn—l an—1
lo 0o -~ 0 b, d,|

dengan t;; = 0 untuk |i — j| = 2 [11].
Contoh 2.2 Berikut diberikan contoh matriks tridiagonal berukuran 4 x 4
1 9 00

5
T, =\,
0

S W

2
5
6

g 0 O

2.2.2. Matriks Toeplitz Tridiagonal
W Salah satu jenis matriks toeplitz adalah matriks toeplitz tridiagonal, dan

L
BBentuk umum matriks toeplitz tridiagonal ordo n x n adalah sebagai berikut:

(¢°)

b= b a 0 - 0
7y c b a - 0
= A=lag]=[o ~ ~ =~ o}
~ 0 0 ¢c b a
c 0 0 0 ¢ b
=

dengan a # 0 dan ¢ # 0 [12].

(¢}

H

(;ontoh 2.3 Berikut diberikan contoh matriks toeplitz tridiagonal berukuran 4 X 4
z 1900

32 A= 4 1 9 0

= 0 4 1 9f

. 0 0 4 1

2

=1

(@)

<«

2

]

-

5 6

=

=

=

;-
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.3. Matriks Toeplitz k-Tridiagonal

Menurut [13], matriks toeplitz k-tridiagonal umumnya dapat ditulis dengan:

An(k) — [al'f]nxn'
gan
a, i=j
b, i—j=k
4=, j—i=k"
0; l,],l—],k,]—l,k

Menurut [14], bentuk umum dari matriks toeplitz k-tridiagonal ditunjukkan

negd e)sns NN Eiiw eydioNeH o

gan
a 0 - 0 b O 07

0 a 0 : 0 b :

0 - 0 o~ 0

® _10 : "~ a b

A = c 0 & w0

(UNENGEEES @ (0 - (0

P w00t 0 a O

0 - 0 ¢ 0 - 0 gl

dengann > k dana,b,c € C.

Matriks tridiagonal merupakan matriks toeplitz k-tridiagonal dengan k =
1. Kemudian jika k = 2, maka matriks yang dimiliki adalah matriks toeplitz 2-
tridiagonal dengan bentuk matriksnya secara umum yaitu:

%)
3 a 0 ¢ 0 - 0 0 0 O

o 0 a 0 c - 0000

i~ b 0 a 0 0 0 0 O

= 0 b 0 a c 0 0 O

B An(2)= H E .. S : -, E

A 0 0 0 b a 0 c 0

(@ 0 0 0 O 0 a 0 ¢

2. 000 0 b 0 a 0

= 000 0 0 b 0 a

H

%2 Perpangkatan Matriks

S

o Operasi matriks yang melakukan perkalian berulang terhadap matriks itu

@diri disebut perpangkatan matriks. Sebelum melakukan perpangkatan matriks,
@rlu diperhatikan bahwa matriks tersebut harus berupa matriks bujur sangkar,
I%rena perkalian matriks memerlukan jumlah kolom pada matriks pertama sama

kd{engan jumlah baris pada matriks kedua. Jika matriks bukan bujur sangkar, maka

LI

ery wisey J
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EH ©

@kuran kolom serta barisnya tidak sama, sehingga tidak memenuhi syarat perkalian
q%n tidak dapat dilakukan perkalian terhadap matriks itu sendiri secara berulang.
Refinisi 2.2 [15] Matriks bujur sangkar A memiliki pangkat bulat positif yang dapat
cﬁdefinisikan sebagai berikut:

' A°=1 dan A" = Ax A X .. x Adengann > 0.
%—/

— n faktor
B sisi lain, jika matriks A memiliki sifat invers atau dapat dibalik, pangkat bilangan

n At

@Iat negatifnya adalah sebagai berikut:

= AmM=(A)=A1x A1 x .. x AL,
Q A v J

n faktor
Cdntoh 2.4 Matriks B diberikan dengan bentuk berikut:
Q
=

29
B = [3 !
Maka B* dari matriks ini adalah:

B* =BXBXBXB

B 9 9E B
S Yo
5 D6

(2284 5229
11743 4027

Determinan dan Invers Matriks

18] ?1e38

[;efinisi 2.3 [15] Misalkan matriks bujur sangkar A memiliki fungsi determinan
('T!éterminant function). Fungsi determinan disebut det dan didefinisikan sebagai
det (4), yang merupakan penjumlahan semua hasilkali elementer bertanda pada

<
matriks A. Bilangan det (A4) disebut determinan dari matriks A.

|

wn
o Nilai determinan dari suatu matriks dapat diperoleh melalui berbagai

A

r&atode. Salah satu metode yang dapat digunakan ialah metode ekspansi kofaktor.
lgérikut beberapa definisi dan teorema terkait metode ekspansi kofaktor.
'[iefinisi 2.4 [15] Matriks bujur sangkar A dengan minor yang berasal dari entri a;;

=)
dapat diwakili dengan M;; serta dapat didefinisikan sebagai determinan pada sisa

eIy wise)| jurek
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dari submatriks setelah baris ke-i serta kolom ke-j yang dihapuskan dari A.
%Ianjutnya, C;; merupakan bilangan yang dihasilkan dari (— 1) M; ; dan dikenal
§bagai kofaktor dari entri a;;.

'I?_eorema 2.1 [15] Perhitungan nilai determinan pada matriks A,,,, dapat dilakukan
r%élalui perkalian entri-entri pada sebarang baris (atau kolom) dengan nilai dari
k%faktor-kofaktornya serta menjumlahkan perolehan hasilkali-hasilkali, di mana
watuk setiap1 < i<ndanl1<j<n,

Ekspansi untuk kofaktor sepanjang kolom ke-j

det(A) = a,;Cyj + ay;Cqj + -+ + ap;Cyj.

Ekspansi untuk kofaktor sepanjang baris ke-i

nery eysn

det(A) = ailCil + aizCiz + -+ ainCm.
Definisi 2.5 [15] Jika matriks A berukuran n X n dan memiliki kofaktor C;; untuk

a;j, maka matriks kofaktor A adalah matriks

C11 C12 Cln
C21 CZZ CZn 1
Cnl CnZ Cnn
Transpos dari matriks ini disebut adjoin dari A serta dinyatakan dengan adj(A).
7 1 2
Gontoh 2.5 Diberikan matriks A = [5 4 1/, carilah nilai determinannya dengan
35 2 9 3

V)
r?ignggunakan metode ekspansi kofaktor.

Ifﬁenyelesalan

&)= (-*Im,,

& =g ol =3
é_z S [
G =S Y =37

hingga diperoleh determinan dari matriks A yaitu:
t(A) = a11C11 + a12C12 + a13C13 = 7(3) + 1(_13) + 2(37) = 82

BIs J
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Pefinisi 2.6 [15] Jika matriks A adalah matriks bujur sangkar dan matriks B
%emiliki ukuran (ordo) yang sama dengan matriks A sehingga AB = BA = I, maka
matriks A dianggap dapat dibalik (invertible) dan matriks B dianggap sebagai invers
(%werse) dari matriks A. Jika matriks B tidak dapat didefinisikan, maka matriks A
dT—'témggap sebagai matriks singular.

Teorema 2.2 [15] Jika matriks A memiliki invers atau dapat dibalik, maka

= 1

w A"l =———adj(A).

c detcay “YA

w

-~

O 7 1 2

QGontoh 2.6 Diberikan matriks A = [5 4 1], tentukan invers matriksnya.
© 2 9 3

Fenyelesaian
Dalam Contoh 2.5, nilai determinan dari matriks A adalah det(4) = 82. Kemudian
untuk mendapatkan invers matriks A maka perlu didapatkan matriks kofaktornya.

Matriks kofaktor A diperoleh dari nilai kofaktor-kofaktor dari A, yaitu:

C11 —_ 3, C12 = _13, C13 o 37,
621 = 15, CZZ = 17, C23 = —61,
C31 = _7, C32 = 3, C33 = 23.

Sehingga diperoleh matriks kofaktor A yaitu sebagai berikut.

) 3 —-13 37

Rofaktor(A) =15 17 —61|.

- -7 3 23

Lol

w
[3engan menggunakan Definisi 2.6 untuk mendapatkan adjj(A), yaitu (kof(A))t =
adj(A), maka dapat diperoleh inversnya yaitu:

& -3 15 -7
< 3 82 82 82
o L1315 =7 g3 17 3
o A7 =—|-13 17 3 |=]—4— — —|
e 82 37  —61 23 82 82 82
= 37 —-61 23
= 82 82 82
W

2_4 Trace Matriks dan Sifat-Sifat Trace Matriks

~

Befinisi 2.7 [1] Matriks bujur sangkar A memiliki jejak (trace) yang dinotasikan
W

(A) yang merupakan penjumlahan dari entri yang berada di diagonal utama

ed
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matriks A. Jika matriks A bukan matriks bujur sangkar, maka jejak (trace) dari

(@]

rgatriks A tidak terdefinisi.

@ontoh 2.7 Diberikan matriks A dan B

3 1 5 2 2 6 4
E-: a1 Qi Q13 Qqq 4 8 3 4 7 1
=~ _ Q21 Gz Q23 dpg 18 4 8 9 3 2
= A_a31 A3y Q33 a34danB_3 2 1 7 8 3f
E Qg1 Qg Q43 Gy 6 7 3 2 3 8
o 2 58 1 2 2
%ilai trace untuk matriks A dan B adalah:
@(A)=a11+a22+a33+a44dantr(B)=1+8+8+7+3+2=29
X Teorema berikut akan memberikan karakteristik trace matriks untuk

@atriks persegi.

Teorema 2.3 [16] Jika matriks A dan B berukuran n x n dan k adalah skalar, maka
berlaku:

1. tr(A+ B) = tr(A) + tr(B)

2. tr(A— B) = tr(A) — tr(B)

3. tr(kA) = k.tr(A)

4. tr(AB) = tr(BA)

5. tr(A") = tr(A)

5 Trace Matriks Berpangkat

% Dalam penelitiannya, [7] membahas mengenai bentuk umum dari trace

Matriks berpangkat. Penelitian tersebut menggunakan matriks teoplitz 2-tridiagonal

e

@90 3 x 3 yang berjudul “Trace Matriks Toeplitz 2-tridiagonal 3x3 Berpangkat
@angan Bulat Positif”. Pada bagian ini penulis akan menjelaskan hasil dari

pzenelitian tersebut. Langkah-langkah penelitiannya adalah sebagai berikut:

a 0 ¢
Diberikan matriks A =0 a 0| Va,b,c € R.
b 0 a

Menentukan perpangkatan A% sampai A3, yaitu sebagai berikut:
a’?+bc 0 2ac
0 a’ 0
2ab 0 a?+bc

11
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®

L 21a®b3c? + b*c3

(a3 +3abc 0 3a?c+ bc?
0 a3 0
13a?b +b?c 0 a®+3abc

[a* + 6a’bc + b%c? 0
0 a*
4a3b + 4abc 0

[ a® + 10a3bc + 5ab%c? 0
0 a’®
[5a*bh + 10a’b?c + b3c®> 0

a® + 15a*bc +
15a?b?c? + b3¢3
0 a®
6a°b + 20a3b?c +
6ab3c?

a’ +21a°bc +
35a3b?c? + 7ab3c?
0
7a°b + 35a*b?c +

ra® + 28a®bc + 70a*b?c? +

28a?b3c3 + b*c*
0
8a’b + 56a°b?c +
56a3b3c? + 8ab*c?

a® + 36a’bc +
126a°b?c? + 84a3b3c3+ O
9ab*c*
0
9a®b + 84a®b?c +
126a*b3c? + 28a?b*c3+ O

a

o

eIy WISe) JIIeAGQ URNG JO AJISIQATUFDIWE]S] 3}e}S

b5c*

a'® + 45a8bc +
210a®b?c? + 210a*h3c3 +
45a%b*c* + b>c>
0
10a°b + 120a’b?c +
252a°b3c? + 120a3b*c® +
10ab>c*

a6
15a%b?c? + b3¢3

9

4a3c + 4abc? ‘
0

a* + 6a?bc + b?c?

0

5a*c + 10a?bc? + bzc3]
a® + 10a®bc + 5ab?c?

6a’c + 20a3bc? +

6ab?c3
0
+ 15a*bc +

7a%c + 35a*bc? +
21a?b?c3 4+ b3c*

0

a’ + 21a°bc +
35a3b%c? + 7ab3c3

8a’c + 56a°bc? +
56a3b?c? + 8ab3c*

ab 0

a® 4+ 28a®bc + 70a*b?c? +
28a%b3c® + b*c*

9a8c + 84a°bc? +
126a*b?c® + 28a?b3c* +
b*c>
0
a’ + 36a’bc +
126a°b?c? + 84a3b3c3 +
9ab*c*

10a°c + 120a’bc? +
0 252a°b?c® +120a3b3c* +
10ab*c®
a'® 0
a'® + 45a8bc +
0 210a®b?c? + 210a*b3c3
45a%b*c* + b5c®

+

12
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)
= a' +55a°bc + 11a'%c + 165a8bc? +
o 330a’b%c? + 462a°bh3c®+ 0  462a°b?c3 4+ 330a*b3c* +
© 165a3b*c* + 11ab5c® 55a®b*c® + b5c®
A = 0 all 0
=] 11a'®b + 165a8b?%c + a' + 55a°bc +
= 462a°b3c? 4+ 330a*b*c®+ 0 330a’b?c? + 462a°b3c® +
= 55a?b3c* 4+ boc® 165a3b*c* + 11ab5c®
(=
= a'? + 66a'’bc + £ 91 .2
= |495a%b7¢? + 924a5b%C + Ly N Lt
g) 4950 b4 et + 66a2h5c5 + 0 792a’b?c3® + 792a°b3c* +
& 166 220a3b*c® + 12ab°c®
&= 0 Gae 0
- 1 e a'? + 66a'°bc +
= 12a *b + 2200 gyc I 495a8h2c2 + 924a°h3c? +
g 792a’b>c* + 792a>b*c> + 495a%btc* + 66a2h5cS 4+
220a3b>c* + 12ab®c® 166
a® + 78abc + 13a'?c + 286a'°bc? +
715a°b?c? + 1716a’b3c® + 0 1287a®b?c3 + 1716a°b3c*
1287a°b*c* + 286a3b5c® + +715a*b*c® + 78a?b>c® +
13ab®c® boc?
AB = 0 al3 0
13a'?b + 286a'°b?c + a3 + 78a'lbc +
1287a8b3c? + 1716a°b*c? 715a°b?c? + 1716a’b3c3® +
+715a*b>c* + 78a?h°c® + 1287a°b*c* + 286a3b°c® +
b7c® 13ab®c®
wn
g_ Menduga bentuk umum dari A™, yaitu:
o
ol a 0 c
Teorema 2.4 Berdasarkan matriksA = |0 a 0| Va,b,c € R, maka didapatkan
5 b 0 a
tentuk umum matriks berpangkat hingga ke n:
(an) a™2i(hc)! 0 (21’2— 1) an-2i-1pigi+t
) - 0 a" iy d 0 ,nganjilbn > 0,n€Z
. (Zir-lk 1)an—2i—1bi+lci 0 . (Zni)an—zi(bc)i
An = {i=0 R - i=0
Z (;‘l) an2i(be)i 0 (Zir-ll— 1) qn2i-1pipitl
, = 0 at = 0 ,ngenap,n=0,n €Z
(Zirﬂl— 1) an-2i-1pitich Z(;‘l) a2 (be)!

Li

I}
o
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Pembuktian bentuk umum A™ dengan menggunakan induksi matematika
akan dibahas pada bagian induksi matematika.

Mendapatkan bentuk umum trace matriks A™.

) a 0 c
orema 2.5 Diberikan matriks A = {0 a 0| Va,b,c € R, maka:
b 0 a
( n-1
2
n n n—2i i v
a +22(2i)a (bo)t, nganjilb,n >0, n€Z
tr(A™) = ¢ o
2
n n n-2i i
a®+ 2 (21’) a (bc)', ngenap,n =0, n€Z
\ i=0

nery eysng Ninygiw &dio ey @

2.6 Induksi Matematika

Salah satu metode dalam melakukan pembuktian terhadap suatu pernyataan
apakah pernyataan tersebut benar atau salah secara deduktif disebut dengan induksi
matematika. Metode ini telah sering digunakan untuk melakukan pembuktian
terhadap pernyataan matematika.
Definisi 2.8 [17] Misalkan proposisi p(n) berkaitan dengan perihal bilangan bulat
positif, kemudian akan dilakukan pembuktian bahwa p(n) benar terhadap semua
tn_j'_langan bulat positif n. Dalam membuktikan hal ini, harus dibuktikan:
ﬁ; p(1) benar, dan
5_ jika diasumsikan p(n), maka p(n + 1) juga akan benar untuk setiap n > 1.

%engan demikian, p(n) benar untuk semua bilangan bulat positif n.
;c

(o
l&ngkah induksi adalah langkah kedua. Pada langkah kedua akan diisi dengan
<

Dalam induksi matematika, basis induksi adalah langkah pertama, dan

g8umsi atau pengandaian yang menyatakan bahwa p(n) adalah benar, disebut
wn
j&potesis induksi. Ketika telah didapatkan pembuktian bahwa kedua langkah

tersebut benar, maka telah terbukti bahwasannya p(n) benar bagi semua bilangan
@Iat positif n.

14
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Langkah pertama yaitu basis induksi dibuktikan agar menunjukkan bahwa
dari pernyataan yang sedang dibuktikan itu benar dengan mengganti n menjadi 1,
ﬁng mana 1 merupakan bilangan bulat positif terkecil.

3 Selanjutnya, untuk melakukan pembuktian bahwasannya implikasi p(n) —

;:T?n + 1) benar bagi semua bilangan bulat positif, perlu ditunjukkan bahwa p(n +
Etidak mungkin salah atau pasti benar jika p(n) benar. Sehingga penyelesaian hal
iﬁ dapat dilakukakan dengan menunjukkan bahwa jika hipotesis p(n) benar, maka
p{n + 1) juga harus benar.
@ntoh 2.8 Pembuktian bentuk umum A™ pada penelitian [7] dengan menggunakan
iftluksi matematika.
I%nyelesaian

Untuk n ganjil, matriks A akan dibuktikan dengan induksi matematika,
sebagai berikut:

n— n

2 2

1 =i
n a2 (be) 0 i qn-2i-1pioi+1
(21 — 2i+1

i=0 i
p(n): A" = 0 a” 0
n— n—

2 2

1 1
Z (Ziz- 1) qn-2im1pitisi Z (;‘l) a2i(pc)i

-i=0 i=0

Akan dibuktikan bahwa p(1) benar.

0 0

z (1Y 1-2i0p i 2 1 1-2i-1pi .i+1

o (Zi)a (bc) 0 X7, (21' y 1)a b‘c
1):A = 0 al 0

0 (0]

2 1 1-2i-1pit+1 i 2 (M), 1-2icp i
12, (Zi N 1) a b**ict 0 e (Zi) a'*(bc)" |
[al(bc)® 0 a®b°c?

= 0 a” 0 ]
[a®b1c® 0 al(bc)?
(a 0 ¢

=10 a O
b 0 a
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hwa Z(k) benar, yaitu:

@ ueyibniaw yepn u
os rigje ueibeges dipnbu

T
0

(ki:_,yk—zi(bc)i 0 Zkz;l( k )ak—zi—lbicHl
2i =0\2i +1
9 a® 0
k_
: k)ak—zi(bc)i

k i]-k—zi—l i+1 .0 -
2i + 18 bre 0 Zico (Zi

tikan p(k + 2) juga benar yaitu:

|

ad uebupugday ynjun eAuey u

% Urtwl
Il ~

p(k):

LY
eqos yelueqadw

ab

w
x

nery e8RS NIN Jegm

pueA Jkbupued
ue#\gﬁf
IUEsInpek

&

k+1 k+1
= (k2 k-ziv20p i = (k+2Y\ k—2it1pi i+1
Zi:o( 9 )a (bc) 0o X2z (21' + 1)a bic
0 ak+z 0 (2.1)

k+1 k+1
= (k+2\ k-—2i+1pi+1 .0 = (k+ 2\ k—2i+20p i
2i=0(2i+l)a pi*ici @ Zi:o( N )a o)’ |

agai berikut:

n§Bs neje u

p(k + 2%

ey yni

>

Sesiinuad fuenijeus
p uesfunjueousili eduey

Pembulkdiann

Ak+2

ul %hm
| SRie

ey

m
uSwlue
N =

k—2i i = ( k k—=2i=1pi .i+1 5 O(2\ 22 i 3 2 1=2ipi i1
l,)a ébc) 0 X2 (Zi )a b'c 2 (Zi)a t(bc)t 0 X, (21' + 1)11 thict
ak 0 : 0 a? 0

k-1 1 1
i1 pit1 a0 LAV T i 2 2 1-2ipi+1 .0 2 (2, 2-2i(p i
bttict 0 ».2 ( ,)a Y(bc)t i=°(2i+1)a b**ict 0 i=0(2i)a (bc)
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2k

QX) k+1 1

o Zz (k ;—l 2) ak=2i+2(pc)t 0 Zz (ZkL—:—Zl) qk—2i+1pi i1
-9.. = 0 ak+2 0

g ZE (Zkl—:-zl) qk—2i+1pi+1 i 0 ZE (k ;—l 2) k=242 ()i
i

Dengan melihat Persamaan (2.1) maka terbukti bahwa p(k + 2) benar, dan
karena pada langkah (1) dan (2) sudah ditunjukkan benar, maka terbukti untuk n
@angan positif ganjil. Selanjutnya dengan cara yang sama dapat dibuktikan A™

lﬁtuk n bilangan positif genap.

-~
27 Teorema Binomial

o Teorema binomial banyak digunakan untuk penurunan beberapa teorema
serta pemecahan dari masalah dalam matematika.

Teorema 2.6 [18] Jika k dan r merupakan bilangan-bilangan asli dengan k > r,

| 2D+ (=77

(r f 1) + (l;) - (k—r+f)!!(r—1)! b (k—I:”!)!r!

_ k\(M+k!(k-T+1)

maka

(k+1-1)ir!
7))
g- __ kl(r+k-r+1)
er T (k+1-7)ir!
— _ _Ki(k+1)
;:‘ (k+1-7)!r!
3 (k+1)!
I~ T (k+1-1)ir!
(=
- _ (k + 1)
2 '
(¢°)
Sehingga terbukti bahwa ( { ) + (k) £ (k i 1).

I

. r—1 r

ontoh 2.9 Diberikan

(R, ¥

(5)= @)+ ()

ktikan bahwa pernyataan tersebut benar.
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2 B
m -
Penyelesaian
Q

(TN (7
@) B (4) + (5)
[
— 8 7 7!
5H8-5)!  41(7-4)! + 51(7-5)!
8765 76541 | 765!
51(3)! 41(3)!  51(2)!
C( ) ®3) (2
? =35 + 21
56 =56
=

. : 8\ (7 7

%hmgga terbukti bahwa (5) = (4) + (5)

Teorema 2.7 [17] Misalkan x dan y merupakan peubah, dan n merupakan bilangan
@Iat non-negatif. Maka

n

(x+y)t = 2 (Z) rESkyk,

i=0
Contoh 2.9 Jabarkan bentuk (k — lm)3 dengan menggunakan Teorema 2.7.
Penyelesaian
Untuk (p? — qr)*, dapat diketahui bahwa nilai x = p?, y = (—qr), dan n = 4.
Maka:

@ - )" = 0% + (—a)* = Tho () (@) (=an)*

= 3t (§) v (—an)*

= (3) p* 2O (=qr)° + (41}) p* 2D (=qr)' +
(3) p* P (—qr)® + (g) pP2 @ (—qr)® +
(i) p® 2 (=qr)*

= (Dp® + Dp°®(—qr) + (6)p*(¢°r?) +

®pP2(—q3*r3®) + (DP°(g*r™)
— p8 _ 4p6q.r + 6p4q27’2 _ 4p2q3.r3 + q4-,r.4-
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BAB Il
METODE PENELITIAN

Tujuan dari penelitian tugas akhir ini adalah untuk menentukan bentuk

Linum dari trace matriks toeplitz 2-tridiagonal berordo 4 x 4 berpangkat bilangan

slat. Penelitian ini menggunakan beberapa langkah atau prosedur. Pada tugas

akhir ini, studi literatur digunakan untuk mengumpulkan data. Ini dilakukan dengan

%
menggunakan buku, jurnal, dan sumber literatur lainnya. Untuk mencapai tujuan

w
lgrsebut, langkah-langkah berikut harus dilakukan:

~neryg

e

=2 O

ey wisey juredAg uejng jo AysiRrun RwesPaeyg

Diberikan matriks toeplitz 2-tridiagonal dengan ordo 4 x 4 pada Persamaan
(1.2).

Menentukan perpangkatan matriks A, dari A, hingga A4,%, dengan k
merupakan batas atas ketika pola telah terlihat.

Menduga bentuk umum dari A," dengan n bilangan bulat positif.
Membuktikan bentuk umum dari A,™ dengan n bilangan bulat positif
menggunakan induksi matematika.

Menentukan invers matriks A, menggunakan metode adjoin.

Menentukan perpangkatan matriks A, " dari 4,72 hingga 4,7%, dengan k
merupakan batas atas ketika pola telah terlihat.

Menduga bentuk umum dari A,™ dengan n bilangan bulat negatif.
Membuktikan bentuk umum dari 4," dengan n bilangan bulat negatif.
menggunakan aturan invers, yaitu A,"A4, " = A, "A," = 1.

Mendapatkan bentuk umum dari tr(4,™) dengan n bilangan bulat
menggunakan definisi trace matriks.

Mengaplikasikan bentuk umum dari 4,™ dan tr(4,™) pada contoh soal.
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J-388 Z BAB V
(0]
235" |
() c
$28 < » PENUTUP
8332¢ =~
203 )
5t E_e%rrgugn <
23 o = . . q k.. .
ge@a%)’rk::in pembahasan mengenai trace matriks toeplitz 2-tridiagonal ordo 4 x 4 berpangkat bilangan bulat dengan
D s 3 = < ol . .
mengg@aﬂg’aﬁgﬂéjirlks Persamaan (1,1), maka dapat disimpulkan sebagai berikut:
5 = 0O =
2 c3 8 a 0 c O
. .Qc) z g'g 0 a 0 ¢ . .
Diberikgh gﬂ@nh& A, = b 0 a 0 ,Va,b,c € R, dan a,b,c # 0. Maka bentuk umum perpangkatan matriks toeplitz 2-
© 5 3
= 0
S583 0 b 0 a
AR =3 . — .
trldlagoga@r@ £ x 4 berpangkat bilangan bulat positif, yaitu:
(e VY =)
\2 ‘n-5 n-1
O v 2, _2i : =/ n | il
E’ Ziigz a® zz(bc)t 0 Zi=20 (2i+ 1) a® 20 lblCl+1 0
— n-1 n-1
» o Q = (M) n-2i i o n—2i-1pi i+l
= 2 90 Xz . ) a™ %' (bc) 0 r.2 . a b'c
5 g{ S l B i 0(21) . \ Yy ' 0(21"’1) , n ganjil
20 (Zm_ ;) an—21—1%+lcl 0 Zi=20 (Zi) aTL—Zl(bc)l 0
= -
3 =S = on n—2i-1pi+1 i i i
wollyg S0 DN P Lt 0 2% (1) " )
= §(Z AP b_L! 0 = n-2i-1pi i+l 0 | '
;Zl::’z"ga (% %54 1)e B
Q (2} n =
8 350 & 57, (5;) @2 (bo)! 0 22 (574 1) @2 Mbicit
= = i= i i=0\2i +1
'gﬂ %g ! o . 5o . ) , ngenap
%;‘:0(284-?)“”_21_1?151 0 Ziz=0(2i)an—21(bc)z 0
= =) i o n-2 n . . . n n . .
= 2 n-2i-1pi+1 .0 2 n-2i i
8 v ° 3 I (a5 )@ ™p e 0 o (g1) @ )
N2 @
S (= o
c 8 <
zZ =}
2 3z -
(7] = 9]
5 = E 6
n B g
< 5 =
o) (73}
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Ig)ampiran 1 Uraian pembuktian matriks berpangkat bilangan positif ganjil

Braian ini akan menggunakan Teorema 2.6.

17% Entri a,;, @y, ass, dan a,,
Akan ditunjukkan
z k1
2

@ k+2\ ez ;
c Qqq,023, 033, Agq = ( 2i )ak 2142 (be)t
» _ i
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g k =k 2ok
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