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ABSTRAK 

 

Tugas akhir ini bertujuan untuk mendapatkan bentuk umum trace matriks dari matriks toeplitz 2-

tridiagonal berpangkat bilangan bulat dengan ordo 4 × 4. Langkah dimulai dengan memangkatkan 

matriks dari pangkat dua hingga sebelas dan dari pangkat negatif dua hingga negatif sebelas. 

Selanjutnya menduga bentuk umum matriks berpangkat bilangan bulat positif dan membuktikannya 

dengan menggunakan induksi matematika, serta menduga bentuk umum matriks berpangkat 

bilangan bulat negatif dan membuktikannya dengan menggunakan aturan invers. Terakhir dengan 

menggunakan definisi trace matriks, maka diperoleh bentuk umum trace matriks toeplitz 2-

tridiagonal ordo 4 × 4 berpangkat bilangan bulat positif serta bilangan bulat negatif yang kemudian 

diimplementasikan ke dalam contoh soal. 
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ABSTRACT 

 

This final project aims to obtain the general form of trace matrix of 2-tridiagonal toeplitz matrix 

with integer rank of order 4×4. The step begins by raising the matrix from powers of two to eleven 

and from negative powers of two to negative eleven. Next, we conjecture the general form of a matrix 

with positive integer rank and prove it using mathematical induction, and conjecture the general 

form of a matrix with negative integer rank and prove it using inverse rule. Finally, by using the 

definition of trace matrix, the general form of trace matrix of 2-tridiagonal toeplitz order 4×4 with 

positive integer rank and negative integer rank is obtained and then implemented into an example 

problem. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1   Latar Belakang 

Matriks adalah salah satu komponen studi aljabar linear. Matriks memiliki 

definisi sebagai susunan dari angka atau bilangan yang berbentuk persegi panjang. 

Susunan angka atau bilangan membentuk persegi panjang disebut entri dalam 

matriks. Terdapat beberapa jenis matriks yang diantaranya adalah matriks bujur 

sangkar atau persegi, matriks toeplitz, matriks tridiagonal, dan sebagainya. Salah 

satu operasi matriks selain penjumlahan, perkalian, perpangkatan, determinan, 

invers, dan transpose adalah trace matriks. Trace matriks adalah penjumlahan dari 

semua entri yang berada di diagonal utama pada suatu matriks persegi [1]. 

Trace matriks dapat dicari dengan mudah yaitu hanya dengan 

menjumlahkan entri diagonal utama, termasuk juga pada pencarian trace matriks 

toeplitz 2-tridiagonal. Namun, jika mencari trace matriks pada matriks toeplitz 2-

tridiagonal berpangkat 𝑛, maka perlu dilakukan perpangkatan pada matriksnya, 

yaitu mengalikan matriks dengan dirinya sendiri sebanyak 𝑛 kali [1]. Setelah itu, 

bentuk umum trace matriks dibuat dengan menggunakan definisi trace matriks. 

Banyak peneliti telah melakukan penelitian mengenai bentuk umum trace 

matriks berpangkat, diantaranya adalah [2] pada tahun 2020 yang membahas 

mengenai bentuk umum trace matriks pada matriks bentuk khusus ordo 3×3 

berpangkat bilangan bulat positif. Pada penelitian ini, matriks khusus dengan 

bentuk: 

𝐴 = [
1
0
0

0
𝑎
𝑏

0
𝑎
𝑏
] dengan 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ. 

Penelitian ini menemukan bahwa bentuk umum trace matriks berpangkatnya adalah 

𝑡𝑟(𝐴𝑛) = 1 + (𝑎 + 𝑏)𝑛. 

 Peneliti lainnya yang melakukan penelitian terhadap trace matriks 

berpangkat adalah [3] pada tahun 2021 yang membahas mengenai bentuk umum 

trace matriks 𝑛 × 𝑛 dengan matriks yang berbentuk khusus berpangkat bilangan 

bulat positif. Pada penelitian ini, matriks berbentuk khusus yang digunakan adalah: 
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𝐴𝑛 = {(𝑎𝑖𝑗)𝑛𝑥𝑛 | 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎 ∈ ℝ}. Hasil penelitian menunjukkan bahwa 𝑡𝑟(𝐴𝑛
𝑚) =

(𝑛𝑎)𝑚. 

 Kemudian penelitian [4] yang juga membahas mengenai trace matriks 

berpangkat pada tahun 2020 yang membahas mengenai bentuk umum trace matriks 

segitiga ordo 4 × 4 berpangkat bilangan bulat. Matriks yang digunakan pada 

penelitian ini adalah: 

𝐴4 = [

𝑎
0
0
0

𝑏
𝑎
0
0

𝑐
𝑏
𝑎
0

𝑑
𝑐
𝑏
𝑎

] , ∀ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ, dan 𝐵4 = [

𝑎
𝑏
𝑐
𝑑

0
𝑎
𝑏
𝑐

0
0
𝑎
𝑏

0
0
0
𝑎

] , ∀ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ. 

Penelitian ini menemukan bahwa bentuk umum trace matriks berpangkatnya adalah 

𝑡𝑟(𝐴4
𝑛) = 𝑡𝑟(𝐵𝑛) = 4(𝑎𝑛), ∀ 𝑛 ∈ ℤ+, dan 𝑡𝑟(𝐴4

−𝑛) =  𝑡𝑟(𝐵−𝑛) = 4 (
1

𝑎𝑛
).  

 Selain itu, penelitian [5] yang dilakukan pada tahun 2020 tentang trace 

matriks berpangkat yang membahas bentuk umum trace matriks untuk matriks 

kompleks berordo 3 × 3 berpangkat bilangan bulat. Matriks berikut digunakan 

dalam penelitian ini: 

𝐴3 = [
𝑎 + 𝑏𝑖
𝑎 + 𝑏𝑖
𝑎 + 𝑏𝑖

𝑎 − 𝑏𝑖
𝑎 − 𝑏𝑖
𝑎 − 𝑏𝑖

𝑎 + 𝑏𝑖
𝑎 + 𝑏𝑖
𝑎 + 𝑏𝑖

] , 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ dan 𝑖 =imajiner. 

Hasil penelitian menunjukkan bahwa 𝑡𝑟(𝐴3
𝑛) = (3𝑎 + 𝑏𝑖)𝑛.  

 Kemudian penelitian lainnya adalah [6] pada tahun 2021 yang membahas 

tentang bentuk umum trace matriks circulant kompleks bentuk khusus ordo 3 × 3 

berpangkat bilangan bulat. Pada penelitian ini, matriks yang digunakan adalah: 

𝐴 = [
0
𝑧
𝑧

𝑧
0
𝑧

𝑧
𝑧
0
] dengan 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏, ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, dan 𝑖 = √−1. 

Penelitian ini menemukan bahwa bentuk umum trace matriks berpangkatnya adalah 

𝑡𝑟(𝐴𝑛) = (2𝑛 + 2(−1)𝑛)𝑧𝑛. 

Selain itu, penelitian [7] pada tahun 2021 yang membahas bentuk umum 

trace matriks berpangkat dari matriks Toeplitz 2-tridiagonal ordo 3 × 3 berpangkat 

bilangan bulat positif. Matriks yang digunakan dalam penelitian ini adalah sebagai 

berikut: 
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𝐴 = [
𝑎
0
𝑏

0
𝑎
0

𝑐
0
𝑎
] , ∀ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ. 

Hasil penelitian ini menunjukkan bentuk umum trace matriks sebagai berikut: 

𝑡𝑟(𝐴𝑛) = {
𝑎𝑛 + 2∑ (

𝑛
2𝑖
) 𝑎𝑛−21(𝑏𝑐)𝑖

𝑛−1

2

𝑖=0
,   𝑛 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙, 𝑛 > 0, 𝑛 ∈ ℤ

𝑎𝑛 + 2∑ (
𝑛
2𝑖
) 𝑎𝑛−21(𝑏𝑐)𝑖

𝑛

2

𝑖=0
,   𝑛 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝, 𝑛 ≥ 0, 𝑛 ∈ ℤ

 . 

Dalam penelitian [7], digunakan matriks toeplitz 2-tridiagonal dengan ordo 

3 × 3, yang berarti bentuk umum trace matriks berpangkat hanya berlaku untuk 

matriks ordo 3 × 3. Oleh karena itu, pengembangan penelitian dapat dilakukan 

dengan menggunakan matriks yang sama tetapi dengan ordo matriks yang lebih 

besar. Maka penulis tertarik untuk mendapatkan bentuk umum trace matriks dari 

matriks toeplitz 2-tridiagonal berpangkat bilangan bulat dengan ordo 4 × 4. 

Sehingga penelitian tugas akhir diberi judul “Trace Matriks Toeplitz 2-tridiagonal 

Ordo 4×4 Berpangkat Bilangan Bulat”. 

1.2   Rumusan Masalah 

Berdasarkan pada uraian yang terdapat di latar belakang, maka masalah 

yang dapat dirumuskan pada penelitian tugas akhir ini adalah “Bagaimana bentuk 

umum dari trace matriks toeplitz 2-tridiagonal ordo 4 × 4 berpangkat bilangan 

bulat?”. 

1.3   Batasan Penelitian 

Berdasarkan pada rumusan masalah, batasan penelitian diperlukan agar 

masalah tidak berkembang. Oleh karena itu, penelitian tugas akhir ini membatasi 

masalah dengan menggunakan matriks toeplitz 2-tridiagonal dengan ordo 4 × 4 

sebagai berikut: 

𝐴4 = [

𝑎 0 𝑐 0
0 𝑎 0 𝑐
𝑏 0 𝑎 0
0 𝑏 0 𝑎

] , ∀ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈  ℝ, dan 𝑎, 𝑏, 𝑐 ≠ 0       (1.1) 
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1.4   Tujuan Penelitian 

Tujuan dari penelitian tugas akhir ini adalah untuk mendapatkan bentuk 

umum dari trace matriks toeplitz 2-tridiagonal ordo 4 × 4 berpangkat bilangan 

bulat. 

1.5   Manfaat Penelitian 

Penelitian tugas akhir ini memiliki beberapa manfaat, yaitu sebagai berikut: 

1. Dapat meningkatkan pemahaman tentang matriks dan memudahkan 

penyelesaian trace matriks dari perpangkatan matriks toeplitz 2-tridiagonal. 

2. Dapat menjadi sebagai bahan referensi serta kajian pustaka untuk penelitian 

bagi pihak yang membutuhkan. 

 

1.6   Sistematika Penulisan 

Tugas akhir ini terdiri dari lima bab, yaitu: 

BAB I   PENDAHULUAN 

Bab ini akan membahas latar belakang penelitian, rumusan masalah, 

batasan masalah, tujuan penelitian, dan sistematika penulisan. 

BAB II  LANDASAN TEORI 

Bab ini akan membahas teori-teori pendukung yang berkaitan 

dengan trace matriks toeplitz 2-tridiagonal berpangkat bilangan 

bulat. 

BAB III  METODE PENELITIAN 

Bab ini akan diisi dengan langkah-langkah untuk menentukan 

bentuk umum trace matriks Toeplitz 2-tridiagonal berpangkat 

bilangan bulat. 

BAB IV PEMBAHASAN 

Bab ini akan menjelaskan bagaimana mendapatkan bentuk umum 

trace matriks Toeplitz 2-tridiagonal berpangkat bilangan bulat. 

BAB V  PENUTUP 

Bab ini akan diisi dengan kesimpulan dari seluruh pembahasan pada 

Bab IV serta saran dari penulis.  
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BAB II 

LANDASAN TEORI 

Untuk menyelesaikan masalah di bab berikutnya, bab ini memberikan 

dasar-dasar teori pendukung yang akan digunakan yaitu jenis-jenis matriks, 

perpangkatan, determinan, invers matriks, trace matriks, induksi matematika, dan 

teorema binomial. 

2.1   Matriks Toeplitz 

Definisi 2.1 [8] Matriks toeplitz adalah matriks berukuran 𝑛 × 𝑛 yang dapat 

dinyatakan dengan 𝑇𝑛 = [𝑡𝑘,𝑗 ∶ 𝑘, 𝑗 = 0,1, … , 𝑛 − 1] dengan 𝑡𝑘,𝑗 = 𝑡𝑘−𝑗, dan 

matriks ini memiliki bentuk berikut: 

𝑇𝑛 =

[
 
 
 
 
𝑡0 𝑡−1 𝑡−2 ⋯ 𝑡−(𝑛−1)
𝑡1 𝑡0 𝑡−1 ⋯ 𝑡−(𝑛−2)
𝑡2 𝑡1 𝑡0 ⋯ 𝑡−(𝑛−3)
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑡𝑛−1 𝑡𝑛−2 𝑡𝑛−3 ⋯ 𝑡0 ]
 
 
 
 

. 

Suatu matriks toeplitz dapat didefinisikan secara sederhana, yaitu sebagai berikut: 

1) Matriks berbentuk bujur sangkar dengan ordo 𝑛 × 𝑛. 

2) Semua entri yang berada di diagonal utama bernilai sama, dengan notasi 

𝑡𝑘,𝑗 = 𝑡𝑘−𝑗 untuk 𝑘 = 𝑗 dan 𝑘, 𝑗 = 1,2,… , 𝑛. 

3) Semua entri yang berada di subdiagonal atau entri yang berada di atas 

diagonal serta bawah diagonal bernilai sama, dengan notasi 𝑡𝑘,𝑗 = 𝑡𝑘−𝑗 

untuk 𝑘 ≠ 𝑗 dan 𝑘, 𝑗 = 1,2,… , 𝑛  [9]. 

Contoh 2.1 Berikut diberikan contoh matriks toeplitz berukuran 4 × 4 dan 6 × 6. 

𝐴 = [

4 2
8 4

1 6
2 1

5 8
3 5

4 2
8 4

], dan 𝐵 =

[
 
 
 
 
 
1 9 7 5 3 1
−9 1 9 7 5 3
−7 −9 1 9 7 5
−5 −7 −9 1 9 7
−3 −5 −7 −9 1 9
−1 −3 −5 −7 −9 1]

 
 
 
 
 

. 

Selanjutnya pada bagian ini akan dijelaskan juga mengenai matriks 

tridiagonal, matriks toeplitz tridiagonal, dan matriks toeplitz 𝑘-tridiagonal. 
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2.2.1. Matriks Tridiagonal 

Jenis matris persegi atau bujur sangkar yang disebut tridiagonal memiliki 

semua entri nol kecuali yang ada di diagonal utama dan diagonal tetangganya, yaitu 

diagonal dari kedua sisi diagonal utama [10]. Maka dapat disimpulkan bahwa entri 

yang memiliki nilai tidak nol hanya entri yang berada di diagonal utama serta pada 

diagonal atas dan bawah dari diagonal utama matriks. Bentuk umum dari matriks 

tridiagonal 𝑇 = (𝑡𝑖𝑗)1≤𝑖,𝑗≤𝑛 adalah sebagai berikut: 

𝑇 =

[
 
 
 
 
 
𝑑1 𝑎1 0 ⋯ ⋯ 0
𝑏2 𝑑2 𝑎2 ⋯ ⋯ 0
0 𝑏3 𝑑3 𝑎3 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
0 ⋯ ⋯ 𝑏𝑛−1 𝑑𝑛−1 𝑎𝑛−1
0 0 ⋯ 0 𝑏𝑛 𝑑𝑛 ]

 
 
 
 
 

 

dengan 𝑡𝑖𝑗 = 0 untuk |𝑖 − 𝑗| ≥ 2 [11]. 

Contoh 2.2 Berikut diberikan contoh matriks tridiagonal berukuran 4 × 4 

𝑇4 = [

1 9 0 0
5 3 2 0
0 4 5 8
0 0 6 7

]. 

2.2.2. Matriks Toeplitz Tridiagonal 

Salah satu jenis matriks toeplitz adalah matriks toeplitz tridiagonal, dan 

bentuk umum matriks toeplitz tridiagonal ordo 𝑛 × 𝑛 adalah sebagai berikut: 

𝐴 = [𝑎𝑖𝑗] =

[
 
 
 
 
𝑏 𝑎 0
𝑐 𝑏 𝑎
0 ⋱ ⋱

⋯ 0
⋯ 0
⋱ 0

0 0 𝑐
0 0 0

𝑏 𝑎
𝑐 𝑏 ]

 
 
 
 

, 

dengan 𝑎 ≠ 0 dan 𝑐 ≠ 0 [12]. 

Contoh 2.3 Berikut diberikan contoh matriks toeplitz tridiagonal berukuran 4 × 4 

𝐴 = [

1 9
4 1

0 0
9 0

0 4
0 0

1 9
4 1

]. 
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2.2.3. Matriks Toeplitz 𝒌-Tridiagonal 

Menurut [13], matriks toeplitz 𝑘-tridiagonal umumnya dapat ditulis dengan: 

𝐴𝑛
(𝑘) = [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑛 , 

dengan 

𝑎𝑖𝑗 = {

𝑎,                                   𝑖 = 𝑗
𝑏,                           𝑖 − 𝑗 = 𝑘 
𝑐,                           𝑗 − 𝑖 = 𝑘
0,          𝑖, 𝑗, 𝑖 − 𝑗, 𝑘, 𝑗 − 𝑖, 𝑘

 . 

Menurut [14], bentuk umum dari matriks toeplitz 𝑘-tridiagonal ditunjukkan 

dengan  

𝐴𝑛
(𝑘) =

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑎 0 ⋯ 0 𝑏 0 ⋯ 0
0 𝑎 0 ⋮ 0 𝑏 ⋱ ⋮
⋮ 0 ⋱ 0 ⋮ ⋱ ⋱ 0
0 ⋮ ⋱ 𝑎 ⋱ ⋮ ⋱ 𝑏
𝑐 0 ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮ 0
0 𝑐 ⋱ ⋮ 0 ⋱ 0 ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 0 ⋮ 0 𝑎 0
0 ⋯ 0 𝑐 0 ⋯ 0 𝑎]

 
 
 
 
 
 
 

 

dengan 𝑛 ≥ 𝑘 dan 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℂ. 

Matriks tridiagonal merupakan matriks toeplitz 𝑘-tridiagonal dengan 𝑘 =

1. Kemudian jika 𝑘 = 2, maka matriks yang dimiliki adalah matriks toeplitz 2-

tridiagonal dengan bentuk matriksnya secara umum yaitu: 

𝐴𝑛
(2) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑎 0 𝑐 0 ⋯ 0 0 0 0
0 𝑎 0 𝑐 ⋯ 0 0 0 0
𝑏 0 𝑎 0 ⋱ 0 0 0 0
0 𝑏 0 𝑎 ⋯ 𝑐 0 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋱ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 𝑏 ⋯ 𝑎 0 𝑐 0
0 0 0 0 ⋱ 0 𝑎 0 𝑐
0 0 0 0 ⋯ 𝑏 0 𝑎 0
0 0 0 0 ⋯ 0 𝑏 0 𝑎]

 
 
 
 
 
 
 
 

. 

2.2   Perpangkatan Matriks 

Operasi matriks yang melakukan perkalian berulang terhadap matriks itu 

sendiri disebut perpangkatan matriks.  Sebelum melakukan perpangkatan matriks, 

perlu diperhatikan bahwa matriks tersebut harus berupa matriks bujur sangkar, 

karena perkalian matriks memerlukan jumlah kolom pada matriks pertama sama 

dengan jumlah baris pada matriks kedua. Jika matriks bukan bujur sangkar, maka 
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ukuran kolom serta barisnya tidak sama, sehingga tidak memenuhi syarat perkalian 

dan tidak dapat dilakukan perkalian terhadap matriks itu sendiri secara berulang. 

Definisi 2.2 [15] Matriks bujur sangkar 𝐴 memiliki pangkat bulat positif yang dapat 

didefinisikan sebagai berikut: 

𝐴0 = 𝐼  dan 𝐴𝑛 = 𝐴 × 𝐴 × …× 𝐴 dengan 𝑛 > 0. 

Di sisi lain, jika matriks 𝐴 memiliki sifat invers atau dapat dibalik, pangkat bilangan 

bulat negatifnya adalah sebagai berikut: 

𝐴−𝑛 = (𝐴−1)𝑛 = 𝐴−1 × 𝐴−1 × …× 𝐴−1. 

Contoh 2.4 Matriks 𝐵 diberikan dengan bentuk berikut: 

𝐵 = [
2 9
3 5

]. 

Maka 𝐵4 dari matriks ini adalah: 

𝐵4  = 𝐵 × 𝐵 × 𝐵 × 𝐵  

= [
2 9
3 5

] × [
2 9
3 5

] × [
2 9
3 5

] × [
2 9
3 5

]  

= [
31 63
21 52

] × [
2 9
3 5

] × [
2 9
3 5

]  

= [
251 594
198 449

] × [
2 9
3 5

]  

= [
2284 5229
1743 4027

].  

2.3   Determinan dan Invers Matriks 

Definisi 2.3 [15] Misalkan matriks bujur sangkar 𝐴 memiliki fungsi determinan 

(determinant function). Fungsi determinan disebut 𝑑𝑒𝑡 dan didefinisikan sebagai 

det (𝐴), yang merupakan penjumlahan semua hasilkali elementer bertanda pada 

matriks 𝐴. Bilangan det (𝐴) disebut determinan dari matriks 𝐴.  

Nilai determinan dari suatu matriks dapat diperoleh melalui berbagai 

metode. Salah satu metode yang dapat digunakan ialah metode ekspansi kofaktor. 

Berikut beberapa definisi dan teorema terkait metode ekspansi kofaktor. 

Definisi 2.4 [15] Matriks bujur sangkar 𝐴 dengan minor yang berasal dari entri 𝑎𝑖𝑗 

dapat diwakili dengan 𝑀𝑖𝑗 serta dapat didefinisikan sebagai determinan pada sisa 

𝑛 faktor 

𝑛 faktor 



  

9 
 

dari submatriks setelah baris ke-𝑖 serta kolom ke-𝑗 yang dihapuskan dari 𝐴. 

Selanjutnya, 𝐶𝑖𝑗 merupakan bilangan yang dihasilkan dari (−1)𝑖+𝑗𝑀𝑖𝑗 dan dikenal 

sebagai kofaktor dari entri 𝑎𝑖𝑗. 

Teorema 2.1 [15] Perhitungan nilai determinan pada matriks 𝐴𝑛×𝑛 dapat dilakukan 

melalui perkalian entri-entri pada sebarang baris (atau kolom) dengan nilai dari 

kofaktor-kofaktornya serta menjumlahkan perolehan hasilkali-hasilkali, di mana 

untuk setiap 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 dan 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛, 

1.   Ekspansi untuk kofaktor sepanjang kolom ke-𝑗 

det(𝐴) = 𝑎1𝑗𝐶1𝑗 + 𝑎2𝑗𝐶2𝑗 +⋯+ 𝑎𝑛𝑗𝐶𝑛𝑗. 

2.   Ekspansi untuk kofaktor sepanjang baris ke-𝑖 

det(𝐴) = 𝑎𝑖1𝐶𝑖1 + 𝑎𝑖2𝐶𝑖2 +⋯+ 𝑎𝑖𝑛𝐶𝑖𝑛. 

Definisi 2.5 [15] Jika matriks 𝐴 berukuran 𝑛 × 𝑛 dan memiliki kofaktor 𝐶𝑖𝑗 untuk 

𝑎𝑖𝑗, maka matriks kofaktor 𝐴 adalah matriks 

[

𝐶11 𝐶12
𝐶21 𝐶22

⋯ 𝐶1𝑛
⋯ 𝐶2𝑛

⋮ ⋮
𝐶𝑛1 𝐶𝑛2

⋱ ⋮
⋯ 𝐶𝑛𝑛

]. 

Transpos dari matriks ini disebut adjoin dari 𝐴 serta dinyatakan dengan adj(𝐴). 

Contoh 2.5 Diberikan matriks 𝐴 = [
7 1 2
5 4 1
2 9 3

], carilah nilai determinannya dengan 

menggunakan metode ekspansi kofaktor.  

Penyelesaian 

𝐶1𝑗 = (−1)
𝑖+𝑗𝑀1𝑗  

𝐶11 = (−1)
1+1 |

4 1
9 3

| = 3  

𝐶12 = (−1)
1+2 |

5 1
2 3

| = −13  

𝐶13 = (−1)
1+3 |

5 4
2 9

| = 37  

Sehingga diperoleh determinan dari matriks 𝐴 yaitu: 

det(𝐴) = 𝑎11𝐶11 + 𝑎12𝐶12 + 𝑎13𝐶13 =  7(3) + 1(−13) + 2(37) = 82.  



  

10 
 

Definisi 2.6 [15] Jika matriks 𝐴 adalah matriks bujur sangkar dan matriks 𝐵 

memiliki ukuran (ordo) yang sama dengan matriks 𝐴 sehingga 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 = 𝐼, maka 

matriks 𝐴 dianggap dapat dibalik (invertible) dan matriks 𝐵 dianggap sebagai invers 

(𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒) dari matriks 𝐴. Jika matriks 𝐵 tidak dapat didefinisikan, maka matriks 𝐴 

dianggap sebagai matriks singular. 

Teorema 2.2 [15] Jika matriks 𝐴 memiliki invers atau dapat dibalik, maka 

𝐴−1 =
1

det(𝐴)
𝑎𝑑𝑗(𝐴). 

Contoh 2.6 Diberikan matriks 𝐴 = [
7 1 2
5 4 1
2 9 3

], tentukan invers matriksnya. 

Penyelesaian 

Dalam Contoh 2.5, nilai determinan dari matriks 𝐴 adalah det(𝐴) = 82. Kemudian 

untuk mendapatkan invers matriks 𝐴 maka perlu didapatkan matriks kofaktornya. 

Matriks kofaktor 𝐴 diperoleh dari nilai kofaktor-kofaktor dari 𝐴, yaitu: 

𝐶11 = 3,  

𝐶21 = 15,  

𝐶31 = −7,  

𝐶12 = −13,  

𝐶22 = 17,  

𝐶32 = 3,  

𝐶13 = 37,  

𝐶23 = −61,  

𝐶33 = 23.   

Sehingga diperoleh matriks kofaktor A yaitu sebagai berikut. 

𝑘𝑜𝑓𝑎𝑘𝑡𝑜𝑟(𝐴) = [
3 −13 37
15 17 −61
−7 3 23

].  

Dengan menggunakan Definisi 2.6 untuk mendapatkan 𝑎𝑑𝑗(𝐴), yaitu (𝑘𝑜𝑓(𝐴))
𝑡
=

𝑎𝑑𝑗(𝐴), maka dapat diperoleh inversnya yaitu: 

𝐴−1 =
1

82
[
3 15 −7
−13 17 3
37 −61 23

] =

[
 
 
 
 
 
3

82

15

82

−7

82
−13

82

17

82

3

82
37

82

−61

82

23

82]
 
 
 
 
 

. 

2.4   Trace Matriks dan Sifat-Sifat Trace Matriks 

Definisi 2.7 [1] Matriks bujur sangkar 𝐴 memiliki jejak (trace) yang dinotasikan 

𝑡𝑟(𝐴) yang merupakan penjumlahan dari entri yang berada di diagonal utama 



  

11 
 

matriks 𝐴. Jika matriks 𝐴 bukan matriks bujur sangkar, maka jejak (trace) dari 

matriks 𝐴 tidak terdefinisi. 

Contoh 2.7 Diberikan matriks 𝐴 dan 𝐵: 

𝐴 = [

𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

𝑎13 𝑎14
𝑎23 𝑎24

𝑎31 𝑎32
𝑎41 𝑎42

𝑎33 𝑎34
𝑎43 𝑎44

] dan  𝐵 =

[
 
 
 
 
 
1 5 2
4 8 3
8 4 8

2 6 4
4 7 1
9 3 2

3 2 1
6 7 3
2 5 8

7 8 3
2 3 8
1 2 2]

 
 
 
 
 

. 

Nilai trace untuk matriks 𝐴 dan 𝐵 adalah: 

𝑡𝑟(𝐴) = 𝑎11 + 𝑎22 + 𝑎33 + 𝑎44 dan 𝑡𝑟(𝐵) = 1 + 8 + 8 + 7 + 3 + 2 =29. 

Teorema berikut akan memberikan karakteristik trace matriks untuk 

matriks persegi. 

Teorema 2.3 [16] Jika matriks 𝐴 dan 𝐵 berukuran 𝑛 × 𝑛 dan 𝑘 adalah skalar, maka 

berlaku: 

1. 𝑡𝑟(𝐴 + 𝐵) = 𝑡𝑟(𝐴) + 𝑡𝑟(𝐵) 

2. 𝑡𝑟(𝐴 − 𝐵) = 𝑡𝑟(𝐴) − 𝑡𝑟(𝐵) 

3. 𝑡𝑟(𝑘𝐴) = 𝑘. 𝑡𝑟(𝐴) 

4. 𝑡𝑟(𝐴𝐵) = 𝑡𝑟(𝐵𝐴) 

5. 𝑡𝑟(𝐴𝑇) = 𝑡𝑟(𝐴) 

2.5   Trace Matriks Berpangkat 

Dalam penelitiannya, [7] membahas mengenai bentuk umum dari trace 

matriks berpangkat. Penelitian tersebut menggunakan matriks teoplitz 2-tridiagonal 

ordo 3 × 3 yang berjudul “Trace Matriks Toeplitz 2-tridiagonal 3×3 Berpangkat 

Bilangan Bulat Positif”. Pada bagian ini penulis akan menjelaskan hasil dari 

penelitian tersebut. Langkah-langkah penelitiannya adalah sebagai berikut:  

1.   Diberikan matriks 𝐴 = [
𝑎 0 𝑐
0 𝑎 0
𝑏 0 𝑎

]  ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ.  

2. Menentukan perpangkatan 𝐴2 sampai 𝐴13, yaitu sebagai berikut: 

𝐴2 = [
𝑎2 + 𝑏𝑐 0 2𝑎𝑐
0 𝑎2 0
2𝑎𝑏 0 𝑎2 + 𝑏𝑐

]  
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𝐴3 = [
𝑎3 + 3𝑎𝑏𝑐 0 3𝑎2𝑐 + 𝑏𝑐2

0 𝑎3 0
3𝑎2𝑏 + 𝑏2𝑐 0 𝑎3 + 3𝑎𝑏𝑐

]  

𝐴4 = [
𝑎4 + 6𝑎2𝑏𝑐 + 𝑏2𝑐2 0 4𝑎3𝑐 + 4𝑎𝑏𝑐2

0 𝑎4 0
4𝑎3𝑏 + 4𝑎𝑏2𝑐 0 𝑎4 + 6𝑎2𝑏𝑐 + 𝑏2𝑐2

]  

𝐴5 = [
𝑎5 + 10𝑎3𝑏𝑐 + 5𝑎𝑏2𝑐2 0 5𝑎4𝑐 + 10𝑎2𝑏𝑐2 + 𝑏2𝑐3

0 𝑎5 0
5𝑎4𝑏 + 10𝑎2𝑏2𝑐 + 𝑏3𝑐2 0 𝑎5 + 10𝑎3𝑏𝑐 + 5𝑎𝑏2𝑐2

]  

𝐴6 =

[
 
 
 
 
𝑎6 + 15𝑎4𝑏𝑐 +
15𝑎2𝑏2𝑐2 + 𝑏3𝑐3

0 6𝑎5𝑐 + 20𝑎3𝑏𝑐2 +
6𝑎𝑏2𝑐3

0 𝑎6 0
6𝑎5𝑏 + 20𝑎3𝑏2𝑐 +

6𝑎𝑏3𝑐2
0 𝑎6 + 15𝑎4𝑏𝑐 +

15𝑎2𝑏2𝑐2 + 𝑏3𝑐3 ]
 
 
 
 

  

𝐴7 =

[
 
 
 
 

𝑎7 + 21𝑎5𝑏𝑐 +
35𝑎3𝑏2𝑐2 + 7𝑎𝑏3𝑐3

0 7𝑎6𝑐 + 35𝑎4𝑏𝑐2 +
21𝑎2𝑏2𝑐3 + 𝑏3𝑐4

0 𝑎7 0
7𝑎6𝑏 + 35𝑎4𝑏2𝑐 +
21𝑎2𝑏3𝑐2 + 𝑏4𝑐3

0 𝑎7 + 21𝑎5𝑏𝑐 +
35𝑎3𝑏2𝑐2 + 7𝑎𝑏3𝑐3]

 
 
 
 

   

𝐴8 =

[
 
 
 
 
𝑎8 + 28𝑎6𝑏𝑐 + 70𝑎4𝑏2𝑐2 +

28𝑎2𝑏3𝑐3 + 𝑏4𝑐4
0 8𝑎7𝑐 + 56𝑎5𝑏𝑐2 +

56𝑎3𝑏2𝑐3 + 8𝑎𝑏3𝑐4

0 𝑎8 0
8𝑎7𝑏 + 56𝑎5𝑏2𝑐 +
56𝑎3𝑏3𝑐2 + 8𝑎𝑏4𝑐3

0 𝑎8 + 28𝑎6𝑏𝑐 + 70𝑎4𝑏2𝑐2 +
28𝑎2𝑏3𝑐3 + 𝑏4𝑐4 ]

 
 
 
 

   

𝐴9 =

[
 
 
 
 
 
 

𝑎9 + 36𝑎7𝑏𝑐 +
126𝑎5𝑏2𝑐2 + 84𝑎3𝑏3𝑐3 +

9𝑎𝑏4𝑐4
0

9𝑎8𝑐 + 84𝑎6𝑏𝑐2 +
126𝑎4𝑏2𝑐3 + 28𝑎2𝑏3𝑐4 +

𝑏4𝑐5

0 𝑎9 0
9𝑎8𝑏 + 84𝑎6𝑏2𝑐 +

126𝑎4𝑏3𝑐2 + 28𝑎2𝑏4𝑐3 +
𝑏5𝑐4

0
𝑎9 + 36𝑎7𝑏𝑐 +

126𝑎5𝑏2𝑐2 + 84𝑎3𝑏3𝑐3 +
9𝑎𝑏4𝑐4 ]

 
 
 
 
 
 

    

𝐴10 =

[
 
 
 
 
 
 

𝑎10 + 45𝑎8𝑏𝑐 +
210𝑎6𝑏2𝑐2 + 210𝑎4𝑏3𝑐3 +

45𝑎2𝑏4𝑐4 + 𝑏5𝑐5
0

10𝑎9𝑐 + 120𝑎7𝑏𝑐2 +
252𝑎5𝑏2𝑐3 + 120𝑎3𝑏3𝑐4 +

10𝑎𝑏4𝑐5

0 𝑎10 0
10𝑎9𝑏 + 120𝑎7𝑏2𝑐 +

252𝑎5𝑏3𝑐2 + 120𝑎3𝑏4𝑐5 +
10𝑎𝑏5𝑐4

0
𝑎10 + 45𝑎8𝑏𝑐 +

210𝑎6𝑏2𝑐2 + 210𝑎4𝑏3𝑐3 +
45𝑎2𝑏4𝑐4 + 𝑏5𝑐5 ]
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𝐴11 =

[
 
 
 
 
 
 

𝑎11 + 55𝑎9𝑏𝑐 +
330𝑎7𝑏2𝑐2 + 462𝑎5𝑏3𝑐3 +
165𝑎3𝑏4𝑐4 + 11𝑎𝑏5𝑐5

0
11𝑎10𝑐 + 165𝑎8𝑏𝑐2 +

462𝑎6𝑏2𝑐3 + 330𝑎4𝑏3𝑐4 +
55𝑎2𝑏4𝑐5 + 𝑏5𝑐6

0 𝑎11 0
11𝑎10𝑏 + 165𝑎8𝑏2𝑐 +

462𝑎6𝑏3𝑐2 + 330𝑎4𝑏4𝑐3 +
55𝑎2𝑏5𝑐4 + 𝑏6𝑐5

0
𝑎11 + 55𝑎9𝑏𝑐 +

330𝑎7𝑏2𝑐2 + 462𝑎5𝑏3𝑐3 +
165𝑎3𝑏4𝑐4 + 11𝑎𝑏5𝑐5 ]

 
 
 
 
 
 

   

𝐴12 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑎12 + 66𝑎10𝑏𝑐 +
495𝑎8𝑏2𝑐2 + 924𝑎6𝑏3𝑐3 +
495𝑎4𝑏4𝑐4 + 66𝑎2𝑏5𝑐5 +

𝑏6𝑐6

0
12𝑎11𝑐 + 220𝑎9𝑏𝑐2 +

792𝑎7𝑏2𝑐3 + 792𝑎5𝑏3𝑐4 +
220𝑎3𝑏4𝑐5 + 12𝑎𝑏5𝑐6

0 𝑎12 0

12𝑎11𝑏 + 220𝑎9𝑏2𝑐 +
792𝑎7𝑏3𝑐2 + 792𝑎5𝑏4𝑐3 +
220𝑎3𝑏5𝑐4 + 12𝑎𝑏6𝑐5

0

𝑎12 + 66𝑎10𝑏𝑐 +
495𝑎8𝑏2𝑐2 + 924𝑎6𝑏3𝑐3 +
495𝑎4𝑏4𝑐4 + 66𝑎2𝑏5𝑐5 +

𝑏6𝑐6 ]
 
 
 
 
 
 
 
 

  

𝐴13 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑎13 + 78𝑎11𝑏𝑐 +
715𝑎9𝑏2𝑐2 + 1716𝑎7𝑏3𝑐3 +
1287𝑎5𝑏4𝑐4 + 286𝑎3𝑏5𝑐5 +

13𝑎𝑏6𝑐6

0

13𝑎12𝑐 + 286𝑎10𝑏𝑐2 +
1287𝑎8𝑏2𝑐3 + 1716𝑎6𝑏3𝑐4

+715𝑎4𝑏4𝑐5 + 78𝑎2𝑏5𝑐6 +
𝑏6𝑐7

0 𝑎13 0
13𝑎12𝑏 + 286𝑎10𝑏2𝑐 +

1287𝑎8𝑏3𝑐2 + 1716𝑎6𝑏4𝑐3

+715𝑎4𝑏5𝑐4 + 78𝑎2𝑏6𝑐5 +
𝑏7𝑐6

0

𝑎13 + 78𝑎11𝑏𝑐 +
715𝑎9𝑏2𝑐2 + 1716𝑎7𝑏3𝑐3 +
1287𝑎5𝑏4𝑐4 + 286𝑎3𝑏5𝑐5 +

13𝑎𝑏6𝑐6 ]
 
 
 
 
 
 
 
 

  

3. Menduga bentuk umum dari 𝐴𝑛, yaitu: 

Teorema 2.4 Berdasarkan matriks 𝐴 = [
𝑎 0 𝑐
0 𝑎 0
𝑏 0 𝑎

]  ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ, maka didapatkan 

bentuk umum matriks berpangkat hingga ke 𝑛: 

𝐴𝑛 =

{
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 

∑(
𝑛
2𝑖
) 𝑎𝑛−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

𝑛−1
2

𝑖=0

0 ∑(
𝑛

2𝑖 + 1
)𝑎𝑛−2𝑖−1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑛−1
2

𝑖=0

0 𝑎𝑛 0

∑(
𝑛

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑛−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑛−1
2

𝑖=0

0 ∑(
𝑛
2𝑖
) 𝑎𝑛−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

𝑛−1
2

𝑖=0 ]
 
 
 
 
 
 
 

, 𝑛 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙, 𝑛 > 0, 𝑛 ∈ ℤ

[
 
 
 
 
 
 
 

∑(
𝑛
2𝑖
) 𝑎𝑛−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

𝑛
2

𝑖=0

0 ∑(
𝑛

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑛−2𝑖−1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑛−2
2

𝑖=0

0 𝑎𝑛 0

∑(
𝑛

2𝑖 + 1
)𝑎𝑛−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑛−2
2

𝑖=0

0 ∑(
𝑛
2𝑖
) 𝑎𝑛−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

𝑛
2

𝑖=0 ]
 
 
 
 
 
 
 

, 𝑛 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝, 𝑛 ≥ 0, 𝑛 ∈ ℤ

  . 
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4. Pembuktian bentuk umum 𝐴𝑛 dengan menggunakan induksi matematika 

akan dibahas pada bagian induksi matematika. 

5. Mendapatkan bentuk umum trace matriks 𝐴𝑛. 

Teorema 2.5 Diberikan matriks 𝐴 = [
𝑎 0 𝑐
0 𝑎 0
𝑏 0 𝑎

]  ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ, maka: 

𝑡𝑟(𝐴𝑛) =

{
  
 

  
 
𝑎𝑛 + 2∑(

𝑛
2𝑖
) 𝑎𝑛−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

𝑛−1
2

𝑖=0

 ,              𝑛 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙, 𝑛 > 0,   𝑛 ∈ ℤ

𝑎𝑛 + 2∑(
𝑛
2𝑖
) 𝑎𝑛−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

𝑛
2

𝑖=0

 ,              𝑛 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝, 𝑛 ≥ 0,   𝑛 ∈ ℤ

 . 

2.6   Induksi Matematika 

Salah satu metode dalam melakukan pembuktian terhadap suatu pernyataan 

apakah pernyataan tersebut benar atau salah secara deduktif disebut dengan induksi 

matematika. Metode ini telah sering digunakan untuk melakukan pembuktian 

terhadap pernyataan matematika. 

Definisi 2.8 [17] Misalkan proposisi 𝑝(𝑛) berkaitan dengan perihal bilangan bulat 

positif, kemudian akan dilakukan pembuktian bahwa 𝑝(𝑛) benar terhadap semua 

bilangan bulat positif 𝑛. Dalam membuktikan hal ini, harus dibuktikan: 

1.  𝑝(1) benar, dan 

2.   jika diasumsikan 𝑝(𝑛), maka 𝑝(𝑛 + 1) juga akan benar untuk setiap 𝑛 ≥ 1. 

Dengan demikian, 𝑝(𝑛) benar untuk semua bilangan bulat positif 𝑛. 

 Dalam induksi matematika, basis induksi adalah langkah pertama, dan 

langkah induksi adalah langkah kedua. Pada langkah kedua akan diisi dengan 

asumsi atau pengandaian yang menyatakan bahwa 𝑝(𝑛) adalah benar, disebut 

hipotesis induksi. Ketika telah didapatkan pembuktian bahwa kedua langkah 

tersebut benar, maka telah terbukti bahwasannya 𝑝(𝑛) benar bagi semua bilangan 

bulat positif 𝑛. 
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 Langkah pertama yaitu basis induksi dibuktikan agar menunjukkan bahwa  

dari pernyataan yang sedang dibuktikan itu benar dengan mengganti 𝑛 menjadi 1, 

yang mana 1 merupakan bilangan bulat positif terkecil.  

 Selanjutnya, untuk melakukan pembuktian bahwasannya implikasi 𝑝(𝑛) →

𝑝(𝑛 + 1) benar bagi semua bilangan bulat positif, perlu ditunjukkan bahwa 𝑝(𝑛 +

1) tidak mungkin salah atau pasti benar jika 𝑝(𝑛) benar. Sehingga penyelesaian hal 

ini dapat dilakukakan dengan menunjukkan bahwa jika hipotesis 𝑝(𝑛) benar, maka 

𝑝(𝑛 + 1) juga harus benar. 

Contoh 2.8 Pembuktian bentuk umum 𝐴𝑛 pada penelitian [7] dengan menggunakan 

induksi matematika. 

Penyelesaian 

Untuk 𝑛 ganjil, matriks 𝐴 akan dibuktikan dengan induksi matematika, 

sebagai berikut: 

𝑝(𝑛): 𝐴𝑛 =

[
 
 
 
 
 
 
 

∑ (
𝑛
2𝑖
) 𝑎𝑛−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

𝑛−1
2

𝑖=0

0 ∑(
𝑛

2𝑖 + 1
)𝑎𝑛−2𝑖−1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑛−1
2

𝑖=0

0 𝑎𝑛 0

∑(
𝑛

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑛−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑛−1
2

𝑖=0

0 ∑(
𝑛
2𝑖
) 𝑎𝑛−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

𝑛−1
2

𝑖=0 ]
 
 
 
 
 
 
 

. 

1. Akan dibuktikan bahwa 𝑝(1) benar. 

𝑝(1): 𝐴1 =

[
 
 
 
 ∑ (

1
2𝑖
) 𝑎1−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

0

2

𝑖=0
0 ∑ (

1
2𝑖 + 1

) 𝑎1−2𝑖−1𝑏𝑖𝑐𝑖+1
0

2

𝑖=0

0 𝑎1 0

∑ (
1

2𝑖 + 1
) 𝑎1−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

0

2

𝑖=0
0 ∑ (

𝑛
2𝑖
) 𝑎1−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

0

2

𝑖=0 ]
 
 
 
 

  

   = [
𝑎1(𝑏𝑐)0 0 𝑎0𝑏0𝑐1

0 𝑎𝑛 0
𝑎0𝑏1𝑐0 0 𝑎1(𝑏𝑐)0

]  

   = [
𝑎 0 𝑐
0 𝑎 0
𝑏 0 𝑎

]  
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2. Asumsikan bahwa 𝑝(𝑘) benar, yaitu: 

𝑝(𝑘): 𝐴𝑘 =

[
 
 
 
 ∑ (

𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

𝑘−1

2

𝑖=0
0 ∑ (

𝑘
2𝑖 + 1

) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖𝑐𝑖+1
𝑘−1

2

𝑖=0

0 𝑎𝑘 0

∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘−1

2

𝑖=0
0 ∑ (

𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

𝑘−1

2

𝑖=0 ]
 
 
 
 

.  

3.   Akan dibuktikan 𝑝(𝑘 + 2) juga benar yaitu: 

𝑝(𝑘 + 2): 𝐴𝑘+2 =

[
 
 
 
 ∑ (

𝑘 + 2
2𝑖

) 𝑎𝑘−2𝑖+2(𝑏𝑐)𝑖
𝑘+1

2

𝑖=0
0 ∑ (

𝑘 + 2
2𝑖 + 1

) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1
𝑘+1

2

𝑖=0

0 𝑎𝑘+2 0

∑ (
𝑘 + 2
2𝑖 + 1

) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖+1𝑐𝑖
𝑘+1

2

𝑖=0
0 ∑ (

𝑘 + 2
2𝑖

) 𝑎𝑘−2𝑖+2(𝑏𝑐)𝑖
𝑘+1

2

𝑖=0 ]
 
 
 
 

         (2.1)  

Pembuktiannya sebagai berikut: 

𝐴𝑘+2 = 𝐴𝑘 ∙ 𝐴2  

           =

[
 
 
 
 ∑ (

𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

𝑘−1

2
𝑖=0 0 ∑ (

𝑘
2𝑖 + 1

) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖𝑐𝑖+1
𝑘−1

2
𝑖=0

0 𝑎𝑘 0

∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘−1

2
𝑖=0 0 ∑ (

𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

𝑘−1

2
𝑖=0 ]

 
 
 
 

∙

[
 
 
 
 ∑ (

2
2𝑖
) 𝑎2−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

1

2
𝑖=0 0 ∑ (

2
2𝑖 + 1

) 𝑎1−2𝑖𝑏𝑖𝑐𝑖+1
1

2
𝑖=0

0 𝑎2 0

∑ (
2

2𝑖 + 1
) 𝑎1−2𝑖𝑏𝑖+1𝑐𝑖

1

2
𝑖=0 0 ∑ (

2
2𝑖
) 𝑎2−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

1

2
𝑖=0 ]

 
 
 
 

  



  

17 
 

         =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ∑ (

𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+2(𝑏𝑐)𝑖

𝑘−1

2

𝑖=0
+

2∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖+1

𝑘−1

2

𝑖=0
+

∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖+1

𝑘−1

2

𝑖=0

0

∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘−1

2

𝑖=0
+

2∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘−1

2

𝑖=0
+

∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
)𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖+2

𝑘−1

2

𝑖=0

0 𝑎𝑘+2 0

∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘−1

2

𝑖=0
+

2∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘−1

2

𝑖=0
+

∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
)𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+2𝑐𝑖+1

𝑘−1

2

𝑖=0

0

∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

𝑘−1

2

𝑖=0
+

2∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖+1

𝑘−1

2

𝑖=0
+

∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖+1

𝑘−1

2

𝑖=0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

     

         =

[
 
 
 
 
 
 
 
 𝑎𝑘+2 + 2𝑎(𝑏𝑐)

𝑘+1

2 + 𝑘𝑎(𝑏𝑐)
𝑘+1

2 +

∑ (
𝑘 + 2
2𝑖

) 𝑎𝑘−2𝑖+2(𝑏𝑐)𝑖
𝑘−1

2

𝑖=1

0
2𝑎𝑘+1𝑐 + 𝑘𝑎𝑘+1𝑐 + 𝑏

𝑘+1

2 𝑐
𝑘+3

2 +

∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘−1

2

𝑖=1

0 𝑎𝑘+2 0

2𝑎𝑘+1𝑏 + 𝑘𝑎𝑘+1𝑏 + 𝑏
𝑘+3

2 𝑐
𝑘+1

2 +

∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘−1

2

𝑖=1

0
𝑎𝑘+2 + 2𝑎(𝑏𝑐)

𝑘+1

2 + 𝑘𝑎(𝑏𝑐)
𝑘+1

2 +

∑ (
𝑘 + 2
2𝑖

) 𝑎𝑘−2𝑖+2(𝑏𝑐)𝑖
𝑘−1

2

𝑖=1 ]
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            =

[
 
 
 
 ∑ (

𝑘 + 2
2𝑖

) 𝑎𝑘−2𝑖+2(𝑏𝑐)𝑖
𝑘+1

2

𝑖=0
0 ∑ (

𝑘 + 2
2𝑖 + 1

) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1
𝑘+1

2

𝑖=0

0 𝑎𝑘+2 0

∑ (
𝑘 + 2
2𝑖 + 1

) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖+1𝑐𝑖
𝑘+1

2

𝑖=0
0 ∑ (

𝑘 + 2
2𝑖

) 𝑎𝑘−2𝑖+2(𝑏𝑐)𝑖
𝑘+1

2

𝑖=0 ]
 
 
 
 

  

Dengan melihat Persamaan (2.1) maka terbukti bahwa 𝑝(𝑘 + 2) benar, dan 

karena pada langkah (1) dan (2) sudah ditunjukkan benar, maka terbukti untuk 𝑛 

bilangan positif ganjil. Selanjutnya dengan cara yang sama dapat dibuktikan 𝐴𝑛 

untuk 𝑛 bilangan positif genap. 

2.7   Teorema Binomial 

Teorema binomial banyak digunakan untuk penurunan beberapa teorema 

serta pemecahan dari masalah dalam matematika. 

Teorema 2.6 [18] Jika 𝑘 dan 𝑟 merupakan bilangan-bilangan asli dengan 𝑘 > 𝑟, 

maka 

(
𝑘

𝑟 − 1
) + (

𝑘
𝑟
) = (

𝑘 + 1
𝑟

). 

Bukti: 

(
𝑘

𝑟 − 1
) + (

𝑘
𝑟
) =

𝑘!

(𝑘−𝑟+1)!(𝑟−1)!
+

𝑘!

(𝑘−𝑟)!𝑟!
  

 =
𝑘!(𝑟)+𝑘!(𝑘−𝑟+1)

(𝑘+1−𝑟)!𝑟!
  

 =
𝑘!(𝑟+𝑘−𝑟+1)

(𝑘+1−𝑟)!𝑟!
  

 =
𝑘!(𝑘+1)

(𝑘+1−𝑟)!𝑟!
  

 =
(𝑘+1)!

(𝑘+1−𝑟)!𝑟!
  

 = (
𝑘 + 1
𝑟

)   

Sehingga terbukti bahwa  ( 𝑘
𝑟 − 1

) + (
𝑘
𝑟
) = (

𝑘 + 1
𝑟

). 

Contoh 2.9 Diberikan  

(
8
5
) = (

7
4
) + (

7
5
). 

Buktikan bahwa pernyataan tersebut benar. 
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Penyelesaian 

(
8
5
)          = (

7
4
) + (

7
5
)  

8!

5!(8−5)!
   =

7!

4!(7−4)!
+

7!

5!(7−5)!
   

8∙7∙6∙5!

5!(3)!
     =

7∙6∙5∙4!

4!(3)!
+

7∙6∙5!

5!(2)!
  

56           = 35      + 21  

56           = 56  

Sehingga terbukti bahwa (
8
5
) = (

7
4
) + (

7
5
). 

Teorema 2.7 [17] Misalkan 𝑥 dan 𝑦 merupakan peubah, dan 𝑛 merupakan bilangan 

bulat non-negatif. Maka 

(𝑥 + 𝑦)𝑛 =∑(
𝑛
𝑘
)

𝑛

𝑖=0

𝑥𝑛−𝑘𝑦𝑘 . 

Contoh 2.9 Jabarkan bentuk (𝑘 − 𝑙𝑚)3 dengan menggunakan Teorema 2.7. 

Penyelesaian 

Untuk (𝑝2 − 𝑞𝑟)4, dapat diketahui bahwa nilai 𝑥 = 𝑝2, 𝑦 = (−𝑞𝑟), dan 𝑛 = 4. 

Maka: 

(𝑝2 − 𝑞𝑟)4 = (𝑝2 + (−𝑞𝑟))4 = ∑ (
4
𝑘
)4

𝑖=0 ((𝑝2)4−𝑘(−𝑞𝑟)𝑘  

 = ∑ (
4
𝑘
)4

𝑖=0 𝑝8−2𝑘(−𝑞𝑟)𝑘  

 = (
4
0
) 𝑝8−2(0)(−𝑞𝑟)0 + (

4
1
)𝑝8−2(1)(−𝑞𝑟)1 +

  (
4
2
) 𝑝8−2(2)(−𝑞𝑟)3 + (

4
3
) 𝑝8−2(3)(−𝑞𝑟)3 +

  (
4
4
) 𝑝8−2(4)(−𝑞𝑟)4   

 = (1)𝑝8 + (4)𝑝6(−𝑞𝑟) + (6)𝑝4(𝑞2𝑟2) +

  (4)𝑝2(−𝑞3𝑟3) + (1)𝑝0(𝑞4𝑟4)  

 = 𝑝8 − 4𝑝6𝑞𝑟 + 6𝑝4𝑞2𝑟2 − 4𝑝2𝑞3𝑟3 + 𝑞4𝑟4  
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BAB III 

METODE PENELITIAN 

Tujuan dari penelitian tugas akhir ini adalah untuk menentukan bentuk 

umum dari trace matriks toeplitz 2-tridiagonal berordo 4 × 4 berpangkat bilangan 

bulat. Penelitian ini menggunakan beberapa langkah atau prosedur. Pada tugas 

akhir ini, studi literatur digunakan untuk mengumpulkan data. Ini dilakukan dengan 

menggunakan buku, jurnal, dan sumber literatur lainnya. Untuk mencapai tujuan 

tersebut, langkah-langkah berikut harus dilakukan: 

1. Diberikan matriks toeplitz 2-tridiagonal dengan ordo 4 × 4 pada Persamaan 

(1.1). 

2. Menentukan perpangkatan matriks 𝐴4 dari 𝐴4
2 hingga 𝐴4

𝑘, dengan 𝑘 

merupakan batas atas ketika pola telah terlihat. 

3. Menduga bentuk umum dari 𝐴4
𝑛 dengan 𝑛 bilangan bulat positif. 

4. Membuktikan bentuk umum dari 𝐴4
𝑛 dengan 𝑛 bilangan bulat positif 

menggunakan induksi matematika. 

5. Menentukan invers matriks 𝐴4 menggunakan metode adjoin. 

6. Menentukan perpangkatan matriks 𝐴4
−1 dari 𝐴4

−2 hingga 𝐴4
−𝑘, dengan 𝑘 

merupakan batas atas ketika pola telah terlihat. 

7. Menduga bentuk umum dari 𝐴4
𝑛 dengan 𝑛 bilangan bulat negatif. 

8. Membuktikan bentuk umum dari 𝐴4
𝑛 dengan 𝑛 bilangan bulat negatif. 

menggunakan aturan invers, yaitu 𝐴4
𝑛𝐴4

−𝑛 = 𝐴4
−𝑛𝐴4

𝑛 = 𝐼. 

9. Mendapatkan bentuk umum dari 𝑡𝑟(𝐴4
𝑛) dengan 𝑛 bilangan bulat 

menggunakan definisi trace matriks. 

10. Mengaplikasikan bentuk umum dari 𝐴4
𝑛  dan 𝑡𝑟(𝐴4

𝑛) pada contoh soal. 
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BAB V 

PENUTUP 

5.1   Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan mengenai trace matriks toeplitz 2-tridiagonal ordo 4 × 4 berpangkat bilangan bulat dengan 

menggunakan matriks Persamaan (1,1), maka dapat disimpulkan sebagai berikut: 

Diberikan matriks 𝐴4 = [

𝑎 0 𝑐 0
0 𝑎 0 𝑐
𝑏 0 𝑎 0
0 𝑏 0 𝑎

] , ∀ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈  ℝ, dan 𝑎, 𝑏, 𝑐 ≠ 0. Maka bentuk umum perpangkatan matriks toeplitz 2-

tridiagonal ordo 4 × 4 berpangkat bilangan bulat positif, yaitu: 

𝐴𝑛 =

{
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 ∑ (

𝑛
2𝑖
) 𝑎𝑛−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

𝑛−1

2
𝑖=0

0 ∑ (
𝑛

2𝑖 + 1
)𝑎𝑛−2𝑖−1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑛−1

2
𝑖=0

0

0 ∑ (
𝑛
2𝑖
) 𝑎𝑛−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

𝑛−1

2
𝑖=0

0 ∑ (
𝑛

2𝑖 + 1
)𝑎𝑛−2𝑖−1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑛−1

2
𝑖=0

∑ (
𝑛

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑛−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑛−1

2
𝑖=0

0 ∑ (
𝑛
2𝑖
) 𝑎𝑛−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

𝑛−1

2
𝑖=0

0

0 ∑ (
𝑛

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑛−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑛−1

2
𝑖=0

0 ∑ (
𝑛
2𝑖
) 𝑎𝑛−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

𝑛−1

2
𝑖=0 ]

 
 
 
 
 
 
 

, 𝑛 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙

[
 
 
 
 
 
 
 ∑ (

𝑛
2𝑖
) 𝑎𝑛−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

𝑛

2
𝑖=0

0 ∑ (
𝑛

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑛−2𝑖−1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑛−2

2
𝑖=0

0

0 ∑ (
𝑛
2𝑖
) 𝑎𝑛−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

𝑛

2
𝑖=0

0 ∑ (
𝑛

2𝑖 + 1
)𝑎𝑛−2𝑖−1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑛−2

2
𝑖=0

∑ (
𝑛

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑛−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑛−2

2
𝑖=0

0 ∑ (
𝑛
2𝑖
) 𝑎𝑛−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

𝑛

2
𝑖=0

0

0 ∑ (
𝑛

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑛−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑛−2

2
𝑖=0

0 ∑ (
𝑛
2𝑖
) 𝑎𝑛−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

𝑛

2
𝑖=0 ]

 
 
 
 
 
 
 

, 𝑛 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝

,   
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dan  

 𝑡𝑟(𝐴4
𝑛) = {

4∑ (
𝑛
2𝑖
) 𝑎𝑛−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

𝑛−1

2

𝑖=0
, 𝑛 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙

4∑ (
𝑛
2𝑖
) 𝑎𝑛−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

𝑛

2

𝑖=0
, 𝑛 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝

. 

Selanjutnya bentuk umum perpangkatan matriks toeplitz 2-tridiagonal ordo 4 × 4 berpangkat bilangan bulat negatif, yaitu: 

𝐴−𝑛 =

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 ∑ (

𝑛
2𝑖
)𝑎𝑛−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

𝑛−1
2

𝑖=0

(𝑎2−𝑏𝑐)𝑛
0 −

∑ (
𝑛

2𝑖+1
)𝑎𝑛−2𝑖−1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑛−1
2

𝑖=0

(𝑎2−𝑏𝑐)𝑛
0

0
∑ (

𝑛
2𝑖
)𝑎𝑛−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

𝑛−1
2

𝑖=0

(𝑎2−𝑏𝑐)𝑛
0 −

∑ (
𝑛

2𝑖+1
)𝑎𝑛−2𝑖−1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑛−1
2

𝑖=0

(𝑎2−𝑏𝑐)𝑛

−
∑ (

𝑛
2𝑖+1

)𝑎𝑛−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖
𝑛−1
2

𝑖=0

(𝑎2−𝑏𝑐)𝑛
0

∑ (
𝑛
2𝑖
)𝑎𝑛−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

𝑛−1
2

𝑖=0

(𝑎2−𝑏𝑐)𝑛
0

0 −
∑ (

𝑛
2𝑖+1

)𝑎𝑛−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖
𝑛−1
2

𝑖=0

(𝑎2−𝑏𝑐)𝑛
0

∑ (
𝑛
2𝑖
)𝑎𝑛−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

𝑛−1
2

𝑖=0

(𝑎2−𝑏𝑐)𝑛 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, 𝑛 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 ∑ (

𝑛
2𝑖
)𝑎𝑛−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

𝑛
2
𝑖=0

(𝑎2−𝑏𝑐)𝑛
0 −

∑ (
𝑛

2𝑖+1
)𝑎𝑛−2𝑖−1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑛−2
2

𝑖=0

(𝑎2−𝑏𝑐)𝑛
0

0
∑ (

𝑛
2𝑖
)𝑎𝑛−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

𝑛
2
𝑖=0

(𝑎2−𝑏𝑐)𝑛
0 −

∑ (
𝑛

2𝑖+1
)𝑎𝑛−2𝑖−1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑛−2
2

𝑖=0

(𝑎2−𝑏𝑐)𝑛

−
∑ (

𝑛
2𝑖+1

)𝑎𝑛−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖
𝑛−2
2

𝑖=0

(𝑎2−𝑏𝑐)𝑛
0

∑ (
𝑛
2𝑖
)𝑎𝑛−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

𝑛
2
𝑖=0

(𝑎2−𝑏𝑐)𝑛
0

0 −
∑ (

𝑛
2𝑖+1

)𝑎𝑛−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖
𝑛−2
2

𝑖=0

(𝑎2−𝑏𝑐)𝑛
0

∑ (
𝑛
2𝑖
)𝑎𝑛−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

𝑛
2
𝑖=0

(𝑎2−𝑏𝑐)𝑛 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, 𝑛 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝

 ,  
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dan  

𝑡𝑟(𝐴4
−𝑛) =

{
  
 

  
 
4(

∑ (
𝑛
2𝑖
)𝑎𝑛−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

𝑛−1
2

𝑖=0

(𝑎2−𝑏𝑐)𝑛
) , 𝑛 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙

4(
∑ (

𝑛
2𝑖
)𝑎𝑛−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

𝑛
2
𝑖=0

(𝑎2−𝑏𝑐)𝑛
) , 𝑛 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝

.  

5.2   Saran 

Pembahasan pada tugas akhir ini ialah trace matriks toeplitz 2-tridiagonal 

ordo 4 × 4 berpangkat bilangan bulat. Bagi pembaca yang tertarik untuk membahas 

topik yang sama dengan tugas akhir ini, penulis menyarankan untuk 

mengembangkan penelitian dengan memperbesar ukuran atau ordo dari matriks 

toeplitz 2-tridiagonal dan kemudian menentukan bentuk umum trace matriksnya.
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LAMPIRAN 

Lampiran 1  Uraian pembuktian matriks berpangkat bilangan positif ganjil 

Uraian ini akan menggunakan Teorema 2.6. 

1.   Entri 𝑎11, 𝑎22, 𝑎33, dan 𝑎44 

Akan ditunjukkan  

𝑎11, 𝑎22, 𝑎33, 𝑎44 = ∑(
𝑘 + 2
2𝑖

) 𝑎𝑘−2𝑖+2(𝑏𝑐)𝑖

𝑘+1
2

𝑖=0

 

maka: 

𝑎2 (∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

𝑘−1

2
𝑖=0

) + 𝑏𝑐 (∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

𝑘−1

2
𝑖=0

) + 2𝑎𝑏 (∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘−1

2
𝑖=0

)  

= (∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+2(𝑏𝑐)𝑖

𝑘−1

2
𝑖=0

) + (∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖+1

𝑘−1

2
𝑖=0

) + 2(∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖+1

𝑘−1

2
𝑖=0

)  

= (∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+2(𝑏𝑐)𝑖

𝑘−1

2
𝑖=0

) + ((∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖+1

𝑘−1

2
𝑖=0

) + (∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖+1

𝑘−1

2
𝑖=0

)) +

(∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
)𝑎𝑘−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖+1

𝑘−1

2
𝑖=0

)  

= (∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+2(𝑏𝑐)𝑖

𝑘−1

2
𝑖=0

) + (∑ (
𝑘 + 1
2𝑖 + 1

) 𝑎𝑘−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖+1
𝑘−1

2
𝑖=0

) + (∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖+1

𝑘−1

2
𝑖=0

)  

= (∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+2 ∙ (𝑏𝑐)𝑖

𝑘−1

2
𝑖=1

+ (𝑎𝑘+2)) + ((∑ (
𝑘 + 1
2𝑖 + 1

)𝑎𝑘−2𝑖 ∙ (𝑏𝑐)𝑖+1
𝑘−3

2
𝑖=0

) + 𝑎(𝑏𝑐)
𝑘+1

2 ) +

((∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
)𝑎𝑘−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖+1

𝑘−3

2
𝑖=0

) + (𝑘 + 1) 𝑎(𝑏𝑐)
𝑘+1

2 )  

 

 

∑(
𝑘 + 1
2𝑖 + 1

)𝑎𝑘−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖+1

𝑘−3
2

𝑖=0

 

𝑙 = 𝑖 + 1 → 𝑙 = 0 + 1 → 𝑖 = 1   

∑ (
𝑘 + 1

2(𝑙 − 1) + 1
) 𝑎𝑘−2(𝑙−1)(𝑏𝑐)(𝑙−1)+1

(𝑘−3)

2
+1

𝑖=1
= ∑ (

𝑘 + 1
2𝑖 − 1

) 𝑎𝑘−2𝑖+2(𝑏𝑐)𝑖
𝑘−1

2
𝑖=1

  

∑(
𝑘

2𝑖 + 1
)𝑎𝑘−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖+1

𝑘−3
2

𝑖=0

 

𝑙 = 𝑖 + 1 → 𝑙 = 0 + 1 → 𝑖 = 1   

∑ (
𝑘

2(𝑙 − 1) + 1
) 𝑎𝑘−2(𝑙−1)(𝑏𝑐)(𝑙−1)+1

(𝑘−3)

2
+1

𝑖=1
= ∑ (

𝑘
2𝑖 − 1

) 𝑎𝑘−2𝑖+2(𝑏𝑐)𝑖
𝑘−1

2
𝑖=1
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= (∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+2 ∙ (𝑏𝑐)𝑖

𝑘−1

2
𝑖=1

+ ∑ (
𝑘

2𝑖 − 1
)𝑎𝑘−2𝑖+2(𝑏𝑐)𝑖

𝑘−1

2
𝑖=1

) + ∑ (
𝑘 + 1
2𝑖 − 1

) 𝑎𝑘−2𝑖 ∙ (𝑏𝑐)𝑖+1
𝑘−3

2
𝑖=0

+

(𝑘𝑎(𝑏𝑐)
𝑘+1

2 + 𝑎(𝑏𝑐)
𝑘+1

2 ) + (𝑎(𝑏𝑐)
𝑘+1

2 ) + (𝑎𝑘+2)  

= ((∑ (
𝑘 + 1
2𝑖

) 𝑎𝑘−2𝑖+2 ∙ (𝑏𝑐)𝑖
𝑘−1

2
𝑖=1

) + ∑ (
𝑘 + 1
2𝑖 − 1

) 𝑎𝑘−2𝑖+2 ∙ (𝑏𝑐)𝑖
𝑘−1

2
𝑖=1

) + (𝑎𝑘+2) + 𝑘𝑎(𝑏𝑐)
𝑘+1

2 +

2𝑎(𝑏𝑐)
𝑘+1

2   

= ∑ (
𝑘 + 2
2𝑖

) 𝑎𝑘−2𝑖+2 ∙ (𝑏𝑐)𝑖
𝑘−1

2
𝑖=1

+ (𝑎𝑘+2) + (𝑘𝑎(𝑏𝑐)
𝑘+1

2 + 2𝑎(𝑏𝑐)
𝑘+1

2 )   

𝑎11, 𝑎22, 𝑎33, 𝑎44 = ∑ (
𝑘 + 2
2𝑖

) 𝑎𝑘−2𝑖+2 ∙ (𝑏𝑐)𝑖
𝑘+1

2
𝑖=0

      ∎  

2.   Entri 𝑎13 dan 𝑎24 

Akan ditunjukkan  

𝑎13, 𝑎24 =∑(
𝑘 + 2
2𝑖 + 1

) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘+1
2

𝑖=0

 

maka: 

𝑎2 (∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘−1

2
𝑖=0

) + 𝑏𝑐 (∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘−1

2
𝑖=0

) +

2𝑎𝑐 (∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+1(𝑏𝑐)𝑖

𝑘−1

2
𝑖=0

)  

= ∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘−1

2
𝑖=0

+ ∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖+2

𝑘−1

2
𝑖=0

+ 2∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘−1

2
𝑖=0

  

= ∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘−1

2
𝑖=0

+ ∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖+2

𝑘−1

2
𝑖=0

+∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘−1

2
𝑖=0

+

∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘−1

2
𝑖=0

  

= (∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘−1

2
𝑖=0

+ ∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘−1

2
𝑖=0

) +

∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖+2

𝑘−1

2
𝑖=0

+ ∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘−1

2
𝑖=0

  

= (∑ (
𝑘 + 1
2𝑖 + 1

) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1
𝑘−1

2
𝑖=0

) + ∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖+2

𝑘−1

2
𝑖=0

+ ∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘−1

2
𝑖=0

  

= (∑ (
𝑘 + 1
2𝑖 + 1

)𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1
𝑘−1

2
𝑖=1

+ (𝑘𝑎𝑘+1𝑐 + 𝑎𝑘+1𝑐)) + (∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖+2

𝑘−3

2
𝑖=0

+

(𝑏
𝑘+1

2 𝑐
𝑘+3

2 )) + (∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘−1

2
𝑖=1

+ (𝑎𝑘+1𝑐))  
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= ∑ (
𝑘 + 1
2𝑖 + 1

) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1
𝑘−1

2
𝑖=1

 + (∑ (
𝑘

2𝑖 − 1
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘−1

2
𝑖=1

+ ∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘−1

2
𝑖=1

) +

(𝑘𝑎𝑘+1𝑐 + 𝑎𝑘+1𝑐) + (𝑎𝑘+1𝑐) + (𝑏
𝑘+1

2 𝑐
𝑘+3

2 )  

= (∑ (
𝑘 + 1
2𝑖 + 1

)𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1
𝑘−1

2
𝑖=1

 + (∑ (
𝑘 + 1
2𝑖

) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1
𝑘−1

2
𝑖=1

)) + 𝑘𝑎𝑘+1𝑐 + 2𝑎𝑘+1𝑐 +

𝑏
𝑘+1

2 𝑐
𝑘+3

2   

= (∑ (
𝑘 + 2
2𝑖 + 1

) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1
𝑘−1

2
𝑖=1

 ) + (𝑘𝑎𝑘+1𝑐 + 2𝑎𝑘+1𝑐) + (𝑏
𝑘+1

2 𝑐
𝑘+3

2 )  

𝑎13, 𝑎24 = ∑ (
𝑘 + 2
2𝑖 + 1

) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1
𝑘+1

2
𝑖=0

     ∎  

3.   Entri 𝑎31 dan 𝑎42 

Akan ditunjukkan  

𝑎31, 𝑎42 =∑(
𝑘 + 2
2𝑖 + 1

)𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘+1
2

𝑖=0

 

maka: 

𝑎2 (∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘−1

2
𝑖=0

) + 𝑏𝑐 (∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘−1

2
𝑖=0

) +

2𝑎𝑏 (∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+1(𝑏𝑐)𝑖

𝑘−1

2
𝑖=0

)  

= ∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘−1

2
𝑖=0

+ ∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+2𝑐𝑖+1

𝑘−1

2
𝑖=0

+ 2∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘−1

2
𝑖=0

  

= ∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘−1

2
𝑖=0

+ ∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+2𝑐𝑖+1

𝑘−1

2
𝑖=0

+∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘−1

2
𝑖=0

+

∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘−1

2
𝑖=0

  

= (∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘−1

2
𝑖=0

+ ∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘−1

2
𝑖=0

) + ∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
)𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+2𝑐𝑖+1

𝑘−1

2
𝑖=0

+

∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘−1

2
𝑖=0

  

= (∑ (
𝑘 + 1
2𝑖 + 1

) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖+1𝑐𝑖
𝑘−1

2
𝑖=0

) + ∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+2𝑐𝑖+1

𝑘−1

2
𝑖=0

+ ∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘−1

2
𝑖=0

  

∑(
𝑘

2𝑖 + 1
)𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖+2

𝑘−3
2

𝑖=0

 

𝑙 = 𝑖 + 1 → 𝑙 = 0 + 1 → 𝑖 = 1   

∑ (
𝑘

2(𝑙 − 1) + 1
) 𝑎𝑘−2(𝑙−1)−1𝑏(𝑙−1)+1𝑐(𝑙−1)+2

(𝑘−3)

2
+1

𝑖=1
= ∑ (

𝑘
2𝑖 − 1

)𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1
𝑘−1

2
𝑖=1
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= (∑ (
𝑘 + 1
2𝑖 + 1

)𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖+1𝑐𝑖
𝑘−1

2
𝑖=1

+ (𝑘𝑎𝑘+1𝑏 + 𝑎𝑘+1𝑏)) + (∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+2𝑐𝑖+1

𝑘−3

2
𝑖=0

+

(𝑏
𝑘+3

2 𝑐
𝑘+1

2 )) + (∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘−1

2
𝑖=1

+ (𝑎𝑘+1𝑏))  

 

= (∑ (
𝑘 + 1
2𝑖 + 1

)𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖+1𝑐𝑖
𝑘−1

2
𝑖=1

+ (𝑘𝑎𝑘+1𝑏 + 𝑎𝑘+1𝑏)) + (∑ (
𝑘

2𝑖 − 1
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘−1

2
𝑖=1

+

(𝑏
𝑘+3

2 𝑐
𝑘+1

2 )) + (∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘−1

2
𝑖=1

+ (𝑎𝑘+1𝑏))  

= ∑ (
𝑘 + 1
2𝑖 + 1

) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1
𝑘−1

2
𝑖=1

 + (∑ (
𝑘

2𝑖 − 1
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘−1

2
𝑖=1

+ ∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘−1

2
𝑖=1

) +

(𝑘𝑎𝑘+1𝑏 + 𝑎𝑘+1𝑏) + (𝑎𝑘+1𝑏) + (𝑏
𝑘+3

2 𝑐
𝑘+1

2 )  

= (∑ (
𝑘 + 1
2𝑖 + 1

)𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1
𝑘−1

2
𝑖=1

 + (∑ (
𝑘 + 1
2𝑖

) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖+1𝑐𝑖
𝑘−1

2
𝑖=1

)) + 𝑘𝑎𝑘+1𝑏 + 2𝑎𝑘+1𝑏 +

𝑏
𝑘+3

2 𝑐
𝑘+1

2   

= (∑ (
𝑘 + 2
2𝑖 + 1

) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1
𝑘−1

2
𝑖=1

 ) + (𝑘𝑎𝑘+1𝑏 + 2𝑎𝑘+1𝑏) + (𝑏
𝑘+3

2 𝑐
𝑘+1

2 )  

𝑎31, 𝑎42 = ∑ (
𝑘 + 2
2𝑖 + 1

)𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1
𝑘+1

2
𝑖=0

     ∎  

Lampiran 2  Uraian pembuktian matriks berpangkat bilangan positif genap 

Uraian ini akan menggunakan Teorema 2.6. 

1.   Entri 𝑎11, 𝑎22, 𝑎33, dan 𝑎44 

Akan ditunjukkan  

𝑎11, 𝑎22, 𝑎33, 𝑎44 =∑(
𝑘 + 2

2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+2(𝑏𝑐)𝑖

𝑘+2
2

𝑖=0

 

maka: 

𝑎2 (∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

𝑘

2
𝑖=0

) + 𝑏𝑐 (∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖

𝑘

2
𝑖=0

) + 2𝑎𝑏 (∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
)𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘−2

2
𝑖=0

)  

∑(
𝑘

2𝑖 + 1
)𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+2𝑐𝑖+1

𝑘−3
2

𝑖=0

 

𝑙 = 𝑖 + 1 → 𝑙 = 0 + 1 → 𝑖 = 1   

∑ (
𝑘

2(𝑙 − 1) + 1
) 𝑎𝑘−2(𝑙−1)−1𝑏(𝑙−1)+2𝑐(𝑙−1)+1

(𝑘−3)

2
+1

𝑖=1
= ∑ (

𝑘
2𝑖 − 1

)𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖+1𝑐𝑖
𝑘−1

2
𝑖=1
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= (∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+2(𝑏𝑐)𝑖

𝑘

2
𝑖=0

) + (∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖+1

𝑘

2
𝑖=0

) + 2(∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖+1

𝑘−2

2
𝑖=0

)  

= (∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+2(𝑏𝑐)𝑖

𝑘

2
𝑖=1

+ (𝑎𝑘+2)) + (∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖+1

𝑘−2

2
𝑖=0

+ ((𝑏𝑐)
𝑘+2

2 )) +

2(∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
)𝑎𝑘−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖+1

𝑘−2

2
𝑖=0

)  

= ∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+2(𝑏𝑐)𝑖

𝑘

2
𝑖=1

+ ∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖+1

𝑘−2

2
𝑖=0

+∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖+1

𝑘−2

2
𝑖=0

+

∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖+1

𝑘−2

2
𝑖=0

+ 𝑎𝑘+2 + (𝑏𝑐)
𝑘+2

2   

= ∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+2(𝑏𝑐)𝑖

𝑘

2
𝑖=1

+ (∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖+1

𝑘−2

2
𝑖=0

+ ∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖+1

𝑘−2

2
𝑖=0

) +

∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖+1

𝑘−2

2
𝑖=0

+ 𝑎𝑘+2 + (𝑏𝑐)
𝑘+2

2   

= ∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+2(𝑏𝑐)𝑖

𝑘

2
𝑖=1

+ (∑ (
𝑘 + 1
2𝑖 + 1

) 𝑎𝑘−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖+1
𝑘−2

2
𝑖=0

) + ∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖+1

𝑘−2

2
𝑖=0

+

𝑎𝑘+2 + (𝑏𝑐)
𝑘+2

2   

 

 

= ∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+2(𝑏𝑐)𝑖

𝑘

2
𝑖=1

+ ∑ (
𝑘 + 1
2𝑖 − 1

)𝑎𝑘−2𝑖+2(𝑏𝑐)𝑖
𝑘

2
𝑖=1

+ ∑ (
𝑘

2𝑖 − 1
) 𝑎𝑘−2𝑖+2(𝑏𝑐)𝑖

𝑘

2
𝑖=1

+ 𝑎𝑘+2 +

(𝑏𝑐)
𝑘+2

2   

= (∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+2(𝑏𝑐)𝑖

𝑘

2
𝑖=1

+ ∑ (
𝑘

2𝑖 − 1
) 𝑎𝑘−2𝑖+2(𝑏𝑐)𝑖

𝑘

2
𝑖=1

) + ∑ (
𝑘 + 1
2𝑖 − 1

)𝑎𝑘−2𝑖+2(𝑏𝑐)𝑖
𝑘

2
𝑖=1

+

𝑎𝑘+2 + (𝑏𝑐)
𝑘+2

2   

= (∑ (
𝑘 + 1
2𝑖

) 𝑎𝑘−2𝑖+2(𝑏𝑐)𝑖
𝑘

2
𝑖=1

) + ∑ (
𝑘 + 1
2𝑖 − 1

) 𝑎𝑘−2𝑖+2(𝑏𝑐)𝑖
𝑘

2
𝑖=1

+ 𝑎𝑘+2 + (𝑏𝑐)
𝑘+2

2   

= (∑ (
𝑘 + 1
2𝑖

) 𝑎𝑘−2𝑖+2(𝑏𝑐)𝑖
𝑘

2
𝑖=1

+ ∑ (
𝑘 + 1
2𝑖 − 1

)𝑎𝑘−2𝑖+2(𝑏𝑐)𝑖
𝑘

2
𝑖=1

) + 𝑎𝑘+2 + (𝑏𝑐)
𝑘+2

2   

∑(
𝑘 + 1
2𝑖 + 1

) 𝑎𝑘−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖+1

𝑘−2 
2

𝑖=0

 

𝑙 = 𝑖 + 1 → 𝑙 = 0 + 1 → 𝑖 = 1   

∑ (
𝑘 + 1

2(𝑙 − 1) + 1
) 𝑎𝑘−2(𝑙−1)(𝑏𝑐)(𝑙−1)+1

(𝑘−2)

2
+1

𝑖=1
= ∑ (

𝑘 + 1
2𝑖 − 1

) 𝑎𝑘−2𝑖+2(𝑏𝑐)𝑖
𝑘

2
𝑖=1

  

∑(
𝑘

2𝑖 + 1
)𝑎𝑘−2𝑖(𝑏𝑐)𝑖+1

𝑘−2
2

𝑖=0

 

𝑙 = 𝑖 + 1 → 𝑙 = 0 + 1 → 𝑖 = 1   

∑ (
𝑘

2(𝑙 − 1) + 1
) 𝑎𝑘−2(𝑙−1)(𝑏𝑐)(𝑙−1)+1

(𝑘−2)

2
+1

𝑖=1
= ∑ (

𝑘
2𝑖 − 1

) 𝑎𝑘−2𝑖+2(𝑏𝑐)𝑖
𝑘

2
𝑖=1
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= (∑ (
𝑘 + 2
2𝑖

) 𝑎𝑘−2𝑖+2(𝑏𝑐)𝑖
𝑘

2
𝑖=1

) + 𝑎𝑘+2 + (𝑏𝑐)
𝑘+2

2     

𝑎11, 𝑎22, 𝑎33, 𝑎44 = ∑ (
𝑘 + 2
2𝑖

) 𝑎𝑘−2𝑖+2(𝑏𝑐)𝑖
𝑘+2

2
𝑖=0

      ∎  

2.   Entri 𝑎13 dan 𝑎24 

Akan ditunjukkan  

𝑎13, 𝑎24 =∑(
𝑘 + 2

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘
2

𝑖=0

 

maka: 

𝑎2 (∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘−2

2
𝑖=0

) + 𝑏𝑐 (∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘−2

2
𝑖=0

) +

2𝑎𝑐 (∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+1(𝑏𝑐)𝑖

𝑘

2
𝑖=0

)  

= ∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘−2

2
𝑖=0

+ ∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖+2

𝑘−2

2
𝑖=0

+ 2∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘

2
𝑖=0

   

= ∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘−2

2
𝑖=0

+ ∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖+2

𝑘−2

2
𝑖=0

+

2(∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘−2

2
𝑖=1

+ (𝑎𝑏
𝑘

2𝑐
𝑘+2

2 ))  

= ∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘−2

2
𝑖=0

+ ∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖+2

𝑘−2

2
𝑖=0

+ 2∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘−2

2
𝑖=1

+

2𝑎𝑏
𝑘

2𝑐
𝑘+2

2   

= ∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘−2

2
𝑖=0

+ ∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖+2

𝑘−2

2
𝑖=0

+∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘−2

2
𝑖=1

+

∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘−2

2
𝑖=0

+ 2𝑎𝑏
𝑘

2𝑐
𝑘+2

2   

= (∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘−2

2
𝑖=0

+ ∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘−2

2
𝑖=0

) +

(∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖+2

𝑘−4

2
𝑖=0

+ (𝑘𝑎𝑏
𝑘

2𝑐
𝑘+2

2 )) + (∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘−2

2
𝑖=1

+ (𝑎𝑘+1𝑐)) +

2𝑎𝑏
𝑘

2𝑐
𝑘+2

2   

= (∑ (
𝑘 + 1
2𝑖 + 1

) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1
𝑘−2

2
𝑖=0

) + ∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖+2

𝑘−4

2
𝑖=0

+ ∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘−2

2
𝑖=1

+

𝑎𝑘+1𝑐 + 𝑘𝑎𝑏
𝑘

2𝑐
𝑘+2

2 + 2𝑎𝑏
𝑘

2𝑐
𝑘+2

2   
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= (∑ (
𝑘 + 1
2𝑖 + 1

) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1
𝑘−2

2
𝑖=1

+ (𝑘𝑎𝑘+1𝑐 + 𝑎𝑘+1𝑐)) + ∑ (
𝑘

2𝑖 − 1
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘−2

2
𝑖=1

+

∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘−2

2
𝑖=1

+ 𝑎𝑘+1𝑐 + 𝑘𝑎𝑏
𝑘

2𝑐
𝑘+2

2 + 2𝑎𝑏
𝑘

2𝑐
𝑘+2

2   

= ∑ (
𝑘 + 1
2𝑖 + 1

) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1
𝑘−2

2
𝑖=1

+ (∑ (
𝑘

2𝑖 − 1
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘−2

2
𝑖=1

+ ∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1

𝑘−2

2
𝑖=1

) +

𝑘𝑎𝑘+1𝑐 + 2𝑎𝑘+1𝑐 + 𝑘𝑎𝑏
𝑘

2𝑐
𝑘+2

2 + 2𝑎𝑏
𝑘

2𝑐
𝑘+2

2   

= (∑ (
𝑘 + 1
2𝑖 + 1

)𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1
𝑘−2

2
𝑖=1

+ (∑ (
𝑘 + 1
2𝑖

) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1
𝑘−2

2
𝑖=1

)) + 𝑘𝑎𝑘+1𝑐 + 2𝑎𝑘+1𝑐 +

𝑘𝑎𝑏
𝑘

2𝑐
𝑘+2

2 + 2𝑎𝑏
𝑘

2𝑐
𝑘+2

2   

= (∑ (
𝑘 + 2
2𝑖 + 1

) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1
𝑘−2

2
𝑖=1

) + (𝑘𝑎𝑘+1𝑐 + 2𝑎𝑘+1𝑐) + (𝑘𝑎𝑏
𝑘

2𝑐
𝑘+2

2 + 2𝑎𝑏
𝑘

2𝑐
𝑘+2

2 )  

𝑎13, 𝑎24 = ∑ (
𝑘 + 2
2𝑖 + 1

)𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1
𝑘

2
𝑖=0

     ∎  

3.   Entri 𝑎31 dan 𝑎42 

Akan ditunjukkan  

𝑎31, 𝑎42 =∑(
𝑘 + 2

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘
2

𝑖=0

 

maka: 

𝑎2 (∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘−2

2
𝑖=0

) + 𝑏𝑐 (∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘−2

2
𝑖=0

) +

2𝑎𝑏 (∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖+1(𝑏𝑐)𝑖

𝑘

2
𝑖=0

)  

= ∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘−2

2
𝑖=0

+ ∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+2𝑐𝑖+1

𝑘−2

2
𝑖=0

+ 2∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘

2
𝑖=0

   

= ∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘−2

2
𝑖=0

+ ∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+2𝑐𝑖+1

𝑘−2

2
𝑖=0

+

2(∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘−2

2
𝑖=1

+ (𝑎𝑏
𝑘+2

2 𝑐
𝑘

2))  

∑(
𝑘

2𝑖 + 1
)𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖+2

𝑘−4
2

𝑖=0

 

𝑙 = 𝑖 + 1 → 𝑙 = 0 + 1 → 𝑖 = 1   

∑ (
𝑘

2(𝑙 − 1) + 1
) 𝑎𝑘−2(𝑙−1)−1𝑏(𝑙−1)+1𝑐(𝑙−1)+2

(𝑘−4)

2
+1

𝑖=1
= ∑ (

𝑘
2𝑖 − 1

)𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖𝑐𝑖+1
𝑘−2

2
𝑖=1
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= ∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘−2

2
𝑖=0

+ ∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+2𝑐𝑖+1

𝑘−2

2
𝑖=0

+ 2∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘−2

2
𝑖=0

+

2𝑎𝑏
𝑘+2

2 𝑐
𝑘

2  

= ∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘−2

2
𝑖=0

+ ∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+2𝑐𝑖+1

𝑘−2

2
𝑖=0

+∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘−2

2
𝑖=0

+

∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘−2

2
𝑖=0

+ 2𝑎𝑏
𝑘+2

2 𝑐
𝑘

2  

= (∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘−2

2
𝑖=0

+ ∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘−2

2
𝑖=0

) +

(∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+2𝑐𝑖+1

𝑘−4

2
𝑖=0

+ (𝑘𝑎𝑏
𝑘+2

2 𝑐
𝑘

2)) + (∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘−2

2
𝑖=1

+ (𝑎𝑘+1𝑏)) +

2𝑎𝑏
𝑘+2

2 𝑐
𝑘

2  

= (∑ (
𝑘 + 1
2𝑖 + 1

) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖
𝑘−2

2
𝑖=0

) + ∑ (
𝑘

2𝑖 + 1
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+2𝑐𝑖+1

𝑘−4

2
𝑖=0

+ ∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘−2

2
𝑖=1

+

𝑎𝑘+1𝑏 + 𝑘𝑎𝑏
𝑘+2

2 𝑐
𝑘

2 + 2𝑎𝑏
𝑘+2

2 𝑐
𝑘

2  

 

= (∑ (
𝑘 + 1
2𝑖 + 1

) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖
𝑘−2

2
𝑖=1

+ (𝑘𝑎𝑘+1𝑏 + 𝑎𝑘+1𝑏)) + ∑ (
𝑘

2𝑖 − 1
)𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘−2

2
𝑖=1

+

∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘−2

2
𝑖=1

+ 𝑎𝑘+1𝑏 + 𝑘𝑎𝑏
𝑘+2

2 𝑐
𝑘

2 + 2𝑎𝑏
𝑘+2

2 𝑐
𝑘

2  

= ∑ (
𝑘 + 1
2𝑖 + 1

) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖
𝑘−2

2
𝑖=1

+ (∑ (
𝑘

2𝑖 − 1
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘−2

2
𝑖=1

+ ∑ (
𝑘
2𝑖
) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖

𝑘−2

2
𝑖=1

) +

𝑘𝑎𝑘+1𝑏 + 2𝑎𝑘+1𝑏 + 𝑘𝑎𝑏
𝑘+2

2 𝑐
𝑘

2 + 2𝑎𝑏
𝑘+2

2 𝑐
𝑘

2  

= (∑ (
𝑘 + 1
2𝑖 + 1

)𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖
𝑘−2

2
𝑖=1

+ (∑ (
𝑘 + 1
2𝑖

) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖
𝑘−2

2
𝑖=1

)) + 𝑘𝑎𝑘+1𝑏 + 2𝑎𝑘+1𝑏 +

𝑘𝑎𝑏
𝑘+2

2 𝑐
𝑘

2 + 2𝑎𝑏
𝑘+2

2 𝑐
𝑘

2   

= (∑ (
𝑘 + 2
2𝑖 + 1

) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖
𝑘−2

2
𝑖=1

) + (𝑘𝑎𝑘+1𝑏 + 2𝑎𝑘+1𝑏) + (𝑘𝑎𝑏
𝑘+2

2 𝑐
𝑘

2 + 2𝑎𝑏
𝑘+2

2 𝑐
𝑘

2)   

𝑎31, 𝑎42 = ∑ (
𝑘 + 2
2𝑖 + 1

) 𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+1𝑐𝑖
𝑘

2
𝑖=0

     ∎  

  

∑(
𝑘

2𝑖 + 1
)𝑎𝑘−2𝑖−1𝑏𝑖+2𝑐𝑖+1

𝑘−4
2

𝑖=0

 

𝑙 = 𝑖 + 1 → 𝑙 = 0 + 1 → 𝑖 = 1   

∑ (
𝑘

2(𝑙 − 1) + 1
) 𝑎𝑘−2(𝑙−1)−1𝑏(𝑙−1)+2𝑐(𝑙−1)+1

(𝑘−4)

2
+1

𝑖=1
= ∑ (

𝑘
2𝑖 − 1

)𝑎𝑘−2𝑖+1𝑏𝑖+1𝑐𝑖
𝑘−2

2
𝑖=1
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