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ABSTRAK 

 
Matriks centrosymmetric ke-𝑛 merupakan matriks yang mempunyai unsur simetri pada pertengahan 

matriksnya. Tujuan dari penelitian ini adalah untuk mendapatkan bentuk umum trace matriks 

centrosymmetric berbentuk khusus ordo ke-𝑛 berpangkat bilangan bulat positif. Untuk mendapatkan 

bentuk umum trace tersebut, terlebih dahulu dilakukan perpangkatan matriks yang dimulai dari ordo 

empat sampai ordo tujuh dengan perpangkatan dua sampai sepuluh. Setelah itu, akan diduga bentuk 

umum perpangkatan matriks centrosymmetric berbentuk khusus ordo ke-𝑛 berpangkat bilangan 

bulat positif yang kemudian akan dibuktikan menggunakan aturan induksi matematika. Selanjutnya, 

akan didapatkan bentuk umum trace matriks centrosymmetric berbentuk khusus ordo ke-𝑛 

berpangkat bilangan bulat positif menggunakan definisi trace matriks. Lebih lanjut diberikan 

pemrograman MATLAB dari bentuk umum perpangkatan dan trace matriks centrosymmetric 

berbentuk khusus ordo ke-𝑛 berpangkat bilangan bulat positif. Terakhir diberikan contoh soal untuk 

kedua bentuk umum tersebut. 

 
Kata Kunci : Induksi matematika, matriks centrosymmetric, perpangkatan matriks, trace matriks, 

pemrograman MATLAB. 
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ABSTRACT 

 

The nth centrosymmetric matrix is a matrix that has a symmetry element in the middle of the matrix. 

The purpose of this study is to obtain the general form of the trace of the nth order special-shaped 

centrosymmetric matrix with positive integer rank. In order to obtain the general form of the trace, 

firstly, the matrix is divided starting from order four to order seven with a division of two to ten. 

After that, the general form of the nth-order centrosymmetric matrix with positive integer powers 

will be estimated, which will then be proven using the rules of mathematical induction. Furthermore, 

the general form of the trace of the special-shaped centrosymmetric matrix of order n with positive 

integer rank will be obtained using the definition of trace matrix. Furthermore, the MATLAB 

programming of the general form of the positive integer nth order special form centrosymmetric 

matrix trace is given. Finally, example problems for both generalized forms are given. 

 

Keywords :   Mathematical induction, centrosymmetric matrix, matrix expansions, trace matrix, 

MATLAB programming. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Misalkan 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗] merupakan  matriks bujur sangkar, maka trace matriks 𝐴 

ialah  jumlah dari entri-entri diagonal utama pada matriks 𝐴 yang dinotasikan 

dengan 𝑡𝑟(𝐴) [1]. Menentukan trace pada suatu matriks sebenarnya sangatlah 

sederhana, namun hal ini akan menjadi sulit jika dilakukan pada matriks 

berpangkat. Pada perhitungan trace matriks berpangkat kita perlu memangkatkan 

matriks sebanyak 𝑛 kali. Hal ini akan membutuhkan waktu yang cukup lama 

sehingga diperlukan sebuah formula yang dapat mempermudah perhitungan trace 

matriks berpangkat tanpa harus melalui proses pemangkatan dan perkalian matriks. 

Pembahasan mengenai trace matriks berpangkat banyak dikaji dalam bidang 

matematika contohnya persamaan differensial, analisis jaringan, sistem dinamik, 

statistik dan teori matriks [2]. Beberapa diantaranya dibahas oleh [3] tentang trace 

matriks berpangkat bilangan bulat negatif ordo 2 × 2 dimana entri diagonal 

utamanya 0 dan diluar diagonal utama nilainya adalah 𝑎, 𝑏 𝜖 ℝ. Hasil pada 

penelitian ini didapatkan 2 bentuk umum trace matriks berpangkat, yaitu: 

2 2

                        

  

0

 
2( )                    

 ( 1) det ( )

   

)

   

 

n

n n

tr A

A

−




= 

−

 

Penelitian yang sama tentang trace matriks berpangkat juga dilakukan oleh 

[4] pada tahun 2020 menggunakan matriks berordo 3 × 3 dengan bentuk 

matriksnya 𝐴 =  [ 
1 0 0
0 𝑎 𝑎 
0 𝑏 𝑏

] 𝒶, 𝑏 ∈  ℝ. Hasil akhir yang diperoleh yaitu  

𝑡𝑟(𝐴)𝑛 = 1 + (𝑎 + 𝑏)𝑛 dengan 𝑛 bilangan bulat positif. Penelitian selanjutnya 

dilakukan oleh [5] membahas trace matriks berpangkat berordo 𝑛 × 𝑛 dengan hasil 

akhir penelitiannya adalah 𝑡𝑟( 𝐴𝑛
𝑚) = (𝓃𝒶)𝓂. 

Penelitian berikutnya dilakukan pada  jenis matriks berbeda yaitu matriks 

simetris. Bentuk khusus yang digunakan yakni berordo 4 × 4 dengan entri diagonal 

, untuk 𝑛 ganjil 

, untuk 𝑛 genap. 
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utamanya adalah 0 dan diluar diagonal utama nilainya adalah 𝑏, untuk 𝑏 ∈  ℝ [6]. 

Hasil akhir dari penelitian ini terdiri atas  2 bentuk umum yaitu: 

( )

1

4

1

4

( ) (3 ( 3) )

( ) ( 1) 3 1 3

n n n n

n n n n n

tr A b

tr A b

+

− + − −

= − −

= − +
 

Selanjutnya, peneliti  [7] juga melakukan penelitian menggunakan matriks 

yang sama dengan menggunakan ordo matriks yang diperbesar yaitu ordo  5 × 5 

dan hasil akhir yang didapatkan juga terdiri atas 2 bentuk umum yaitu 𝑡𝑟(𝐴)𝑛 dan 

𝑡𝑟(𝐴)−𝑛 dengan 𝑛 bilangan bulat.   

Tahun 2022 penelitian trace matriks simetris terus dikembangkan oleh [8] 

menggunakan matriks berordo 𝑛 × 𝑛 berpangkat bilangan bulat negatif dengan 

perolehan hasil penelitian sebagai berikut:  

,[ ]m

n i jA g− =  dengan

1

 

, 1
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( 1) ( 1 ) 1
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( 1 )

1) (
   

     1 ) 1
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dan hasil akhir yang diperoleh adalah 
1( 1) ( 1) 1

( ) .
( 1)

m m
m

n m m

n
tr A

n b

+
− − − +

=
−

 

Penelitian lebih lanjut yang membahas tentang  trace matriks berpangkat juga 

dilakukan oleh [9] menggunakan matriks toeplitz tridiagonal berordo 𝑛 × 𝑛 pangkat 

dua dan tiga dengan perolehan hasil akhir yaitu 

 𝑡𝑟( 𝐴𝑚
2 ) = 2𝑐𝑎(𝑛 − 1) + 𝑛  

 𝑡𝑟( 𝐴𝑚
3 ) = 6𝑐𝑎(𝑛 − 1) + 𝑛. 

Pembahasan trace matriks berpangkat juga dilakukan pada matriks 

antisymmetric 3 × 3 pangkat positif [10] dengan bentuk matriksnya 

3

0 0

0 , 0.

0 0

a

A a a a

a

− 
 

= −  
 
  

 Adapun hasil yang didapatkan pada penelitian ini 

adalah 23
2

 

0

( )
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 2)  

n
n

n

tr A
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− −

 

, untuk 𝑛 ganjil 

, untuk 𝑛 ganjil 

, untuk 𝑛 genap. 

, untuk 𝑛 genap. 



 

3 

 

Pembahasan yang mengkaji tentang trace matriks berpangkat terus 

berkembang hingga tahun 2023, salah satunya yang dilakukan [11] yaitu 

menentukan rumus umum trace matriks hankel 𝑛 × 𝑛 ordo ganjil dengan bentuk 

matriksnya adalah:  

1

0 0

0 0 0 0

0 0

, 0

0 0

0 0 0 0

0 0

n

a a a a

a a

a a a a

A dengana R a

a a a a

a a

a a a a

+

 
 
 
 
 

=   
 
 
 
 
 

 

Hasil akhir yang diperoleh untuk bentuk umum trace matriksnya yaitu: 

   

1( ) 1 .        
2

   
2

m m

m

n

n n
tr A a a+

      
= + +      

      
 

Berdasarkan uraian dari hasil penelitian-penelitian terdahulu yang telah 

dipaparkan oleh penulis, maka penulis memutuskan untuk melanjutkan penelitian 

mengenai trace matriks berpangkat yang diberi judul “Trace Matriks 

Centrosymmetric Bentuk Khusus Ordo 𝒏 × 𝒏 Berpangkat Bilangan Bulat 

Positif” dengan bentuk khusus matriksnya adalah:  

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

n

a a

a

a

a

a

A

a

a

a

a

a a

 
 
 
 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 
 
 
 

, dengan 𝑎 ∈  ℝ, 𝑛 ≥ 4. 

 

(1.1) 

 

, dengan  𝒶 𝜖 𝑅, 𝒶 ≠ 0. 
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1.2 Rumusan Masalah 

Perumusan permasalahan yang menjadi fokus pada penelitian ini ialah 

“Bagaimana menentukan bentuk umum dari trace matriks centrosymmetric ordo 

𝑛 × 𝑛 berpangkat bilangan bulat positif sesuai dengan Persamaan ( 1.1 )?” 

 

1.3 Batasan Masalah 

Pada penelitian ini penulis membatasi topik penelitian menggunakan matriks 

centrosymmetric bentuk khusus ordo 𝑛 × 𝑛 dengan 4 ≤ 𝑛 ≤ 7 dan hanya untuk 

perpangkatan bilangan bulat positif . 

 

1.4 Tujuan  Masalah 

 Penelitian ini bertujuan  untuk menemukan bentuk umum perpangkatan 

matriks centrosymmetric ordo 𝑛 × 𝑛 berpangkat bilangan bulat positif dan trace 

matriksnya sesuai Persamaan (1.1) . 

 

1.5 Manfaat Penelitian 

Beberapa manfaat yang didapatkan pada Tugas Akhir ini sebagai berikut: 

1. Memperdalam pemahaman dalam mengembangkan  ilmu pengetahuan yang 

telah dipelajari terutama  tentang matriks centrosymmetric. 

2. Referensi dalam menciptakan ide-ide baru terkait matriks centrosymmetric. 

3. Sarana informasi bagi para pembaca dan masyarakat luas. 

 

1.6 Sistematika Penelitian 

Adapun sistematika penelitian pada Tugas Akhir trace matriks 

centrosymmetric berpangkat bilangan bulat positif terdiri atas: 

BAB I  PENDAHULUAN 

Bab I menguraikan gambaran umum dari penelitian tugas akhir yang 

terdiri atas penelitian terdahulu terkait trace matriks, perumusan 

masalah, kemudian batasan masalah yang digunakan, tujuan dilakukan 

penelitian, manfaat dari penelitian serta menjelaskan bagaimana 

sistematika yang dilakukan untuk membuat laporan penelitian ini. 
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BAB II  LANDASAN TEORI 

Bab II memaparkan dasar teoritis yang dipakai dalam menyelesaikan  

penelitian, seperti perkalian antar matriks, perpangkatan matriks, definisi 

trace matriks, pembuktian dengan aturan induksi matematika serta 

penggunaan algoritma matlab sebagai acuan dalam menyelesaikan 

penelitian  ini. 

 

BAB III METODE PENELITIAN 

Bab III memuat tahapan penelitian yang akan peneliti lakukan untuk 

memperoleh rumus umum trace matriks centrosymmetric berpangkat 

bilangan bulat positif. 

 

BAB IV PEMBAHASAN 

Bab IV berisi penjelasan bagaimana memperoleh bentuk umum 

perpangkatan matriks centrosymmetric berpangkat bilangan bulat positif 

dan trace matriksnya seperti yang dipaparkan di rumusan masalah. 

 

BAB V  PENUTUP 

Bab V membahas mengenai kesimpulan yang didapatkan dari hasil 

pembahasan serta saran peneliti untuk para pembaca maupun peneliti 

selanjutnya.  
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BAB II  

LANDASAN TEORI 

 

Bab II memaparkan dasar-dasar teoritis yang akan digunakan dalam 

menyelesaikan topik permasalahan yang akan dibahas di bab berikutnya.  

2.1 Matriks Centrosymmetric 

Definisi 2.1 [12] Matriks centosymmetric merupakan salah satu matriks yang 

mempunyai struktur simetri pada pertengahan matriks.  

Diberikan ( ) nxn

ij nxnA a R=  adalah matriks centrosymmetric jika 

 1, 1,   ij n i n ja a − + − +=    1 1   , i n j n     atau dapat ditulis dengan: 

11 12 1

21 22 2

2 22 21

1 12 11

 

n

n

n

n

n

a a a

a a a

A

a a a

a a a

 
 
 
 =
 
 
  

, dengan a R . 
 

   (2.1) 

Definisi 2.2 [13]  Diberikan 𝐴 ∈ 𝑀𝑛(ℝ). Rotasi dari matriks  𝐴 dilambangkan 

dengan 𝐴𝑅 yang didefinisikan sebagai: 

. 𝐴𝑅 = 𝐽𝑛𝐴𝐽𝑛.       (2.2) 

Dimana matriks 𝐴 adalah matriks berorde 𝑛 × 𝑛 dan 𝐽𝑛 adalah matriks contra 

identitas atau dapat dituliskan sebagai berikut: 

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

nJ

 
 
 
 =
 
 
  

. 
 

 

Berdasarkan definisi diketahui bahwa suatu matriks dikatakan matriks    

centrosymmetric jika hasil kali matriks contra identitas dengan matriks 𝐴,  

dikalikan dengan matriks contra Identitas menghasilkan matriks 𝐴 itu sendiri. 
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Definisi 2.3 [13] Diberikan matriks 𝑆 yang berorde 𝑛 × 𝑛. Matriks 𝑆 dinamakan 

matriks centrosymmetric jika memenuhi 𝑆𝑅 = 𝑆.  

Lema 2.1[13]. 

i. Jika 
a b

S
b a

 
=  
 

 maka 𝑆 merupakan matriks centrosymmetric. 

ii. Jika 

a c b

S d e d

b c a

 
 

=
 
  

 maka 𝑆 merupakan matriks centrosymmetric. 

Matriks centrosymmetric yang memiliki ordo 𝑛 ≥  4 dibagi 2 yaitu untuk 𝑛 genap 

dan 𝑛 ganjil. Untuk 𝑛 genap yaitu 𝑛 =  2𝑚 maka misalkan 𝑆 berbentuk matriks 

blok sebagai berikut: 

A C
S

B D

 
=  
 

, 

dengan  𝐴, 𝐵, 𝐶, dan 𝐷 merupakan matriks blok berorde 𝑚. Maka matriks 𝑆 harus 

memenuhi 𝑆𝑅 = 𝑆 sehingga            

0 0

0 0

.

                                     

                 

n n

m m m m

m m m m

m m m m

m m m m

J SJ S

J JA C A C

J JB D B D

J DJ J BJ A C

J CJ J AJ B D

=

      
=      

      

   
=   
  

 

Berdasarkan bentuk terakhir maka diperoleh yaitu m mC J BJ=  dan m mD J AJ=

Hasil ini diperlihatkan pada Lema berikut. 

Lema 2.2 [13] Jika 𝑆 merupakan matriks centrosymmetric berorde 𝑛 genap yaitu    

𝑛 =  2𝑚 maka 𝑆 dapat dituliskan dalam bentuk matriks blok sebagai berikut 

m m

m m

A J BJ
S

B J AJ

 
=  
 

, dengan 𝐴  dan 𝐵 merupakan matriks persegi berorde 𝑚. 

Selanjutnya, untuk matriks persegi berorde 𝑛 ganjil yaitu 2𝑚 + 1 maka misalkan 𝑆 

berbentuk blok sebagai berikut: 

,

A p C

S q r

B s D

 

 
 

=
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dengan 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 ialah matriks persegi berorde 𝑚, vektor 𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑠 ∈ 𝑅𝑚 dan 𝛼 ∈

𝑅. Matriks 𝑆 harus memenuhi 𝑆𝑅 = 𝑆 sehingga  

                                                         

               

0 0

0

 

1

             

0 0 1 0

0 0

n n

m m m m

m m m m

m m m m m

J SJ S

O J A p C O J A p C

q r q r

J O B s D J O B s D

J DJ J s J BJ

r J

       



 

=

       
       

=
       
              

.m m

m m m m m

A p C

q J q r

J CJ J p J AJ B s D

   

   
   

=
   
      

 

Berdasarkan bentuk terakhir diperoleh persamaan: 

a) 𝐽𝑚𝐷𝐽𝑚 = 𝐴 dan 𝐷 = 𝐽𝑚𝐴𝐽𝑚. 

b) 𝐽𝑚𝑠 = 𝑝 dan 𝐽𝑚𝑝 = 𝑠. 

c) 𝑟𝜏𝐽𝑚 = 𝑞𝜏  dan 𝑟𝜏 = 𝑞𝜏𝐽𝑚.   

d) 𝐽𝑚𝐶𝐽𝑚 = 𝐵 dan 𝐶 = 𝐽𝑚𝐵𝐽𝑚. 

Sehingga dari hasil ini dapat dibentuk lema sebagai berikut. 

Lema 2.3 [13] Jika 𝑆 adalah matriks centrosymmetric berorde 𝑛 ganjil yaitu  

𝑛 = 2𝑚 + 1 maka 𝑆 dapat ditulis dalam bentuk blok sebagai berikut: 

m m

m m m

A p J BJ

S q r

B J p J BJ

 

 
 

=
 
  

, 

dengan 𝐴, 𝐵 merupakan matriks persegi berorde 𝑚, vektor 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑅𝑚 dan 𝛼 ∈ 𝑅. 

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

n

a a

a

a

a

a

A

a

a

a

a

a a

 
 
 
 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 
 
 
 

 Contoh 2.1 Tunjukkan bahwa matriks 

 

 

 

adalah matriks centrosymmetric. 
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Penyelesaian:  

Berdasarkan Definisi 2.1 akan ditunjukkan bahwa 𝐴𝑛 merupakan matriks 

centrosymmetric berordo 𝑛 × 𝑛 yang memenuhi Persamaan (2.1) sebagai berikut: 

𝑎11 = 𝑎𝑛−1+1,𝑛−1+1 = 𝑎𝑛𝑛 

𝑎12 = 𝑎𝑛−1+1,𝑛−2+1 = 𝑎𝑛,𝑛−1 

𝑎13 = 𝑎𝑛−1+1,𝑛−3+1 = 𝑎𝑛,𝑛−2 

𝑎14 = 𝑎𝑛−1+1,𝑛−4+1 = 𝑎𝑛,𝑛−3 

𝑎15 = 𝑎𝑛−1+1,𝑛−5+1 = 𝑎𝑛,𝑛−4 

⋮ 

𝑎1,𝑛−4 = 𝑎𝑛−1+1,𝑛−(𝑛−4)+1 = 𝑎𝑛,5 

𝑎1,𝑛−3 = 𝑎𝑛−1+1,𝑛−(𝑛−3)+1  = 𝑎𝑛,4 

𝑎1,𝑛−2 = 𝑎𝑛−1+1,𝑛−(𝑛−2)+1  = 𝑎𝑛,3 

𝑎1,𝑛−1 =  𝑎𝑛−1+1,𝑛−(𝑛−1)+1 = 𝑎𝑛,2 

𝑎1,𝑛      = 𝑎𝑛−1+1,𝑛−𝑛+1         = 𝑎𝑛,1 

 

𝑎21 = 𝑎𝑛−2+1,𝑛−1+1 = 𝑎𝑛−1,𝑛 

𝑎22 = 𝑎𝑛−2+1,𝑛−2+1 = 𝑎𝑛−1,𝑛−1 

𝑎23 = 𝑎𝑛−2+1,𝑛−3+1 = 𝑎𝑛−1,𝑛−2 

𝑎24 = 𝑎𝑛−2+1,𝑛−4+1 = 𝑎𝑛−1,𝑛−3 

𝑎25 = 𝑎𝑛−2+1,𝑛−5+1 = 𝑎𝑛−1,𝑛−4 

⋮ 

𝑎2,𝑛−4 = 𝑎𝑛−2+1,𝑛−(𝑛−4)+1 = 𝑎𝑛−1,5 

𝑎2,𝑛−3 = 𝑎𝑛−2+1,𝑛−(𝑛−3)+1 = 𝑎𝑛−1,4 

𝑎2,𝑛−2 = 𝑎𝑛−2+1,𝑛−(𝑛−2)+1 = 𝑎𝑛−1,3 

𝑎2,𝑛−1 = 𝑎𝑛−2+1,𝑛−(𝑛−1)+1 = 𝑎𝑛−1,2 

𝑎2,𝑛     = 𝑎𝑛−2+1,𝑛−𝑛+1        = 𝑎𝑛−1,1 

 

𝑎31 = 𝑎𝑛−3+1,𝑛−1+1 = 𝑎𝑛−2,𝑛 

𝑎32 = 𝑎𝑛−3+1,𝑛−2+1 = 𝑎𝑛−2,𝑛−1 

𝑎33 = 𝑎𝑛−3+1,𝑛−3+1 = 𝑎𝑛−2,𝑛−2 

𝑎34 = 𝑎𝑛−3+1,𝑛−4+1 = 𝑎𝑛−2,𝑛−3 

𝑎35 = 𝑎𝑛−3+1,𝑛−5+1 = 𝑎𝑛−2,𝑛−4 

⋮ 

𝑎3,𝑛−4 = 𝑎𝑛−3+1,𝑛−(𝑛−4)+1 = 𝑎𝑛−2,5 

𝑎3,𝑛−3 = 𝑎𝑛−3+1,𝑛−(𝑛−3)+1 = 𝑎𝑛−2,4 

𝑎3,𝑛−2 = 𝑎𝑛−3+1,𝑛−(𝑛−2)+1 = 𝑎𝑛−2,3 

𝑎3,𝑛−1 = 𝑎𝑛−3+1,𝑛−(𝑛−1)+1 = 𝑎𝑛−2,2 

𝑎3,𝑛     = 𝑎𝑛−3+1,𝑛−𝑛+1        = 𝑎𝑛−2,1 

 

𝑎41 = 𝑎𝑛−4+1,𝑛−1+1 = 𝑎𝑛−3,𝑛 

𝑎42 = 𝑎𝑛−4+1,𝑛−2+1 = 𝑎𝑛−3,𝑛−1 

𝑎43 = 𝑎𝑛−4+1,𝑛−3+1 = 𝑎𝑛−3,𝑛−2 

𝑎44 = 𝑎𝑛−4+1,𝑛−4+1 = 𝑎𝑛−3,𝑛−3 

𝑎45 = 𝑎𝑛−4+1,𝑛−5+1 = 𝑎𝑛−3,𝑛−4 

⋮ 

𝑎4,𝑛−4 = 𝑎𝑛−4+1,𝑛−(𝑛−4)+1 = 𝑎𝑛−3,5 

𝑎4,𝑛−3 = 𝑎𝑛−4+1,𝑛−(𝑛−3)+1 = 𝑎𝑛−3,4 

𝑎4,𝑛−2 = 𝑎𝑛−4+1,𝑛−(𝑛−2)+1 = 𝑎𝑛−3,3 

𝑎4,𝑛−1 = 𝑎𝑛−4+1,𝑛−(𝑛−1)+1 = 𝑎𝑛−3,2 

𝑎4,𝑛      = 𝑎𝑛−4+1,𝑛−𝑛+1       = 𝑎𝑛−3,1 

 

𝑎51 = 𝑎𝑛−5+1,𝑛−1+1 = 𝑎𝑛−4,𝑛 

𝑎52 = 𝑎𝑛−5+1,𝑛−2+1 = 𝑎𝑛−4,𝑛−1 

𝑎53 = 𝑎𝑛−5+1,𝑛−3+1 = 𝑎𝑛−4,𝑛−2 

𝑎54 = 𝑎𝑛−5+1,𝑛−4+1 = 𝑎𝑛−4,𝑛−3 

𝑎55 = 𝑎𝑛−5+1,𝑛−5+1 = 𝑎𝑛−4,𝑛−4 

⋮ 

𝑎5,𝑛−4 = 𝑎𝑛−5+1,𝑛−(𝑛−4)+1 = 𝑎𝑛−4,5 

𝑎5,𝑛−3 = 𝑎𝑛−5+1,𝑛−(𝑛−3)+1 = 𝑎𝑛−4,4 

𝑎5,𝑛−2 = 𝑎𝑛−5+1,𝑛−(𝑛−2)+1 = 𝑎𝑛−4,3 

𝑎5,𝑛−1 = 𝑎𝑛−5+1,𝑛−(𝑛−1)+1 = 𝑎𝑛−4,2 

𝑎5,𝑛      = 𝑎𝑛−5+1,𝑛−𝑛+1       = 𝑎𝑛−4,1 

 

 

Berdasarkan hasil yang didapatkan maka terbukti bahwa 𝐴𝑛 adalah matriks 

centrosymmetric.                 ∎ 
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2.2 Perkalian Matriks 

2.2.1 Perkalian matriks dengan skalar 

Definisi 2.4 [14] Hasil kali ijA a =    matriks ukuran 𝑚 × 𝑛 dengan skalar 𝑘 ditulis 

𝑘𝐴 atau 𝐴𝑘 berukuran 𝑚 × 𝑛 yang didapatkan dengan mengalikan tiap unsur dalam 

𝐴 dengan 𝑘. 

11 12 1

21 22 2

1 2

.

n

n

ij

m m mn

ka ka ka

ka ka ka
kA ka

ka ka ka

 
 
  = =   
 
 

 (2.3) 

Contoh 2.2 Jika diketahui matriks 

1 2 1 2

4 5 2 3

2 0 1 5

0 3 7 4

Y

 
 
 =
 
 
 

 dan 𝑘 = 2  maka perkalian 

matriks dengan skalar yaitu:  

.

 

    

1 2 1 2

4 5 2 3
2 2

2 0 1 5

0 3 7 4

2 4 2 4

8 10 4 6

4 0 2 10

4

  

0 6 1 8

Y

 
 
 =
 
 
 

 
 
 =
 
 
 

 

 

2.2.2 Perkalian matriks dengan matriks 

Definisi 2.5 [14] Misal ijA a =    berukuran  𝑚 × 𝑛 dan jkB b =    berukuran 𝑟 × 𝑝. 

Hasil perkalian dari 𝐴𝐵 didefinisikan hanya untuk 𝑟 = 𝑛 dan 𝐴𝐵 adalah matriks 

[ ]jkC c=  yang berukuran 𝑚 × 𝑝 dengan unsur jkc  adalah: 

1 1 2 2

1

... .
n

jk jm mk j k j k jn nk

m

c a b a b a b a b
=

= = + + +  (2.4) 
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Contoh 2.3 Diberikan matriks 

0 1 2

1 2 3

4 3 2

A

 
 

= −
 
 − 

 dan 

0 1

2 0

0 3

B

 
 

=
 
  

, maka 

tentukanlah perkalian matriks 𝐴𝐵? 

Penyelesaian: 

0 1 2 0 1 2 6

1 2 3 2 0 4 8 .

4 3 2

 

3

 

0

 

6 2

AB

     
     

= − =
     
     − −     

 

 

2.3 Perpangkatan Matriks 

Definisi 2.6 [15] Jika 𝐴 merupakan matriks bujur sangkar, maka akan didapatkan 

definisi dari pangkat integer tak negatif 𝐴 sebagai berikut:  

 

0 , ... 0)
m tor

m

fak

A I A AA Am= =  .       (2.5) 

Kemudian jika A dibalik, maka definisi dari pangkat integer negatif dari 𝐴 yaitu: 

 1 1   1 1

 

( ) .  ..     
m fa

m

ktor

mA A A A A− − − − −= = .       (2.6) 

Contoh 2.4 Diberikan matriks 

2 3 4

0 1 6

4 0 4

A

− 
 

=
 
  

, tentukan hasil dari 𝐴2? 

Penyelesaian: 

Diketahui bahwa 𝐴2 = 𝐴 ∙ 𝐴. 

Sehingga  

2

 

2 3 4 2 3 4

0 1 6 0 1 6

4 0 4 4 0 4

48 27 78

167 73 30 .

2

      

48 84 4

A

− −   
   

=
   
      

− − 
 

=
 
 − 
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2.4 Induksi Matematika 

Definisi 2.7 [16] Misal 𝑝(𝑛) adalah suatu pernyataan bilangan bulat positif dan 

akan dibuktikan bahwa 𝑝(𝑛) benar untuk semua bilangan bulat positif 𝑛. 

Adapun tahapan untuk membuktikan pernyataan ini adalah: 

1. Ditunjukkan 𝑝 (1) benar. 

2. Diasumsikan 𝑝 (𝑛) benar, maka 𝑝 (𝑛 + 1) juga benar untuk setiap 𝑛 ≥ 1.  

Sehingga 𝑝 (𝑛) benar untuk semua bilangan bulat positif 𝑛. 

Jika tahapan ke-1 dan ke-2 terbukti benar maka dapat diambil kesimpulan  bahwa 

pernyataan 𝑝( 𝑛 ) terbukti benar untuk setiap bilangan bulat positif 𝑛. Pada tahapan 

ke-1 dinamakan basis induksi sedangkan untuk tahapan ke-2 dinamakan langkah 

induksi. 

Contoh  2.5 Diberikan 
3 0  

0 0

0 0

a

A a a

a

− 
 

= −
 
  

, dengan 𝑎 ∈ 𝑅, 𝑎 ≠ 0. Maka akan 

diperoleh bentuk umum perpangkatannya sebagai berikut: 

1

2

1 1

2 2

1

2

3 2 2

2  2

2

2 2

2 2  

0 ( 2) 0

( 2 ) 0 ( 2)

0 ( 2 ) 0

( 2) 0 ( 2

0

   

 

)

0 ( 2)

( 2) 0

   

 

( 2  )

n

n

n n

n n

n

n

n

n n

n n

n

n

n n

n n

a

a a

a

A

a a

a

a a

−

− −

−

− −

− −

 
− − 

 
 − − −
 
 

− 
 

= 
 
− − − 
 
 −
 
  − − − 
 

 

 

 

 

 

 

, untuk 𝑛 genap. 

, untuk 𝑛 ganjil 
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Berikut akan dilakukan pembuktian menggunakan aturan induksi matematika 

dengan 𝑛 adalah bilangan ganjil sebagai berikut:                   

Bukti: 

1. Basis induksi yaitu akan dilakukan pembuktian bahwa 𝑝 (1) benar: 

1 1

12

1 1 1 1

1 12 2
3

1 1

12

0 1

0 1 0 1

0 1

                             

 

        

)

 

0 ( 2) 0

(1) : ( ) ( 2) 0 ( 2)

0 ( 2) 0

0 ( 2) 0

( 2) 0 ( 2

0 ( 2) 0

0 0

0 .            

0

 

0

a

p A a a

a

a

a a

a

a

a a

a

−

− −

−

 
− − 

 
 = − − −
 
 

− 
 

 − −
 

= − − − 
 − 

− 
 

= −
 
  

 

Berdasarkan matriks yang diberikan  maka 𝑝( 1 )terbukti  benar.                    ∎ 

2. Asumsikan 𝑝 (𝑘) benar  

1

2

1 1

2 2
3

1

2

0 ( 2) 0

( ) : ( ) ( 2) 0 ( 2) , 0.

0 ( 2) 0

k

k

k k

k k k

k

k

a

p k A a a a R a

a

−

− −

−

 
− − 

 
 = − − −   
 
 

− 
 

 

Maka akan ditunjukkan 𝑝(𝑘 + 2) juga terbukti benar yakni: 

2 1

22

2 1 2 1

2 2 22 2
3

2 1

22

1

22

1 1

2 22 2

1

22

     

                          

0 ( 2) 0

( 2) : ( ) ( 2)

 

0 ( 2)

0 ( 2) 0

0 ( 2) 0

( 2) 0 ( 2)

0 ( 2 0

      

)

k

k

k k

k k k

k

k

k

k

k k

k k

k

k

a

p k A a a

a

a

a a

a

+ −

+

+ − + −

+ + +

+ −

+

+

+

+ +

+ +

+

+

 
− − 

 
 + = − − −
 
 

− 
 

 
− − 

 
 = − − −
 
 

− 
 

.
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Pembuktian: 

2 2

3 3 3

1

2

2 2

1 1

2 22 2
3

2 21

2

1

 

2

 

   

2

 

1 

22

1

22

( ) ( ) ( )

0 ( 2) 0
0

( ) ( 2) 0 ( 2) 0 2 0

0
0 ( 2) 0

0 ( 2) ( 2) 0

(  2)( 2) 0 ( 2)(

   

            2)

0 ( 2)

  

 ( 2)

k k

k

k

k k

k k k

k

k

k

k

k k

k k

A A A

a
a a

A a a a

a a
a

a

a a

+

−

− −

+

−

−

+

− −

+ +

=

 
− 

 − 
  = − − −  
 −   − 

 

− − −

= − − − − −

− −

1

22

1
1

22

1 1
1 1

2 22 2

1
1

22

1

22

1 1

2 22 2

1

 

   

 

22

0

0 ( 2) 0

( 2) 0 ( 2)

0 ( 2) 0

0 (

)

        

2) 0

( 2) 0 ( 2

0 (

  

 

2) 0

   

                   

k

k

k

k

k k

k k

k

k

k

k

k k

k k

k

k

a

a

a a

a

a

a a

a

−

+

−
+

+

− −
+ +

+ +

−
+

+

+

+

+ +

+ +

+

+

 
 
 
 
 
 
 
 

 
− − 

 
 = − − −
 
 

− 
 


− −


= − − −


−


.







 
 



 

Berdasarkan pembuktian di atas dapat diambil kesimpulan bahwa bentuk umum 

perpangkatan matriks 3( )nA  dengan 𝑛 berpangkat ganjil terbukti benar.               ∎ 

Selanjutnya untuk 𝑛 genap dapat dikerjakan dengan pembuktian yang sama seperti 

di atas.  
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2.5 Trace Matriks 

Definisi 2.8 [15] Jika matriks 𝐴 merupakan matriks bujur sangkar, maka trace 

𝐴 dinyatakan dengan " 𝑡𝑟(𝐴) ", yang didefinisikan sebagai penjumlahan elemen 

pada diagonal utama matriks 𝐴. Namun jika matriks 𝐴 bukan matriks bujur sangkar, 

maka trace dari 𝐴 tidak bisa didefinisikan. Diberikan matriks 𝐴 sebagai berikut, 

maka akan diperoleh  𝑡𝑟(𝐴): 

𝑡𝑟(𝐴) = 𝑎11 + 𝑎22 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑛 = ∑ 𝑎𝑖𝑖.

𝑛

𝑖=1

 

Contoh 2.6 Jika terdapat dua buah matriks 

2 40 11

35 18 13

3 0 10

A

− − 
 

=
 
 − 

 dan 

2 3 0 1

5 8 1 9

3 2 5 6

7 4 8 2

B

 
 

−
 =
 −
 
 

, maka tentukanlah 𝑡𝑟(𝐴) dan 𝑡𝑟(𝐵)! 

Penyelesaian: 

𝑡𝑟(𝐴) = −2 + 18 + 10 =26. 

𝑡𝑟(𝐵) = 2 + 8 + 5 + 2 = 17. 

Teorema 2.1 [17] Jika diberikan matriks [ ]ijA a=  dan [ ]ijB b=  yang merupakan 

matriks kuadrat 𝑛 dan 𝑘 ialah suatu skalar, maka akan berlaku sifat-sifat berikut: 

i. 𝑡𝑟(𝐴) = 𝑡𝑟(𝐴𝑇), 

ii. 𝑡𝑟(𝑐𝐴) = 𝑐. 𝑡𝑟(𝐴), 

iii. 𝑡𝑟(𝐴 + 𝐵) = 𝑡𝑟(𝐴) + 𝑡𝑟(𝐵), 

iv. 𝑡𝑟(𝐴𝐵) = 𝑡𝑟(𝐵𝐴). 

Bukti: 

1. Akan dilakukan pembuktian bahwa 𝑡𝑟(𝐴) = 𝑡𝑟(𝐴𝑇). Misal diambil 

sembarang matriks  

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 =
 
 
 

, 

  (2.7)   
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maka akan diperoleh transpose dari matriks 𝐴 sebagai berikut:  

11 21 1

12 22 2

11 22

1 2

( ) ...

n

nT

nn

n n nn

a a a

a a a
tr A trA a a a

a a a

 
 
 = = = + +
 
 
 

. 

Jadi terbukti bahwa 𝑡𝑟(𝐴) = 𝑡𝑟(𝐴𝑇).                                                                ∎ 

2. Akan dibuktikan bahwa 𝑡𝑟(𝑐𝐴) = 𝑐. 𝑡𝑟(𝐴). Misal diambil sembarang 𝑐 skalar     

kemudian dikalikan dengan matriks 𝐴 sebagai berikut: 

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

n n

n n

n n nn n n nn

a a a ca ca ca

a a a ca ca ca
cA cA

a a a ca ca ca

   
   
   = = =
   
   
   

. 

Maka trace matriks 𝑐𝐴 yaitu:  

11 22 11 22( ) ... ( ... )nn nntr cA ca ca c c a a c= + + + = + + + . 

Jadi terbukti bahwa 𝑡𝑟(𝑐𝐴) = 𝑐. 𝑡𝑟(𝐴).                                                            ∎ 

3. Akan dibuktikan 𝑡𝑟(𝐴 + 𝐵) = 𝑡𝑟(𝐴) + 𝑡𝑟(𝐵), misal akan diambil sembarang 

matriks 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 =
 
 
 

 dan 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

b b b

b b b
B

b b b

 
 
 =
 
 
 

 maka 

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

11 11 12 12 1 1

21 21 22 22 2 2

1 1 2 2

                

( )

n n

n n

n n nn n n nn

n n

n n

n n n n

a a a b b b

a a a b b b
tr A B tr

a a a b b b

a b a b a b

a b a b a b
tr

a b a b a

    
    
    + = +
    
     
    

+ + +

+ + +
=

+ +

11 11 22 22               (( ) ( ) ... )

( ) ( ).

              

                    

nn nn

nn nn

b

a b a b a b

tr A tr B

 
 
 
 
 

+ 

= + + + + + +

= +

 

 

∎ 
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4. Akan dibuktikan 𝑡𝑟(𝐴𝐵) = 𝑡𝑟(𝐵𝐴) sehingga akan diperoleh:  

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

11 11 12 21 1 1 11 12 12 22 1 2 11 1 12 2 1

21 11 22 21 2 1
     

... ... ...

...

n n

n n

n n nn n n nn

n n n n n n n nn

n n

a a a b b b

a a a b b b
AB

a a a b b b

a b a b a b a b a b a b a b a b a b

a b a b a b a

   
   
   = 
   
   
   

+ + + + + + + + +

+ + +
=

21 12 22 22 2 2 21 1 22 2 2

1 11 2 21 1 1 12 2 22 2 1 1 2 2

... ...
.

... ... ...

n n n n n nn

n n nn n n n nn n n n n n nn nn

b a b a b a b a b a b

a b a b a b a b a b a b a b a b a b

 
 

+ + + + + +
 
 
 

+ + + + + + + + + 

 

Maka trace matriks 𝐴𝐵 yang diperoleh:   

11 11 12 21 1 1 21 12 22 22 2 2

1 1 2 2        .    

( ) ( ... ) ( ... ) ...

( ...  ) 

n n n n

n n n n nn nn

tr AB a b a b a b a b a b a b

a b a b a b

= + + + + + + + + +

+ + +
 

Untuk matriks 𝐵𝐴 diperoleh sebagai berikut: 

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

11 11 12 21 1 1 11 12 12 22 1 2 11 1 12 2 1

21 11 22 21 2 1
     

... ... ...

...

n n

n n

n n nn n n nn

n n n n n n n nn

n n

b b b a a a

b b b a a a
BA

b b b a a a

b a b a b a b a b a b a b a b a b a

b a b a b a b

   
   
   = 
   
   
   

+ + + + + + + + +

+ + +
=

21 12 22 22 2 2 21 1 22 2 2

1 11 2 21 1 1 12 2 22 2 1 1 2 2

... ...
.

... ... ...

n n n n n nn

n n nn n n n nn n n n n n nn nn

a b a b a b a b a b a

b a b a b a b a b a b a b a b a b a

 
 

+ + + + + +
 
 
 

+ + + + + + + + + 

          

Maka trace matriks 𝐵𝐴 adalah 

11 11 12 21 1 1 21 12 22 22 2 2

1 1 2 2        .    

( ) ( ... ) ( ... ) ...

( ...  ) 

n n n n

n n n n nn nn

tr AB b a b a b a b a b a b a

b a b a b a

= + + + + + + + + +

+ + +
 

Sehingga terbukti bahwa  𝑡𝑟(𝐴𝐵) = 𝑡𝑟(𝐵𝐴).                                                   ∎ 
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2.6 Trace Matriks Berpangkat Bilangan Bulat Positif 

Salah satu kajian tentang trace matriks berpangkat juga diteliti oleh [18] 

untuk memperoleh bentuk umum trace matriks simetris, adapun uraian langkah-

langkahnya yaitu: 

a. Diberikan sebuah matriks simetris bentuk khusus ordo 3 ×  3 dengan bentuk 

matriksnya yaitu: 
3

0

0 ,

0

b b

A b b

b b

 
 

=
 
  

 dengan 𝑏 ∈ ℝ, 𝑏 ≠ 0. 

b.    Melakukan pendugaan bentuk umum matriks (𝐴3)𝑛 

Langkah awal dalam melakukan pendugaan bentuk umum yaitu dengan 

memangkatkan matriks (𝐴3) sampai (𝐴3)10 dan kemudian akan dilakukan 

pendugaan bentuk umum (𝐴3)𝑛 yang dinyatakan pada teorema berikut : 

Teorema 2.2 Diberikan 3

0

0 ,

0

b b

A b b

b b

 
 

=
 
  

 dengan  𝑏 ∈ ℝ, 𝑏 ≠ 0 maka 

diperoleh:  

1 1 1

1 1 1

3

1 1 1

2 ( 1) 2 2 ( 1 ) 2 ( 1 )

3 3 3

2 ( 1 ) 2 ( 1) 2 2 ( 1)
( ) .

3 3 3

2 ( 1 ) 2 ( 1 ) 2 ( 1) 2

3 3 3

 

           

            

         

n n n n n n
n n n

n n n n n n
n n n n

n n n n n n
n n n

b b b

A b b b

b b b

+ + +

+ + +

+ + +

 − − + − + −
 
 

+ − − − + − 
=  
 

+ − + − − − 
 
 

 

c. Membuktikan bentuk umum (𝐴3)𝑛 menggunakan pembuktian induksi 

matematika.  

Pembuktian:  

Tahapan awal, akan dibuktikan bentuk umum dari (𝐴3)𝑛.  Misalkan  

     

 

1 1 1

1 1 1

3

1 1 1

 

  

  

            
 .        

 

2 ( 1) 2 2 ( 1) 2 ( 1)

3 3 3

2 ( 1 ) 2 ( 1 ) 2 2 ( 1)
( ) :

3 3 3

2 ( 1) 2 ( 1) 2 ( 1) 2 

3 3

   

3

  

n n n n n n
n n n

n n n n n n
n n n n

n n n n n n
n n n

b b b

p n A b b b

b b b

+ + +

+ + +

+ + +

 − − + − + −
 
 

+ − − − + − 
=  
 

+ − + − − − 
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1. Akan dibuktikan bahwa 𝑝 (1) bernilai benar: 

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1

3

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1

  

  
   .    

2 ( 1) 2 2 ( 1) 2 ( 1)

3 3 3
0

2 ( 1) 2 ( 1) 2 2 ( 1)
(1) : ( ) 0

3 3 3
0

2 ( 1) 2 ( 1  ) 2 ( 1) 2

3 3 3

 

b b b

b b

p A b b b b b

b b

b b b

+ + +

+ + +

+ + +

 − − + − + −
 
   

+ − − − + −   
= =   
    + − + − − − 
 
 

Sehingga terbukti bahwa nilai 𝑝 (1) benar.                                                    ∎ 

2.    Akan diasumsikan untuk 𝑝 (𝑘) bernilai benar, yakni:  

        1 1 1

1 1 1

3

1 1 1

 

   
  

  

    

    
              

2 ( 1) 2 2 ( 1) 2 ( 1)

3 3 3

2 ( 1) 2 ( 1) 2 2 ( 1)
( ) : ( ) .

3 3 3

2 ( 1) 2 ( 1 2       ) ( 1) 2

3 3 3

 

k k k k k k
k k k

k k k k k k
k k k k

k k k k k k
k k k

b b b

p k A b b b

b b b

+ + +

+ + +

+ + +

 − − + − + −
 
 

+ − − − + − 
=  
 

+ − + − − − 
 
 

 

Kemudian akan ditunjukkan 𝑝(𝑘 + 1) juga bernilai benar, yakni: 

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1

3

1 1 1 1 1 1 1 1
1

  

 

1

2 ( 1) 2 2 ( 1) 2 ( 1)

1

      

 

3 3 3

2 ( 1) 2 ( 1) 2 2 ( 1)
( ) : ( )

3 3 3

2 ( 1) 2 ( 1) 2 ( 1

         

    

3

  )

3

k k k k k k
k k k

k k k k k k
k k k k

k k k k k k
k k

b b b

p k A b b b

b b

+ + + + + + + + +
+ + +

+ + + + + + + + +
+ + + +

+ + + + + + + +
+ +

− − + − + −

+ − − − + −
+ =

+ − + − − − 1
1

1 2 1 2 1 2
1 1 1

1 2 1 2 1 21
1 1 1

1 2
1

  

2

3

2 ( 1) 2 2 ( 1)

 

2 ( 1)

3 3 3

2 ( 1) 2 ( 1) 2 2

        

      

          
                      

( 1)

3 3 3

2 ( 1

 

)

3

     

k

k k k k k k
k k k

k k k k k k
k k k

k k
k

b

b b b

b b b

b

+
+

+ + + + + +
+ + +

+ + + + + +
+ + +

+ +
+

 
 
 
 
 
 
 
 
 

− − + − + −

+ − − − + −

+

=

− 1 2 1 2
1 1

 

2 ( 1) 2 ( 1) 2

3 3

 .   

     k k k k
k kb b

+ + + +
+ +

 
 
 
 
 
 

+ − − − 
 
 

 

Bukti: 

1 1

3 3 3

1 1 1

1 1 1

1 1 1

( ) ( )

2 ( 1) 2 2 ( 1) 2 ( 1)

3 3

 

3
0

2 ( 1) 2 ( 1) 2 2 ( 1)
. 0

0

    
3 3 3

2 ( 1) 2 ( 1) 2 ( 1

3

          

) 2

3 3

  

k k

k k k k k k
k k k

k k k k k k
k k k

k k k k k k
k k k

A A A

b b b

b b

b b b b b

b b

b b b

+

+ + +

+ + +

+ + +

=

 − − + − + −
 
   

+ − − − + −   
=    
    + − + − − − 
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1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1

 

2 ( 1) 2 2 ( 1) 2 ( 1)

3 3 3

2 ( 1) 2 ( 1) 2 2 ( 1)

3 3 3

2 ( 1) 2 ( 1) 2 ( )

       

1 2

3 3 3

    

k k k k k k
k k k

k k k k k k
k k k

k k k k k k
k k k

b b b

b b b

b b b

+ + + + + + + + +
+ + +

+ + + + + + + + +
+ + +

+ + + + + + + + +
+ + +

 − − + − + −
 
 

+ − − − + − 
=  


+ − + − − −

 

1 2 1 2 1 2
1 1 1

1 2 1 2 1 21
1 1 1

1 2 1 2 1 2
1 1

  

1

2 ( 1) 2 2 ( 1) 2 ( 1)

3 3 3

2 ( 1) 2 ( 1)

      

          
        

   

2 2 ( 1)

3 3 3

2 ( 1) 2 ( 1) 2 ( 1) 2

3 3 3

 

k k k k k k
k k k

k k k k k k
k k k

k k k k k k
k k k

b b b

b b b

b b b

+ + + + + +
+ + +

+ + + + + +
+ + +

+ + + + + +
+ + +





 − − + − + −
 
 

+ − − − + −



+ − + − − −

=


 

.






 

Berdasarkan langkah ke- 1 dan 2  dapat disimpulkan bahwa bentuk umum 

(𝐴3)𝑛 terbukti benar.                                                                                                              ∎ 

d. Menentukan bentuk umum 𝑡𝑟(𝐴3)𝑛 

Berdasarkan Definisi 2.8 akan diperoleh  bentuk umum dari 𝑡𝑟(𝐴3)𝑛 dalam 

teorema berikut: 

Teorema 2.3 Diberikan matriks 
3

0

0

0

b b

A b b

b b

 
 

=
 
  

, dengan 𝑏 ∈ ℝ, 𝑏 ≠ 0 maka 

diperoleh: 

1

3

2 ( 1) 2
( ) 3

3

n n
n ntr A b

+− −
= ,untuk n bilangan bulat positif. 

 Bukti:  

Akan dibuktikan bentuk umum dari 𝑡𝑟(𝐴3)𝑛 menggunakan definisi trace 

matriks. 

1 1 1

1 1 1

3

1 1 1

2 ( 1) 2 2 ( 1) 2 ( 1)

3 3 3

2 ( 1) 2 ( 1) 2 2 ( 1)
( )

3 3 3

2 ( 1) 2 (

 

1) 2 ( 1) 2

3

 

3

 

3

 

n n n n n n
n n n

n n n n n n
n n n n

n n n n n n
n n n

b b b

tr A tr b b b

b b b

+ + +

+ + +

+ + +

 − − + − + −
 
 

+ − − − + − 
=  

 
+ − + − − − 
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1 1 1

1

2 ( 1) 2 2 ( 1) 2 2 ( 1) 2

3 3 3

2 ( 1) 2
3 .

  

3

n n n n n n
n n n

n n
n

b b b

b

+ + +

+

− − − − −
=

−
+

 − −
=



+

 


 

Sehingga 
1

3

2 ( 1) 2
( ) 3

3

n n
n ntr A b

+− −
=  terbukti benar.                                        ∎ 

e. Mengaplikasian bentuk umum (𝐴3)𝑛 dan 𝑡𝑟(𝐴3)𝑛 

Contoh 2.8  Diberikan 
3

0 4 4

4 0 4

4 4 0

A

 
 

=
 
  

 dan tentukan nilai dari (𝐴3)5 dan 

𝑡𝑟(𝐴3)5! 

Penyelesaian:  

5 5 1 5 5 1 5 5 1
5 5 5

5 5 1 5 5 1 5 5 1
5 5 5 5

3

5 5 1 5 5 1 5 5 1
5 5 5

2 ( 1) 2 2 ( 1) 2 ( 1)
4 4 4

3 3 3

2 ( 1) 2 ( 1) 2 2 ( 1)
( ) 4 4 4

3 3 3

2 ( 1) 2 ( 1) 2 ( 1) 2
4 4 4

3 3 3

32 2 32 1 32 1
1.024 1.024 1.024

3 3 3

32 1 32 2
1.024

3 3
          

A

+ + +

+ + +

+ + +

 − − + − + −
 
 

+ − − − + − 
=  
 

+ − + − − − 
 
 

− + +

+ −
=

10.240 11.264 11.264

           11.264 10.240 11.264 .

32 1
1.024 1.024

3

32 1 32 1 32 2
1.024 1.024 1.024

3 3

11.264 11.264 10.

3

240

 
 
 

+ 
 


+

 
 

=
 
 









+ − 
 

 

Dengan menggunakan Teorema 2.2 maka: 

5 5 1
5 5

3

   
 

         

.

2 ( 1) 2
( ) 3 4

3

3

 

2 2
1024

3

7

    

              30. 20

tr A
+

=

− −
=

−

=
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2.7 Pemrograman MATLAB 

Perkembangan teknologi komputer saat ini telah memberikan berbagai 

kemudahan di berbagai bidang, salah satunya dalam bidang matematika.  

Penggunaan komputer dapat membantu meningkatkan efisiensi dan keakuratan 

dalam perhitungannya, contohnya pada penyelesaian perhitungan matriks 

menggunakan pemrograman MATLAB. MATLAB merupakan suatu program 

untuk analisis dan komputasi numerik, sebuah bahasa pemograman matematika 

lanjutan yang dibentuk atas dasar pemikiran menggunakan sifat dan bentuk matriks 

[19]. 

Contoh 2.9 Diberikan pemrograman MATLAB untuk perkalian matriks sebagai 

berikut. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

clc 

clear all 

A = [1 0 3; 3 5 6; 1 1 9]; 

B = [9 8 7; 6 0 4; 2 2 1]; 

[m, n] = size(A); 

[p, q] = size(B); 

if n ~= p 

    error('Jumlah kolom matriks A harus sama dengan jumlah baris matriks B'); 

end 

C = zeros(m, q); 

for i = 1:m 

    for j = 1:q 

        for k = 1:n 

            C(i,j) = C(i,j) + A(i,k) * B(k,j); 

        end 

    end 

end 

disp('Matriks A:'); 

disp(A); 

disp('Matriks B:'); 

disp(B); 

disp('Hasil perkalian matriks C = A * B:'); 

disp(C); 
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Hasil yang diperoleh yaitu: 
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BAB V  

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

Dapat diperhatikan pada hasil penelitian di bab sebelumnya bahwa bentuk 

umum perpangkatan matriks centrosymmetric 𝑛 × 𝑛 berpangkat bilangan bulat 

positif yaitu: 

1 1
0 0 0 0 0 0 0

2 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1
0 0 0 0 0 0 0

2 2

2

m m m

m

m

m

m

m

m

m

m

m m m

m

n

m

m m
a a a

a

a

a

a

a

a

a

a

m m
a a a

A
m

a a

− + 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

+ − 
  

=

0 0 0 0 0 0 0
2

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
2 2

m m

m

m

m

m

m

m

m

m

m m m

m
a

a

a

a

a

a

a

a

a

m m
a a a






















 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  





















 

Kemudian bentuk umum dari trace matriks centrosymmetric bentuk khusus ordo 

𝑛 × 𝑛 berpangkat bilangan bulat positif yaitu: 

𝑡𝑟(𝐴𝑛
𝑚) = {

3𝑎𝑚

2𝑎𝑚 
𝑛𝑎𝑚

 

 

,untuk 𝑚 ganjil 

,untuk 𝑚 genap. 

, untuk 𝑛 ganjil dan 𝑚 ganjil 

, untuk 𝑛 genap dan 𝑚 ganjil 

, untuk 𝑚 genap. 
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5.2 Saran 

Penelitian ini mengkaji tentang langkah-langkah dalam menentukan bentuk 

umum dari trace matriks centrosymmetric 𝑛 × 𝑛 berpangkat bilangan bulat positif. 

Peneliti selanjutnya yang berminat memperluas topik penelitian ini menggunakan 

matriks centrosymmetric disarankan untuk menggunakan bilangan bulat berpangkat 

negatif.  
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