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ABSTRAK 

 
Penelitian ini bertujuan untuk mendapatkan bentuk umum determinan Matriks Hankel bentuk 

khusus ordo 3 × 3 berpangkat bilangan bulat positif 𝑚 yang dinotasikan |𝐴3
𝑚|. Langkah awal pada 

penelitian ini yaitu menentukan perpangkatan 𝐴3
2 hingga 𝐴3

11 dan kemudian menentukan |𝐴3
2| 

hingga |𝐴3
11| dengan menggunakan metode kondensasi Chio. Selanjutnya diduga bentuk umum 

|𝐴3
𝑚| dengan menggunakan induksi matematika. Sehingga diperoleh hasil akhir dari penelitian ini 

yaitu |𝐴3
𝑚| = −1𝑚𝑎3𝑚dengan 𝑚 ∈ 𝑍+. 

 

Kata Kunci : Matriks Hankel, Matriks berpangkat, Determinan matriks, Metode Kondensasi 

Chio, Induksi Matematika. 
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ABSTRACT 

 

This research aims to obtain the general form of the Hankel Matrix determinant of a 

special form of order 3×3 with the power of a positive integer m which is denoted |𝐴3
𝑚|. 

The initial step in this research is to determine the powers 𝐴3
2 to 𝐴3

11 and then determine 

|(𝐴3)2| to |𝐴3
11| using the Chio condensation method. Next, the general form |𝐴3

𝑚|  is 

estimated using mathematical induction. So the final results obtained from this research 

are  |𝐴3
𝑚| = −1𝑚𝑎3𝑚with 𝑚 ∈ 𝑍+. 

 
 

Keywords :  Hankel Matrix, Rank matrix, Determinant of matrices, Chio Condensation Method, 

Mathematical Induction. 
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BAB I  

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

 Penggunaan matriks telah diterapkan dalam kehidupan sehari-hari, baik 

dalam bidang matematika maupun ilmu terapan. Matriks mamiliki beberapa jenis, 

seperti matriks Toeplitz [1], Matriks Hassenberg [2], Matriks Hankel [3], matriks 

segitiga, dan lain-lain. Penelitian mengenai operasi matriks telah banyak 

dilakukan, seperti invers matriks [4], determinan matriks [3], trace matriks dan 

lain sebagainya. Pada penelitian ini akan dibahas mengenai determinan matriks. 

Dalam menentukan determinan matriks dilakukan menggunakan beberapa 

metode, yaitu Metode Salihu [5], metode adjoin [6], metode kondensasi Chio [7], 

[8], metode kofaktor, dan lain sebagainya. Pada penelitian ini akan membahas 

mengenai Matriks Hankel. Matriks Hankel pertama kali ditemukan oleh Herman 

Hankel dimana bentuk umum dari Matriks Hankel sebagai berikut : 
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 Beberapa peneliti terdahulu telah banyak membahas mengenai determinan 

matriks. Pada tahun 2019, [7] membahas mengenai determinan matriks 𝐹𝐿𝑆𝑐𝑖𝑟𝑐𝑟 

bentuk khusus 𝑛 × 𝑛, 𝑛 ≥ 3 menggunakan metode kondensasi Chio. Dengan 

matriks sebagai berikut: 
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dan hasil bentuk umum determinan dari Matriks 𝐹𝐿𝑆𝑐𝑖𝑟𝑐𝑟tersebut adalah: 
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Pada tahun yang sama, [9] membahas mengenai determinan matriks blok 2 × 2 

dalam aplikasi matriks 𝐹𝐿𝐷𝑐𝑖𝑟𝑐𝑟 bentuk khusus dengan menggunakan matriks 

sebagai berikut: 
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Diperoleh pada hasil akhir penelitian yaitu: 

|𝑃𝑛| = (−1)(𝑛2−3𝑛+4)𝑟2𝑎𝑛  

 Pada tahun 2020, [10] meneliti mengenai determinan matriks 

centrosymmetric bentuk khusus ordo 3 × 3  berpangkat bilangan bulat positif 

dengan kofaktor. Dengan menggunakan matriks sebagai berikut: 



3 

 

.0,,

0

00 

















= aRa

aa

a

aaa

A  

Diperoleh bentuk umum determinan matriks centrosymmetric berpangkat 

bilangan bulat positif sebagai berikut: 

nn
aA 3

3 =  

 Selanjutnya pada  tahun 2021, [11] meneliti mengenai determinan matriks 

hankel bentuk khusus ordo 3 × 3 berpangkat bilangan bulat positif, dengan 

matriks sebagai berikut: 
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dan hasil bentuk umum determinan dari Matriks Hankel tersebut adalah: 

( ) 1,1 3

3 −= naA nnn   

Pada tahun yang sama, [12] meneliti mengenai determinan matriks 

centrosymmetric bentuk khusus ordo 4 × 4 berpangkat bilangan bulat positif, 

dengan menggunakan matriks sebagai berikut: 
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Pada hasil akhir penelitian diperoleh: 

|(𝐴4)𝑛| = {
−𝑎4𝑛, untuk 𝑛 ganjil

𝑎4𝑛, untuk 𝑛 genap
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Sehingga berdasarkan penelitian-penelitian tersebut penulis ingin membuat 

bentuk umum Determinan dengan menggunakan metode kondensasi Chio pada 

matriks Hankel berbentuk khusus ordo 3x3 berpangkat bilangan bulat positif 

dengan bentuk  matriks sebagai berikut:   
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1.2 Rumusan masalah 

Rumusan masalah ada penelitian ini adalah bagaimana bentuk umum 

determinan Matriks Hankel pada Persamaan (1.2) berpangkat bilangan bulat 

positif menggunakan Metode Kondensasi Chio. 

1.3 Batasan masalah 

Pada penelitian ini yaitu matriks yang digunakan adalah Matriks Hankel 

bentuk khusus ordo 3 × 3 pada Persamaan (1.2) dengan ∀𝑎 ∈ 𝑅, 𝑎 ≠ 0, 

berpangkat m +Z . 

1.4 Tujuan masalah 

Tujuan peneitian ini adalah untuk mendapatkan bentuk umum determinan 

Matriks Hankel bentuk khusus ordo 3 × 3 berpangkat bilangan bulat positif yang 

sesuai dengan Persamaan (1.2) menggunakan Metode Kondensasi Chio. 

 

1.5 Manfaat penelitian  

Berdasarkan rumusan masalah dan tujuan penelitian yang telah dikemukakan 

sebelumnya, maka manfaat yang dapat diambil dari penelitian ini adalah sebagai 

berikut: 
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a. Bagi penulis 

Manfaat yang didapatkan melalui penelitian melalui adalah 

memperdalam pemahaman penulis tentang matriks, dan 

mengembangkan wawasan disiplin ilmu yang telah dipelajari untuk 

mengkaji suatu permasalahan aljabar linear khususnya dalam hal 

menyelesaikan determinan Matriks Hankel.  

b. Bagi Lembaga pendidik 

Penulis berharap penelitian ini dapat dijadikan referensi dalam 

memecahkan masalah yang berkaitan dengan menentukan determinan 

Matriks Hankel. 

1.6 Sistematika penelitian 

Sistematika penulisan laporan Tugas Akhir ini terdiri dari pokok-pokok 

permasalahan yang diuraikan menjadi beberapa bagian yaitu: 

BAB I  PENDAHULUAN 

Pendahuluan berisikan latar belakang, rumusan masalah, Batasan 

masalah, tujuan masalah, manfaat penelitian, serta sistematika 

penulisan. 

BAB II  LANDASAN TEORI 

Landasan teori berisi tentang teori-teori pendukung yang berkaitan 

dengan matriks operasi matriks Metode Kondensasi Chio, determinan 

matriks dan induksi matematika. 

BAB III METODE PENELITIAN 

Bab ini berisikan tentang langkah-langkah peneliti untuk menyelesaikan 

bentuk umum determinan matriks Hankel bentuk khusus ordo 3 × 3 

berpangkat bilangan bulat positif menggunakan metode kondensasi chio. 

BAB IV PEMBAHASAN 

Pada bab ini berisikan tahapan dalam menemukan bentuk umum dari 

Determinan Matriks Hankel ordo 3 × 3 bentuk khusus berpangkat 

bilangan bulat positf. 

BAB V PENUTUP 

Bab ini berisikan tentang kesimpulan dari bab pembahasan
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BAB II  

LANDASAN TEORI 

 

Pada bab ini akan dibahas mengenai teori-teori pendukung yang digunakan 

dalam menyelesaikan permasalahan pada penelitian ini. 

2.1   Matriks Hankel  

Definisi 2.1 [3] Matriks Hankel ke-𝑛, 𝑛 ≥ 0 merupakan matriks persegi (𝑛 +

1) × (𝑛 + 1) yang elemen-elemen (𝑖, 𝑗) adalah 𝑎𝑖+𝑗 dengan 𝑖 = 0,1,2,3, … , 𝑛 dan 

𝑗 = 0,1,2,3, . . 𝑛. 

Berdasarkan Persamaan (1.1) Matriks Hankel merupakan matriks bujur sangkar 

dimana pada setiap entri-entri diagonal miring dari kiri ke kanan dengan nilai 

elemennya adalah konstan. Perhatikan dari segi komponen Matriks Hankel 

simetris. Jika entri  (𝑖, 𝑗) elemen dari 𝐴 dan dinotasikan sebagai 𝑎𝑖𝑗, dengan 

asumsi 𝑖 ≤ 𝑗 maka 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑖+𝑘,𝑗−ℎ, untuk semua 𝑘 = 0,1, … , 𝑗 − 1. [11]  

Contoh 2.1 Diberikan Matriks Hankel sebagai berikut. 



















=

7654

6543

5432

4321

A   

 

2.2 Perpangkatan Matriks 

Definisi 2.2 [13] Diketahui bahwa A  adalah sebuah matriks bujur sangkar, maka 

hasil dari perpangkatan bilangan bulat tak negatif dari  didefenisikan sebagai  

berikut: 

 
faktorn

n AAAAAIA ,,,,,0 ==  untuk 𝑛 > 0 

dengan I  adalah sebuah matriks Identitas. 

Tetapi, jika 𝐴 dapat dibalik, maka hasil dari perpangkatan bilangan bulat negative 

dari 𝐴 didefenisikan sebagai berikut.  
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Contoh 2.2 Jika diberikan matriks  
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2.3  Determinan Metode Kondensasi Chio 

Sebelum membahas mengenai Determinan Metode Kondensasi Chio, maka 

akan dibahas terlebih dahulu mengenai determinan matriks. 

Definisi 2.3 [14] Misalkan A  adalah matriks bujur sangkar. Fungsi determinan 

dinotasikan dengan A  sebagai jumlah dari semua hasil kali elementer bertanda 

dari A . A  disebut determinan dari A . 

Teorema 2.1 [14] Jika 𝐴 dan 𝐵 ialah matriks kuadrat berordo serupa, maka 

|𝐴𝐵| = |𝐴||𝐵|. 

Contoh 2.3 Diberikan matriks 𝐴 sebagai berikut. 
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Sehingga diperoleh |𝐴2| sebagai berikut. 

))(())(( 122122112 aaaaA −=
 

Definisi 2.4 [15] Metode Kondensasi Chio merupakan metode untuk menentukan 

nilai determinan matriks berordo 𝑛 × 𝑛 dengan cara mengkondensasikan 
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(menyusutkan) ordo determinan matriks 𝑛 × 𝑛 menjadi determinan matriks ordo 

(𝑛 − 1) × (𝑛 − 1). 

 Adapun Persamaan yang digunakan dalam Metode Kondensasi Chio 

adalah sebagai berikut: 
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− =  (2.1) 

 

Teorema 2.2  [15] Dimisalkan 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗] merupakan matriks 𝑛 × 𝑛 dan andaikan 

𝑎11 ≠ 0, Misalkan 𝐷 merupakan matriks yang diperoleh dengan menggantikan 

𝑎𝑖𝑗 oleh  










iji

j

aa

aa

1

111
, maka

 

D
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A
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11

1
−

=  (2.2) 

 

Bukti: Diambil sebarang matriks 𝐴 sebagai berikut: 
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444434241
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224232221

114131211

     

Selanjutnya akan dilakukan pengalian 𝑎11 pada semua elemen kecuali elemen 

pada baris pertama. Sehingga  
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Maka  
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Selanjutnya akan dilakukan OBE agar seluruh elemen kolom  pertama menjadi 

nol, kecuali elemen pada baris pertama kolom pertama. Sehingga diperoleh  
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Kemudian akan dilakukan metode ekspansi kofaktor sepanjang kolom pertama. 

Sehingga 𝑎11
𝑛−1|𝐴𝑛×𝑛| = 𝑎11𝐶11 

Diperoleh  
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Sehingga Teorema 2.2 terbukti.      ▄ 

 

Berikut merupakan langkah-langkah umum dalam Metode Kondensasi Chio, 

yaitu: 

1. Matriks yang digunakan ialah matriks berbentuk bujur sangkar berordo 

𝑛 × 𝑛 dengan 𝑛 ≥ 3. 

2. Harus memperhatikan elemen 𝑎11 pada matriks, jika 𝑎11 ≠ 0 maka 

Metode Kondensasi Chio dapat dilakukan. Dan apabila 𝑎11 = 0 maka 

harus dilakukan pertukaran baris atau kolom agar elemen 𝑎11 ≠ 0. 

3. Dalam melakukan kondensasi dilakukan dengan mensubstitusikan elemen-

elemen matriks ke dalam Persamaan Persaman (2.2) berikut: 



 

11 

 

nnn

n

nnnnnn

n

n

n

n

n

n

nnn

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aa

aa

a
A

1

111

41

1411

31

1311

21

1211

441

111

4441

1411

4341

1311

4241

1211

331

111

3431

1411

3331

1311

3231

1211

221

111

2421

1411

2321

1311

2221

1211

2

11

1
||











− =   

Setiap hasil proses kondensasi akan mengurangi satu ordo determinan 

matriks dari ordo determinan sebelumnya. 

4. Ulangi proses kondensasi hingga didapat determinan matriks ordo 2 × 2 

dan determinan dari matriks ordo 𝑛 × 𝑛 dapat dihitung lebih sederhana. 

 Contoh 2.4 Jika diberikan matriks 
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Teorema 2.2 diperoleh |𝐺| yaitu. 

D
a

D
n 2

11

1
−

=  

104

)208(
2

1

216

130

2

1

65

52

25

42

13

52

63

42

2

1
||

23

23

−=

−=

−

−
=

=

−

−
G

 

   

 

Contoh 2.5 Diberikan  matriks sebagai berikut
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dapat diperhatikan bahwa nilai pada elemen 𝑎11 = 0, maka untuk menduga |𝐷| 

akan dilakukan penukaran baris pada 𝐵 sebagai berikut: 
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Selanjutnya akan mecari determinan matriks dengan menggunakan Persamaan 

(2.2). 
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2.4 Induksi Matematika 

Definisi 2.7 [16] Misalkan 𝑝(𝑛) adalah pernyataan perihal bilangan bulat dan 

akan dibuktikan bahwa 𝑝(𝑛) benar untuk semua bilangan bulat positif, dengan 

cara menunjukkan bahwa: 

1. 𝑝(1) benar, wdan 

2. Jika 𝑝(𝑘) benar, maka 𝑝(𝑘 + 1) juga benar, untuk setiap 𝑘 ∈ 𝑁. dan 

ditunjukkan 𝑝(𝑘) benar. 

Langkah 1 disebut dengan langkah basis induksi sedangkan langkah 2 ialah 

langkah induksi. Jika kedua langkah terpenuhi kebenarannya maka 𝑝(𝑛) terbukti 

benar untuk 𝑛 bilangan bulat positif. 

Contoh 2.6 Jika diberikan sebuah matriks .0,,
0

0









= aRa

a

a
A  

Maka |(𝐴)𝑛| = 𝑎2𝑛 untuk 𝑛 ∈ 𝑍+. 
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Penyelesaian: 

Sebelum membuktikan pernyataan pada Contoh 2.6, akan dihitung nilai 

determinan 𝐴 terlebih dahulu.  

2

0))((

0

0
||

a

aa

a

a
A

=

−=

=

 

(2.3) 

Untuk membuktikan pernyataan pada Contoh 2.6 akan dibuktikan dengan induksi 

matematika. 

Misalkan 𝑝(𝑛): |(𝐴)𝑛| = 𝑎2𝑛 

1. Basis induksi : 

Untuk 𝑛 = 1 

𝑝(1): |(𝐴)1| = 𝑎2(1) 

|𝐴| = 𝑎2 

Berdasarkan Persamaan (2.3), |𝐴| = 𝑎2. Maka  𝑝(1) bernilai benar.  

2. Langkah induksi 

Asumsikan untuk 𝑛 = 𝑘, 𝑝(𝑘): |(𝐴)𝑘| = 𝑎2𝑘 benar , 

 Maka akan ditunjukkan 𝑝(𝑘 + 1) = 𝑎2(𝑘+1) benar. 

Penyelesaian:|(𝐴)𝑘+1| = |(𝐴𝑘)(𝐴)| 

= |𝐴𝑘||𝐴|               (Berdasarkan Teorema 2.1) 

= 𝑎2𝑘. 𝑎2 

= 𝑎2𝑘+2 

= 𝑎2(𝑘+1) 

Sehingga terbukti 𝑝(𝑘 + 1) juga bernilai benar. 

Berdasarkan langkah 1 dan 2 maka pernyataan pada Contoh 2.6 terbukti.            ▄  
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BAB III  

METODE PENELITIAN 

 

Pada penelitianwini, menggunakan metode studi keputusan dengan cara 

menyatukan penjelasan- penjelasan yang berasal dari buku dan jurnal yang 

berkaitan dengan penelitian ini. Berikut ialah proses yang 

digunakanwdalamwmenentukan Determinan Matriks Hankel bentuk khusus ordo 

3 × 3 menggunakan metode kondensasi Chio:  

1. Diberikan sebuah matriks Hankel bentuk khusus 3A  pada Persamaan (1.2). 

2. Menghitung nilai 
2

3A  hingga
11

3A . 

3. Menentukan 3A  hingga 
11

3A  menggunakan metode kondensasi Chio 

dengan menggunakan Teorema 2.2  pada Persamaan (2.2). 

4. Menduga 
m

A3  dengan m +Z  

5. Membuktikan bentuk umum 
m

A3  dengan menggunakan induksi 

matematika. 

6. Mengaplikasikan 
m

A3  pada beberapa contoh soal dengan 𝑚 = 7,8, dan 

11. 
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PENUTUP 

 

4.4 Kesimpulan 

Berdasarkan hasil penelitian yang telah dijelaskan sebelumnya, maka 

diperoleh kesimpulan yaitu: 

Jika 𝐴3 merupakan sebuah Matriks Hankel bentuk khusus ordo 3 × 3 sebagai 

berikut: 

0, ,

00

0

12

3 

















=

+

aRa

a

aa

aaa

A  

Maka diperoleh +−= ZmaA mmm
,1 3

3  

4.5 Saran 

Berdasarkan penelitian ini dapat dikembangkan untuk menentukan bentuk 

umum trace Matriks Hankel bentuk khusus ordo 𝑛 × 𝑛 berpangkat bilangan bulat 

positif. 
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