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Penelitian ini bertujuan untuk memperoleh bentuk umum trace Matriks Hankel bentuk khusus ordo 

      genap berpangkat bilangan bulat positif  . Pada awal penelitian akan dilakukan 
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BAB I  

PENDAHULUAN 

1.  

1.1 Latar Belakang 

Penggunaan matriks sudah berkembang pesat hingga era digital saat ini dan 

telah dirasakan sejak lama manfaatnya. Misalnya penerapan matriks dalam 

kehidupan sehari-hari yaitu dalam dekripsi dan enskripsi gambar pada smartphone 

(Android dan iOS) [1]. Matriks merupakan salah satu cabang kajian illmu aljabar. 

Matriks memiliki beberapa jenis, seperti Matriks Toeplitz, Matriks Hassenberg, 

Matriks Hankel, matriks segitiga, dan lain-lain. Pada penelitian ini akan 

membahas mengenai Matriks Hankel. Matriks Hankel pertama kali ditemukan 

oleh  Hermann Hankel dalam [2] dengan bentuk umum dari Matriks Hankel 

sebagai berikut: 
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Dapat diperhatikan bahwa pada Matriks Hankel selalu berbentuk persegi dan 

masing-masing diagonal miring naik dari kiri ke kanan adalah konstan. 

Matriks dapat dioperasikan ke dalam beberapa operasi seperti penjumlahan 

matriks, pengurangan matriks, perkalian matriks, dan transpos. Beberapa 

penelitian mengenai matriks telah banyak dilakukan seperti determinan matriks 

berpangkat [3], [4], [5], [6], invers matriks berpangkat [7], [8], [9], [10], trace 

matriks berpangkat[11], [12], [13], dan lain sebagainya.  Pada penenlitian ini akan 

membahas mengenai trace matriks berpangkat. Beberapa penelitian mengenai 

trace matriks seperti, pada tahun 2019, [14] membahas mengenai trace matriks 

Toeplitz simetris berbentuk khusus ordo     berpangkat positif integer dengan 

matriks yang digunakan sebagai berikut: 
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Pada tahun  2021, [15] meneliti tenatng trace matriks persegi bentuk 

spesial bepangkat bilangan bulat poditif dengan  matriks berikut: 
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Hasil akhir penelitian diperoleh       
   ∑   

 
    , dengan     . Pada 

tahun yang sama, [16] meneliti mengenai trace Matiks Hankel ke-n berpangkat 

bilangan bulat positif dengan matriks sebagai berikut: 
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penelitiannya sebagai berikut: 
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Pada tahun 2022, [16] melakukan penelitian mengenai trace matiks 

Hankel berpangkat tiga dengan matriks sebagai berikut: 
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Dengan hasil akhir penelitian diperoleh yaitu: 
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 Pada tahun berikutnya, [17] meneliti mengenai trace Matriks Hankel 

bentuk khusus berordo ganjil berpangkat bilangan bulat positif, dengan bentuk 

matriks sebagai berikut: 
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Dengan hasil akhir penelitian diperoleh         
  *(
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 *(
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. 

Penelitian ini merupakan penelitian lanjutan dari penelitian [17] dengan 

pembahasan mengenai “Trace Matriks Hankel Bentuk Khusus Ordo Genap 

Berpangkat Bilangan Bulat Positif”, dan menggunakan matriks yang serupa 

pada Persamaan (1.2). 

1.2 RumusannMasalah 

Berlandaskan latar belakang yang telah dijabarkan sebelumnya, perumusan 

masalah pada penelitian ini yaitu bagaimana bentuk umum trace Matriks Hankel 
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bentukmkhusus       genap  padamPersamaan (1.2)mberpangkat  , dengan   

ganjil dan     . 

1.3 BatasanmMasalah 

Batasan masalah pada pembahasan ini yaitu Matriks Hankel bentuk 

khusus pada Persamaan (1.2) berordo      genap dengan         , dan   

ganjil. 

1.4 Tujuan Masalah 

Tujuan penelitian ini yaitu untuk memperoleh bentukmumumhtrace 

Matriks Hankel bentukmkhusus berordo       genap berpangkat   dengan   

ganjil dan Zm . 

1.5 Manfaat Penelitian 

Berdasarkan uraian rumusan masalahldanltujuan dari penelitian ini 

bermanfaat:  

1. Memberikan pemahaman yang lebih mendalam bagipembaca dan 

penulisan khususnya trace Matriks Hankel bentuk khusus ordo genap 

berpangkat bilangan bulat positif dengan matriks pada Persamaan 

(1.2). 

2. Dapat mengembangkan wawasan mengenai aljabar linear elementer, 

terlebihnya mengenai trace Matriks Hankel bentuk khusus ordo genap 

berpangkat bilangan bulat positif dengan menggunakan matriks pada 

Persamaan (1.2). 

3. Dapat dijadikan referensi untuk memecahkan masalah yang berkaitan 

tentang trace matriks. 

1.6 Sistematika Penelitian 

Pengaturan penulisanmlaporan Tugas Akhir ini terdiri dari pokok-pokok 

permasalahan yang dijabarkan menjadi beberapa bagian yaitu:  

  



 

5 

 

BAB I  PENDAHULUAN 

Pendahuluan menguraikan tentang latar belakang pemilihan judul, 

rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, dan sistematika 

penelitian. 

BAB II LANDASAN TEORI 

Landasan teori berisi teori-teori yang berkaitan mengenai acuan 

penelitian, seperti: matiks, perpangkatan pada matriks, dan trace 

matriks. 

BAB III METODE PENELITIAN 

Bab ini berisikan tahapan untuk menemukan persamaan trace matriks 

Hankel ordo genapnberpangkatnbilangan positif. 

BAB IV PEMBAHASAN 

Pada bab ini berisikan tahapan dalam menemukan bentuk umum dari 

Trace Matriks Hankel ordo genap bentuk khusus berpangkat bilangan 

bulat positf. 

BAB V PENUTUP 

Bab ini berisikan tentang kesimpulan dari bab pembahasan. 
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BAB II  

LANDASAN TEORI 

2.  

Pada bab ini akan membahas mengenai teori yang berkaitan dalam 

menyelesaikan permasalahan penelitian ini. 

2.1 Matriks Hankel 

Defenisi 2.1 [2] Matriks Hankelmke- ,     ialah matriks persegi )1()1(  nn  

yang elemen-elemen (   )madalah      dengan               dan   

           . 

Matriks Hankel ialah suatu matriks bujursangkar dimana pada masing-masing 

diagonal miring naikndarinkiri ke kanan nilai elemen-elemennya ialah konstan. 

Berdasarkan Persamaan (1.1) bentukmumum Matriks Hankel sebagai berikut : 

12121

12221

121

110

































nnnnn

nnnn

nn

nn

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

A











.  

Dapat diperhatikan dari segi komponen, jika entri       elemen dari   dan 

dinotasikan dengan    , degan asumsi    , maka              , untuk semua 

           . Matriks Hankel adalah simetris [18]. 

Contoh 2.3 Diberikan sebuah Matriks Hankel sebagai berikut. 





















1461

4616

6164

1641

A . 

2.2 Perpangkatan Matriks 

Definisi 2.4 [19] Apabila   merupakan suatu matriks berbentuk persegi, maka 

definisi berpangkat integer tak negative dari   yaitu,                             
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            ⏟    
        

di mana     
(2.1) 

 

Kemudian, apabila   dapat dibalik, maka definisi dari pangkat integer negative 

dari   yaitu, 

              ⏟        
        

di mana    .  
(2.2) 

Contoh   2.4 Diberikan sebuah matriks Hankel D sebagai berikut. 





















1114

1142

1421

4211

B  maka tentukan   ! 

Penyelesaian: 

.

8899108126

99120144127

108144130111

126127111105

1114

1142

1421

4211

19141111

1422152

11152215

11121522

1114

1142

1421

4211

1114

1142

1421

4211

1114

1142

1421

4211

3

















































































































B

 

2.3 Induksi Matematika 

Definisi 2.5 [20] Misalkan      ialah suatu pernyataan bilangan bulat positif 

(positive integer) dan akan dibuktikan bahwanpernyataan      tersebut benar 

untuk semua bilangan bulat positif dengan Langkah: 

1. Ditunjukkan bahwa      benar. 

2. Diasumsikannbahwa      benarnuntuk suatunbilangan asli   dan 

ditunjukkan        benar. 
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Jika langkah 1 dan 2 terpenuhinkebenarannya makandapat disimpulkan bahwa 

     benar untuk setiapl bilangan bulan    Langkah 1 dikatakan basis induki 

sedangkan langkah 2 dikatakan Langkah induksi. 

Contoh 2.5 Diberikan matriks      [
   
   
   

]          , maka    

      
  [

             

    
             

] dengan        

Penyelesaian: Misalkan            
  [

             

    
             

]. 

1. Basis Induksi.  

Akan ditunjukan      benar, yaitu: 

           
  [

             

    
             

] 

 [
   
   
   

]. 

2. Langkah induksi.  

Asumsikan      benar, yaitu: 

           
  [

             

    
             

]. 

Akan ditunjukkan        juga benar, yaitu: 

             
  [

             

      
             

]. 

Bukti: 

           

 [
             

    
             

] [
   
   
   

] 

 [
                       

      
                       

] 
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 [
             

      
             

]  

Karena langkah 1 dan 2 terpenuhi, maka   

      
  [

             

    
             

] untuk      terbukti.  

 

2.4 Trace Matriks 

Defenisi  2.5 [21] Jika   merupakan suatu matriks bujur sangkar, maka trace dari 

  yang dilambangkan sebagai      ,  yang diartikan sebagai jumlah seluruh 

elemen pada diagonal utama  .  

Jika   bukan suatu matriks bujur sangkar maka       tidak terdefinisi. 

Jika diberikan matriks  





















nnnnn

n

n

aaaa

aaaa

aaaa

A









321

2232221

1131211

,  

maka  

                        

 ∑   

 

   

  
(2.3) 

 

Contoh 2.6 Diberikan suatu Matriks Hankel 





















17241411

24141116

14111622

11162224

A , maka 

      dari matriks   dengan menggunakan Persamaan (2.3) adalah sebagai 

berikut. 

                  

   . 
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Teorema 2.1 [21] Apabila diberikan sebuah matriks persegi   dan   yang 

keduanya memiliki ordo yang serupa dan   merupakan sebuah konstanta maka 

berlaku: 

a)              

b)                

c)                     

d)              . 

Bukti: Diambil sebarang   merupakan skalar dan matriks  





















nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A









21

22221

11211

 (2.4) 





















nnnn

n

n

bbb

bbb

bbb

B









21

22221

11211

. (2.5) 

a)  Akan dibuktikan untuk             . 

Sebelumnya telah diambil sebarang matriks   pada Persamaan (2.4), maka  

         

(

 [

          

      
    

 
   

 
   

 
 

 
   

]

 

)

  

         ([

          

      
    

 
   

 
   

 
 

 
   

], 

               

      . 

b) Akan dibuktikan bahwa              . 

Telah diambil sebarang   pada Persamaan (2.4) dan   merupakan saklar 

sehingga          ( [

          

      
    

 
   

 
   

 
 

 
   

], 
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   ([

             

        
     

 
    

 
    

 
 

 
    

], 

                  

                  

       . 

c) Akan dibuktikan bahwa untuk                    . 

Telah diambil sebarang matriks   dan   pada Persamaan (2.4) dan 

Persamaan      . 

Maka 

          ([

          

      
    

 
   

 
   

 
 

 
   

]  [

          

          

 
   

 
   

 
 

 
   

], 

   ([

                      

                      

 
       

 
       

 
 

 
       

], 

                                 

                                 

            . 

d) Akan dibuktikan bahwa untuk              . 

Telah diambil sebarang matriks   dan   pada Persamaan (2.4) dan      . 

Maka  

         ([

          

      
    

 
   

 
   

 
 

 
   

] [

          

          

 
   

 
   

 
 

 
   

], 

 

   ([

                                                                    

                                                                   

 
                      

 
                      

 
 

 
                    

], 
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       . 

 

2.5 Trace Matriks Berpangkat 

Pada tahun 2022, [17] melakukan penelitian mengenai trace Matriks Hankel 

bentuk khusus berordo ganjil berpangkat bilangan bulat positif. Penelitiannya 

bertujuan untuk menentukan bentuk umum dari       
  dengan langkah-langkah 

sebagai berikut: 

1. Diberikan Matriks Hankel        bentuk khusus pada Persamaan (1.2) untuk 

ordo       ganjil. 

2. Menghitung perpangkatan       
  hingga       

   dengan             

3. Menduga bentuk umum       
  dengan           yaitu 

      
        

        
   dan       

  dengan dugaan sebagai berikut: 

 























mmmm

m

mmmm

m

aa

a

aa

A
11

11

12

202

00

202

 

 





































mmmmmm

mmmm

mmmmmm

mmmm

mmmmmm

m

aaa

aa

aaa

aa

aaa

A

111

11

111

11

111

14

30303

02020

30303

02020

30303

 

 















































mmmmmmmm

mmmmmm

mmmmmmmm

mmmmmm

mmmmmmmm

mmmmmm

mmmmmmmm

m

aaaa

aaa

aaaa

aaa

aaaa

aaa

aaaa

A

1111

111

1111

111

1111

111

1111

16

4040404

0303030

4040404

0303030

4040404

0303030

4040404
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 

























































mmmmmmmmmm

mmmmmmmm

mmmmmmmmmm

mmmmmmmm

mmmmmmmmmm

mmmmmmmm

mmmmmmmmmm

mmmmmmmm

mmmmmmmmmm

m

aaaaa

aaaa

aaaaa

aaaa

aaaaa

aaaa

aaaaa

aaaa

aaaaa

A

11111

1111

11111

1111

11111

1111

11111

1111

11111

18

505050505

040404040

505050505

040404040

505050505

040404040

505050505

040404040

505050505

 

4. Membuktikan bentuk umum       
  dengan           dan     , 

menggunakan induksi matematika yang dinyatakan dalam teorema-teorema 

berikut: 

a. Teorema 2.2 Jika diberikan matriks 



















aa

a

aa

A

0

00

0

12         , 

maka  























mmmm

m

mmmm

m

aa

a

aa

A
11

11

12

202

00

202

atau dapat ditulis  

   
lainnyauntuk 

1untuk 

0,2=dan  0,2=untuk 

0

2 1

12 












 ji

ji

a

a

aA m

mm

ij

m
. (2.6) 

Bukti: Teorema 2.2 akan dibuktikan dengan menggunakan induksi 

matematika. 

Misalkan      
























mmmm

m

mmmm

aa

a

aa

A
11

11

12

202

00

202

.  

1. Basis Induksi: Untuk      

      
























111111

1

111111

12

202

00

202

aa

a

aa

A .   
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



































aa

a

aa

aa

a

aa

0

00

0

202

00

202

1010

1

1010

   

     bernilai benar. 

2. Langkah induksi: 

Asumsikan            
  





















kkkk

k

kkkk

aa

a

aa

11

11

202

00

202

 benar. 

Akan ditunjukkan        benar, yaitu: 

             
    























11

1

11

202

00

202

kkkk

k

kkkk

aa

a

aa

. 

Penyelesaian: 

      
          

        























































































11

1

11

1111

1

1111

11

11

202

00

202

)2(20)2(2

00

)2(20)2(2

0

00

0

202

00

202

kkkk

k

kkkk

kkkk

k

kkkk

kkkk

k

kkkk

aa

a

aa

aa

a

aa

aa

a

aa

aa

a

aa

 

       benar. 

Berdasarkan langkah 1 dan 2 mak Teorema 2.2 Terbukti. 
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b. Teorema 2.3 Jika diberikan matriks 

























aaa

aa

aaa

aa

aaa

A

00

000

00

000

00

14       

   . Maka 

 





































mmmmmm

mmmm

mmmmmm

mmmm

mmmmmm

m

aaa

aa

aaa

aa

aaa

A

111

11

111

11

111

14

30303

02020

30303

02020

30303

 

atau dapat dtulis 

   
lainnyauntuk 

3,1untuk dan  1,3=untuk 

0,2,4=dan  4 0,2,=untuk 

0

2

3
1

1

14 








 



 ji

ji

a

a

aA mm

mm

ij

m
. (2.7) 

Bukti: Teorema 2.3 terbukti dengan menggunakan cara yang sama 

pada Teorema 2.2. 

c. Teorema 2.4 Jika diberikan matriks 































aaaa

aaa

aaaa

aaa

aaaa

aaa

aaaa

A

000

0000

000

0000

000

0000

000

16  

        . Maka 

 















































mmmmmmmm

mmmmmm

mmmmmmmm

mmmmmm

mmmmmmmm

mmmmmm

mmmmmmmm

m

aaaa

aaa

aaaa

aaa

aaaa

aaa

aaaa

A

1111

111

1111

111

1111

111

1111

16

4040404

0303030

4040404

0303030

4040404

0303030

4040404

 

atau dapat dtulis 
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   
lainnyauntuk 

3,1untuk dan  1,3=untuk 

0,2,4=dan  4 0,2,=untuk 

0

2

3
1

1

14 








 



 ji

ji

a

a

aA mm

mm

ij

m
 (2.8) 

Bukti: Teorema 2.4 terbukti dengan menggunakan cara yang sama 

pada Teorema 2.2. 

d. Teorema 2.5 Jika diberikan matriks  





































aaaaa

aaaa

aaaaa

aaaa

aaaaa

aaaa

aaaaa

aaaa

aaaaa

A

0000

00000

0000

00000

0000

00000

0000

00000

0000

18         . Maka 

 
















































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atau dapat dtulis 
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Bukti: Teorema 2.5 terbukti dengan menggunakan cara yang sama 

pada Teorema 2.2. 

Dengan memperhatikan Persaman (2.6) - (2.9) maka diduga bentuk umum 

      
  dengan   genap dan      sebagai berikut: 



 

17 

 





































































































m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

n

a
n

a
n

a
n

a
n

a
n

a
n

a
n

a
n

a
n

a
n

a
n

a
n

a
n

a
n

a
n

a
n

a
n

a
n

a
n

a
n

A

1111

11

1111

1111

11

1111

1

2

)1(
0

2

)1(

2

)1(
0

2

)1(

0
2

00
2

0

2

)1(
0

2

)1(

2

)1(
0

2

)1(

2

)1(
0

2

)1(

2

)1(
0

2

)1(

0
2

00
2

0

2

)1(
0

2

)1(

2

)1(
0

2

)1(

)(















. 

5. Membuktikan bentuk umum       
  dengan   genap dan       yang 

dinyatakan dalam Teorema 2.6 berikut: 

Teorema 2.6 Jika      merupakan Matriks Hankel berordo ganjil dengan 

bentuk: 
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(2.10) 

atau dapat dtulis 
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Bukti: Teorema 2.6 terbutki dengan menggunakan cara yang sama pada 

Teorema 2.2. 

6. Menentukan bentuk umum         
  dengan   genap dan     , 

menggunakan Definisi 2.1 trace matriks, dan dinyatakan dalam Teorema 2.7 

berikut: 

Akibat 2.7  Jika      sebuah Matriks Hankel berordo ganjil       dengan 

bentuk: 
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Bukti: Telah diperoleh bentuk umum       
  pada Persamaan (2.10), maka 

akan ditentukan bentuk umum         
  sebagai berikut. 
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BAB III  

METODE PENELITIAN 

3.  

Metode penelitan yang digunakan pada tugas akhir ini menggunakan metode 

studi liteatur dengan cara mengumpulkan informasi-informasi dari buku dan 

jurnal yang berkaitan mnegenai trace Matriks Hankel ordo genap berpangkat 

bilangan bulat positif. Berikut langkah-langkahnya: 

1. Diberikan suatu Matriks Hankel bentuk khusus ordo       genap pada 

Persamaan (1.2). 

2. Menghitung perpangkatan       
  hingga       

   dengan          . 

3. Menduga bentuk umum       
 ,       

 ,       
   dan       

  dengan 

    . 

4. Menduga bentuk umum       
  dengan   ganjil dan     .  

5. Membuktikan       
  dengan   ganjil  dan      menggunakan induksi 

matematika. 

6. Menentukan bentuk umum         
  dengan   ganjil dengan menggunakan 

Definisi 2.1 mengenai trace matriks. 

7. Mengapilkasikan bentuk umum        
  dan         

  ke dalam bentuk 

soal dengan       dengan   bilangan genap dan           . 
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BAB V  

KESIMPULAN 

 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarakan hasil penelitian yang telah dijabarkn sebelumnya, maka 

diperoleh kesimpulan sebagai berikut: 

Jika      merupakan suatu Matriks Hankel bentuk khusus dengan ordo       

genap yaitu: 
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maka       
  (

     

 
 )

   

     dan         
       (

   

 
)
   

  , 

dengan   ganjil dan       

 

5.2 Saran 

Berdasarkan uraian yang telah dijabarkan pada penelitan ini, penelitian ini 

dapat dikembangkan menjadi penelitian yang membahas mengenai trace Matriks 

Hankel berpangkat bilangan bulat negatif dengan entri-entri yang berbeda.
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