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BERPANGKAT BILANGAN BULAT POSITIF
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NIM:11754202021
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Tanggal Wisuda : 2024

Program Studi Matematika
Fakultas Sains dan Teknologi
Universitas Islam Negeri Sultan Syarif Kasim Riau
JI. Soebrantas No. 155 Pekanbaru
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ABSTRAK

Penelitian ini bertujuan untuk memperoleh bentuk umum trace Matriks Hankel bentuk khusus ordo
(n+ 1) genap berpangkat bilangan bulat positif m. Pada awal penelitian akan dilakukan
perpangkatan Matriks Hankel bentuk khusus dimulai dari (4,.;)? hingga (4,.,)*° dengan
n=135,7. Kemudian diduga bentuk (4;;1)™, (43,)™, (As41)™, (4,,.1)™. Selanjutnya diduga

bentuk umum (4,,,,)™ dengan n ganjil dan m € Z* dan dibuktikan kembali dengan menggunakan
winduksi matematika. Akhir penelitian ditentukan tr(4,,,)™ dengan menggunakan definisi trace

S . : - nt1\™ 1 . +
=matriks, sehingga diperoleh tr(4,,,)™ = (n+ 1) (T) a™, dengan n ganjildanm € Z

E)

2SI

Kata Kunci : Induksi matematika, Matriks Hankel, Perpangkatan matriks, trace matriks berpangkat.
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© TRACE OF POSITIVE INTEGER POWER OF SPECIAL
§ HANKEL MATRIX EVEN ORDER

E» MAYANG NURUL IHZA

3 117754202021

i Date of Final Exam : 27 December 2023

= Date of Graduation : 2024

w

o

Py

=

ABSTRACT

This research pourposed to obtain general form trace of special Hankel Matrix of positive integer
power m of (n + 1) even order. At the firstof the reaserch, will raised special Hankel Matrix from
(4,417 to (Ape)?0 with n=NA3I587, Then expect general form
(Ar)™, (A30)™, (As41)™, (A741)™. Next assumed general form of (A4,.,)™ with n odd and
m € ZT. Then proved again with mathematical induction. In the result of the research, determining
tr(4,,..)™ by using trace of matrix definition and the reaserch obtain tr(4,,,)™ = n+

m-—1
1) ("T“) a™ with odd n and m € Z*.

21e31S5

Keywords : Mathematical induction, power of matrix, trace of power of matrix.
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=1 PENDAHULUAN
Q

3

-

=1.1 Latar Belakang
Penggunaan matriks sudah berkembang pesat hingga era digital saat ini dan

SNIN X

elah dirasakan sejak lama manfaatnya. Misalnya penerapan matriks dalam

sn

kehidupan sehari-hari yaitu dalam dekripsi dan enskripsi gambar pada smartphone

Android dan i0OS) [1]. Matriks merupakan salah satu cabang kajian illmu aljabar.

- HD

Matriks memiliki beberapa jenis, seperti Matriks Toeplitz, Matriks Hassenberg,

nel

Matriks Hankel, matriks segitiga, dan lain-lain. Pada penelitian ini akan
membahas mengenai Matriks Hankel. Matriks Hankel pertama kali ditemukan
olen Hermann Hankel dalam [2] dengan bentuk umum dari Matriks Hankel
sebagai berikut:

aO al a'I’lfl an
a‘l a2 an a‘n+1
A= : :
E'_u)) (1.1)
p=g a, ., a, R - TIPS - V]
E | &, Q.1 0 Gy a,, J o,
++]
8

~Dapat diperhatikan bahwa pada Matriks Hankel selalu berbentuk persegi dan
&

2masing-masing diagonal miring naik dari kiri ke kanan adalah konstan.

<

Matriks dapat dioperasikan ke dalam beberapa operasi seperti penjumlahan

1ISId

<matriks, pengurangan matriks, perkalian matriks, dan transpos. Beberapa

(0]

Jbenelitian mengenai matriks telah banyak dilakukan seperti determinan matriks
:-’;berpangkat [3], [4], [5], [6], invers matriks berpangkat [7], [8], [9], [10], trace
==;,matriks berpangkat[11], [12], [13], dan lain sebagainya. Pada penenlitian ini akan
Emembahas mengenai trace matriks berpangkat. Beberapa penelitian mengenai
s;PQrace matriks seperti, pada tahun 2019, [14] membahas mengenai trace matriks
§Toeplitz simetris berbentuk khusus ordo 3 x 3 berpangkat positif integer dengan

gnatriks yang digunakan sebagai berikut:
=
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6

QO

75 0 a o

Q

oA,

= 0 a0

=

=

c

=

w

(= —

w

= 1 a‘l a'1

Q;JU 2 2 a.2

QJA —

=" la a,
_an an an

=/a 0 a|dengan a € R dan diperoleh tr(4;)" =

{ 0 n ganjil

n
—_— 1 .
22"'a™ n genap

Pada tahun 2021, [15] meneliti tenatng trace matriks persegi bentuk

pesial bepangkat bilangan bulat poditif dengan matriks berikut:

a8, eRa=0,1=12,..,n

Hasil akhir penelitian diperoleh tr(4,)™ = -, a;), dengan m € Z*. Pada

tahun yang sama, [16] meneliti mengenai trace Matiks Hankel ke-n berpangkat

bilangan bulat positif dengan matriks sebagai berikut:

U) —

E‘: a 0 o0
- 0 0O
w

s 0 0O
EA |
= 0 a
=2

< 0
(]

3_ la 00
<

(=)

J5

no) L
r(A)" = ﬁ[(

neny wisey jiieAg uejng j

i (1+\E
J5 2

Pada tahun 2022, [16] melakukan penelitian mengenai trace matiks

0

0
0
0

2

0
0
0

0
0

penelitiannya sebagai berikut:

n+1

dengan a € R,a # 0, dan n > 3 dengan hasil

j\@ (1 IJ (- I)J .untuk nganjil ,m ganijil

1 [(1+45)
2

1+\/§J J5- ( IJ (- f)]a +a™,untuk n genap ,m ganjil

‘untuk n genap ,m genap

}m\/g (1 IJ - I)Ja +(n-1a" ,untuk n ganjil ,m genap

Hankel berpangkat tiga dengan matriks sebagai berikut:
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Els
Q _ .
: aO a1 a‘2 a'n
= a @ a5 &nyg
jh] —

A =la, a a, - a,,
3 . . . . .
=
= _an an+1 an+2 a2n_
7
@)

engan hasil akhir penelitian diperoleh yaitu:

n

r=0 I=0 r=0 I=1 r=0 1=2 r=0 =3

neiy eysn

n n n n n_n
+ z Zal+(n—3)ar+(n—3) a‘r+| + Z Zal+(n—2)ar+(n—2)ar+| +Zzal+(n—l)ar+(n—l)ar+l

r=0 I=n-2 r=0 I=n-1 r=0 l=n
Pada tahun berikutnya, [17] meneliti mengenai trace Matriks Hankel

bentuk khusus berordo ganjil berpangkat bilangan bulat positif, dengan bentuk

matriks sebagai berikut:

a a a a
0

® 0 0

) .

sAL = (1.2)

@ a a a a

o

2, 0

~ i 0 0 |

=

é . R . R n m n m

»Dengan hasil akhir penelitian diperoleh tr(4,+1)™ = [(E + 1) a] + [(E) a] .

enelitian ini merupakan penelitian lanjutan dari penelitian [17] dengan

embahasan mengenai “Trace Matriks Hankel Bentuk Khusus Ordo Genap

uejng_io A3

erpangkat Bilangan Bulat Positif”, dan menggunakan matriks yang serupa
b ]

apada Persamaan (1.2).

%.2 Rumusan Masalah

Berlandaskan latar belakang yang telah dijabarkan sebelumnya, perumusan

%} wiIse

asalah pada penelitian ini yaitu bagaimana bentuk umum trace Matriks Hankel

nerl

n n_n n n n n
r(An)3 = ZZaZIaH—IZ + Z[Zzalaraml +Zzal+1ar+lar+l +Zzal+2ar+2ar+l e

|
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entuk khusus (n + 1) genap pada Persamaan (1.2) berpangkat m, dengan n

dro AeH @

anjildanm € Z*.

w el

1.3 Batasan Masalah

Batasan masalah pada pembahasan ini yaitu Matriks Hankel bentuk

A1

ckhusus pada Persamaan (1.2) berordo(n + 1) genap dengan a € R,a # 0, dan n
“ganjil.
%1.4 Tujuan Masalah
g Tujuan penelitian ini yaitu untuk memperoleh bentuk umum trace
gMatriks Hankel bentuk khusus berordo (n + 1) genap berpangkat m dengan n
: ganjildan mez*.

1.5 Manfaat Penelitian

Berdasarkan uraian rumusan masalah dan tujuan dari penelitian ini

bermanfaat:

1. Memberikan pemahaman yang lebih mendalam bagipembaca dan
penulisan khususnya trace Matriks Hankel bentuk khusus ordo genap
berpangkat bilangan bulat positif dengan matriks pada Persamaan
(1.2).

2. Dapat mengembangkan wawasan mengenai aljabar linear elementer,
terlebihnya mengenai trace Matriks Hankel bentuk khusus ordo genap
berpangkat bilangan bulat positif dengan menggunakan matriks pada
Persamaan (1.2).

3. Dapat dijadikan referensi untuk memecahkan masalah yang berkaitan

tentang trace matriks.

G JO A}ISIdATU) DTWIR[S] 3)BIS

=1.6 Sistematika Penelitian

5 Pengaturan penulisan laporan Tugas Akhir ini terdiri dari pokok-pokok
w . . . )

E permasalahan yang dijabarkan menjadi beberapa bagian yaitu:

A

@

=

=

=

=
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X

Q

=~BAB| PENDAHULUAN

(@]

o Pendahuluan menguraikan tentang latar belakang pemilihan judul,
; rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, dan sistematika
= penelitian.

—_—

EBAB Il LANDASAN TEORI

i Landasan teori berisi teori-teori yang berkaitan mengenai acuan
o penelitian, seperti: matiks, perpangkatan pada matriks, dan trace
o

e matriks.

Pyl

~ BAB III METODE PENELITIAN

=

Bab ini berisikan tahapan untuk menemukan persamaan trace matriks
Hankel ordo genap berpangkat bilangan positif.

BAB IV PEMBAHASAN
Pada bab ini berisikan tahapan dalam menemukan bentuk umum dari
Trace Matriks Hankel ordo genap bentuk khusus berpangkat bilangan
bulat positf.

BABYV PENUTUP

Bab ini berisikan tentang kesimpulan dari bab pembahasan.

nery wisey JireAg ueing jo AJISId9AIU) dJTWER[S] 3)BIG
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Pada bab ini akan membahas mengenai teori yang berkaitan dalam

©

AR

Q

g,' BAB I

3 LANDASAN TEORI
-

=

umenyelesaikan permasalahan penelitian ini.

§2.1 Matriks Hankel

Q;;Defenisi 2.1 [2] Matriks Hankel ke-n, n = 0 ialah matriks persegi (n +1) x (n +1)

gyang elemen-elemen (i,j) adalah a;,; dengan i=0,1,23,..,n dan j=
0,1,2,3,..n.
Matriks Hankel ialah suatu matriks bujursangkar dimana pada masing-masing
diagonal miring naik dari kiri ke kanan nilai elemen-elemennya ialah konstan.

Berdasarkan Persamaan (1.1) bentuk umum Matriks Hankel sebagai berikut :

a0 a‘l a‘n—l a‘n
al az a'n an+l
U)A _ . .
B
=S an, a, @y Qpng
E | &, A, 0 Ay a,, Jn+1
o
=

~Dapat diperhatikan dari segi komponen, jika entri (i,j) elemen dari A dan
gdinotasikan dengan a;;, degan asumsi i < j, maka a; ; = a; 4y j-k, UNtuk semua
Ek = 0,1, ...,j — 1. Matriks Hankel adalah simetris [18].

“gi:ontoh 2.3 Diberikan sebuah Matriks Hankel sebagai berikut.

1 4061

4 6 1 6
A=

6 1 6 4

16 41

Perpangkatan Matriks
Definisi 2.4 [19] Apabila A merupakan suatu matriks berbentuk persegi, maka

efinisi berpangkat integer tak negative dari A yaitu,

neLy wisey jiredg uejng j
o
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i
Q
A, =1, A" = AA...Adimanan > 0 2.1)
2% n faktor '
@)
o
iKemudian, apabila A dapat dibalik, maka definisi dari pangkat integer negative
~dari A yaitu,
=
A" =A"14"1.. A di manan < 0. 2.2)
o n faktor '
=
“Contoh 2.4 Diberikan sebuah matriks Hankel D sebagai berikut.
{eh]
o 11 2 4
o 1 2 41
cB= maka tentukan B3!
2 4 11
4 1 11

Penyelesaian:

112 41 12 411 2 4
o |1 241]1241]1241

2 41 12 41 12 4 11
41110411 104111

= 22 15 12 111 1 2 4

|15 22 15 111 2 4 1

= 12 15 2 142 4 11

2 11 11 14 1904 1 1 1

S 105 111 127 126

5 111 130 144 108

£, Tl127 144 120 99 |

S 126 108 99 88

?2.3 Induksi Matematika

gDefinisi 2.5 [20] Misalkan p(n) ialah suatu pernyataan bilangan bulat positif
Em(positive integer) dan akan dibuktikan bahwa pernyataan p(n) tersebut benar
;imtuk semua bilangan bulat positif dengan Langkah:

;_1. Ditunjukkan bahwa p(1) benar.

;2. Diasumsikan bahwa p(k) benar untuk suatu bilangan asli k dan

= ditunjukkan p(k + 1) benar.
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=Jika langkah 1 dan 2 terpenuhi kebenarannya maka dapat disimpulkan bahwa

)

o p(n) benar untuk setiapl bilangan bulan n. Langkah 1 dikatakan basis induki

gsedangkan langkah 2 dikatakan Langkah induksi.

= a 0 a

~Contoh 2.5 Diberikan matriks A,,; = [0 a 0|,Va €R,a # 0, maka
= a 0 a

= m-1,m m-1,m

W 2 a 0 2 a

S(Az4 )™ = 0 am 0 |denganm e Z*.

2 zm—lam 0 zm—lam

Q:; 2m-lgm g 2m-lgm
oPenyelesaian: Misalkan p(n): (A,41)™ = 0 a™ 0

c om—1,m 0 om—1,m

=

Basis Induksi.
Akan ditunjukan p(1) benar, yaitu:

21—1a1 0 21—1a1
p(1): (Az11)t = 0 at 0
21—1 1 0 21—1a1

a a
=10 0]
a a
Langkah induksi.
Asumsikan p(k) benar, yaitu:
2k—1ak 0 zk—lak
p(k): (Aze)* = [ 0 ak 0 ]
Zk—lak 0 zk—lak
Akan ditunjukkan p(k + 1) juga benar, yaitu:
zkak+1 0 Zkak+1]

p(k +1): (Az41)* = [ 0 ak+t 0
2"ak+1 0 Zkak+1

oQ o o

Bukti:
Ak+1:Ak.A1
[2k-1gk 0 2k 1gK1Ta 0 a
= 0 ak 0 0 a 0
[2k-1gk o 2k-1gklla 0 a

_2(2k—1ak+1) 0 2(2k—1ak+1)
= 0 ak+1 0
_2(2k—1ak+1) 0 2(2k—1ak+1)

nery wisey Juredg uejng yo AJISIdATUN dTWE]S] 33PIS
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(A24+)™ = [ 0 a™ 0
zm—lam 0 zm—lam

@)

i

Q

o Zkak+1 0 Zkak+1

o — 0 ak+1 0

= 2k gk+1 0 2k gk+1

Q

3 Karena langkah 1 dan 2 terpenuhi, maka
E 2m—1am 0 Zm—lam
-~

=

=

7))

=

w

52.4 Trace Matriks

] untuk m € Z* terbukti.

ADefenisi 2.5 [21] Jika A merupakan suatu matriks bujur sangkar, maka trace dari

gA yang dilambangkan sebagai tr(A), yang diartikan sebagai jumlah seluruh

elemen pada diagonal utama A.

Jika A bukan suatu matriks bujur sangkar maka trace tidak terdefinisi.

Jika diberikan matriks

Q; @ Gy ay,

A: a21 a22 a23 a2n
=
B _anl anZ an3 U a'nn_
(g°]
@maka
o
5tr(A) = aq1 + Gz + azz + o+ Ayy
= n
5. =Za..
< (A
£ i=1 (2.3)
=
Q
o= 24 22 16 11
= Lo : 22 16 11 14
“Contoh 2.6 Diberikan suatu Matriks Hankel A= , Mmaka
= 16 11 14 24
< 11 14 24 17
;%race dari matriks A dengan menggunakan Persamaan (2.3) adalah sebagai
=berikut.
iTr(A) =24+4+16+14+17
= =71.
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g\=)¢Teorema 2.1 [21] Apabila diberikan sebuah matriks persegi A dan B yang

(@]
okeduanya memiliki ordo yang serupa dan ¢ merupakan sebuah konstanta maka

),

tr(4) = tr(4")

tr(cA) = ctr(4)

tr(A+ B) =tr(A) + Tr(B)
tr(AB) = tr(BA).

Diambil sebarang ¢ merupakan skalar dan matriks

fa, a, - a,

a=|Bn Pl O (2.4)
_bll b12 bln_

5| " R i | @9)
b, by o by

Akan dibuktikan untuk tr(4) = tr(A7).

Sebelumnya telah diambil sebarang matriks A pada Persamaan (2.4), maka

/_a11 a; - Qin]"
tr(4T) = tr G21 G2z a?n
\ |An1 Ap2 «o Qppl
-all azq e Qp1
tr(AT) = tr G21- G2z a,.12
| Q1n d2n ... Opnl

= Q1+ Ayt t App
= tr(4).
Akan dibuktikan bahwa tr(cA) = ctr(A).

Telah diambil sebarang A pada Persamaan (2.4) dan ¢ merupakan saklar

berlaku:
=
S 2
-
)
=
o» ©
c
= )
9
“Bukti:
3]
Q)
c
-
5 a)
[l
m
@
&
=i
=
c
=)
<
(]
-t
w
L.
b}
Q
L =
W
g
g
=
€5}
]
2
= b)
A
(4]
5
=]
=
g
o

a1 Gz; - 9m

. a a e Ao
sehingga tr(cA) = tr| c| 2t 2% . |

Ain don ... Qnn

10
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>
e ca;; Cazqy - Cana
g. — tr Ca:21 Ca:zz Calnz
g caqy, Cayp Cann
o =caqq +cazy + -+ cayy,
g = c(ay; + az + - + anp)
i = ctr(4).
& ©) Akan dibuktikan bahwa untuk tr(4 + B) = tr(4) + tr(B).
g Telah diambil sebarang matriks A dan B pada Persamaan (2.4) dan
§ Persamaan (2.5).
: Maka
a;; Az - Qn bi1 byz . bin
tr(A+B) = tr a:21 a:22 a?n w bfl b?z b?n
Gl > ... Onp bp1 bpz .. bpn
a3t by aiz+byy o Qi tbiy
— | |%r T b1 az; + by, . G2p + bon
An1+bin Azt by ... At b

= tr(A) + tr(B).
d) Akan dibuktikan bahwa untuk tr(AB) = tr(BA).

Maka
Ay Az o+ Un|[bir bia
tr(AB) = tr| | %2 a:22 o bar bz
an1 an2 v Qnn bn1 bnz

Ay1by1 + aypboy + o+ aypbny aybip + agg by o+ Agbyg
— | [@21bin + Gazboy + o+ Agpbng Agibip + Agaboy + 0+ Ganbyy

Apibi1 + Auabyy + o+ QGupbny  Anibiz + Anabas + 0+ Aupbng

H{ wisey] Juredg uej[ng jo AJISISATU) dTWER[S] 91e1S

ner

+(an1b1n + aanZn + annbnn)

11

(aj1b11 + aiabyg + -+ + a1pbyy) + (az1b1p + azabyy + -+

= (ay; + by1) + (azz + byp) + -+ (b + apy)
= (ay1 +azp + -+ apy) + (b11 + byp + =+ byy)

Telah diambil sebarang matriks A dan B pada Persamaan (2.4) dan (2.5).

bln
bZn

bnn

a11b1n + aleZn toet alnbnn
aZlbln + a22b2n +oet aannn

a’t’llbl’n + anzbzn + annbnn

+ aannz) +
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(b11a11 + by1a17 + -+ + by1ayy) + (b12021 + bypayy + -+ + bppayy) + -
+(b1nan1 + bZnanZ + bnnann)
= tr(BA).

Aljtw eydio NeH @

2.5 Trace Matriks Berpangkat
Pada tahun 2022, [17] melakukan penelitian mengenai trace Matriks Hankel

SN

obentuk khusus berordo ganjil berpangkat bilangan bulat positif. Penelitiannya

gbertujuan untuk menentukan bentuk umum dari tr(A,)™ dengan langkah-langkah

aSebagai berikut:

: 1. Diberikan Matriks Hankel (A,4,) bentuk khusus pada Persamaan (1.2) untuk
ordo (n + 1) ganjil.

2. Menghitung perpangkatan (4,,;,)? hingga (4,.,)* dengan n = 2,4,6, 8.

‘nery eysng NN uizi eduey undede ynjuaq wejep 1ul SN} BAIEY yninjas neje ueibegss yeAueqiadwsaw uep ueywnwnbusw Buele|q g
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3. Menduga bentuk umum (4,,,)™ dengan n=24,6,8 Vaitu
(Ae )™, (Age )™, (Ag41)™, dan (Ag,1)™ dengan dugaan sebagai berikut:
2m—1am 0 2m—1am

C’_e (A2+l)m = O am O

2 2"™a™ 0 2™'a"

(g]

:T _3m—1am 0 3m—1am 0 3m—1am_

E- 0 2™a" 0 2™a" 0

g (A4+1)m —|3mtigm 0 gm-igm 0 gmigm

< 0 2™a" 0 2™a" 0

2, 3FTTAN €EFFQIS A 37

< i , _

S-. 4m—1am 0 4m—1am 0 4m—lam 0 4m—lam

9]

g 0 3mtam 0 3mtam” 0 3mtam” 0

g 4m—1am 0 4m—1am 0 4m—lam 0 4m—lam

%” (A,)"=| 0 3™a™ 0 3™a"™ 0 3™fa"™ 0

E; 4m—1am 0 4m—1am 0 4m—1am 0 4m—1am

A 0 3m'g" 0 3m'g" 0 3m'g" 0

=5 gm-igm 0 m-1.m m-1.m m-1.m

5 4""a 4™ a 0 4" a 0 4""a" |

=

.

=]

12
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4.

Membu

menggunakan induksi

berikut;

_5m—1am
0

gm-igm
0

— 5m—1am

0
smflam

0
_5m—1am

ktikan

4m—1 am

4m—l am

4m—l am

4m—l am

gm-lgm
0
gm-Lgm
0
5m-lgm
0
gm-lgm
0
gm-igm

4m—1am

4m—1am

4m—1am

4m—1am
0

gn-lgm
0
5m-igm
0
5Lgm
0
gn-lgm
0
gn-lgm

O 5m—1am
4m1gm 0

0 5m71am
4m1gm 0

O 5m71am
41 gm 0

o 5m—1am
4m1gm 0

0 5" 1g"

4m—1am

4m—lam

4m—lam

4m—1am

5m—1am_
0
5m-lgm
0
5M-igm
0
gm-1gm
0
5m—1am ]

bentuk umum (4,,,,)™ dengan n = 2,4,6,8 dan m e Z*,

matematika yang dinyatakan dalam teorema-teorema

a 0 a

a. Teorema 2.2 Jika diberikan matriks A,, =|0 a 0|Va €R,a # 0,

maka (A,.,)" =

(A2+1)m = [aij ] =

2m—1am
0
2m—1am

0
am
0

2m—lam
0
2m-1am

a 0 a

atau dapat ditulis

2" a"™ untuki=0,2dan j=0,2
untuki=j=1
untuk lainnya

m

a
0

(2.6)

Bukti: Teorema 2.2 akan dibuktikan dengan menggunakan induksi

matematika.

Misalkan p(n): A,,, =

2m—lam
0
2m—1am

1. Basis Induksi: Untuk m = 1,

2"*at o
p(1): A,,=| 0 a
2"tat o

13

O 2m—1am
a” 0
O 2m—1am
Zlflal
0
Zlflal
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3"*a™ untuki=0,2,4dan j=0,2,4

(A" = [aij]z 2"*a™ untuki =1,3dan untuk j =1,3

0

untuk lainnya

(2.8)

Bukti: Teorema 2.4 terbukti dengan menggunakan cara yang sama

pada Teorema 2.2.

d. Teorema 2.5 Jika diberikan matriks

(A3+1 )m =

a o0

D O Y O H O v O
o » O 99 O v O

_5m—1am
0
gmlgm
0
gmlgm
0
gmlgm
0
_5m—1am

a 0
0 a

Q9 O 99 O v O D
o 9 O »vH9 O vH O

4m—lam

4m—1am

4m—1am

4m—1am

atau dapat dtulis

5m—1am
(A" =la, ]=14™*a" untuki =1,3,5,7 dan untuk j =135,7

0

QD
o

Q9 O 9 O Y O B O
O 9 O 9 O HvH O D

5m—1am

5m—1am

5m—1am

5mflam

5mflam

QD
o

Q9 O 9 O v O 2 O
o 9 O »H» O H O D®

4m—1am

4m—1am

4m—1am

4m—1am

O O Y9 O v O D O D

L

5m—1am

5m—1am

5m—1am

5mflam

5m—lam

4mflam

4mflam

4m—1am

4m—1am

5m—1am

5m—1am

5m—1am

5m—1am

5m—1am

untuki=0,2,4,6,8dan j=0,2,4,6,8

untuk lainnya

Va € R,a # 0. Maka

0 5m—1am_
4" 1g" 0

0 5" ta"
4mtigm 0

0 5m—1am
4m1gm 0

O 5m—1am
4m1gm 0

O 5m—1am_

(2.9)

Bukti: Teorema 2.5 terbukti dengan menggunakan cara yang sama

pada Teorema 2.2.

Dengan memperhatikan Persaman (2.6) - (2.9) maka diduga bentuk umum

(A,+1)™ dengan n genap dan m € Z* sebagai berikut:
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m-1
(—+1j a”
2 - untuki=0,2,..,nganjil dan j=0,2,..,ngenap
(A, :[aij]: (Ej a™ untuki=1,3,..,n—1dan untuk j=1,3,..,n-1.
0 untuk lainnya

Bukti: Teorema 2.6 terbutki dengan menggunakan cara yang sama pada
Teorema 2.2.

Menentukan bentuk umum tr(4,,+,)™ dengan n genap dan m € Z*,
menggunakan Definisi 2.1 trace matriks, dan dinyatakan dalam Teorema 2.7
berikut:

Akibat 2.7 Jika A, sebuah Matriks Hankel berordo ganjil (n + 1) dengan
bentuk:

a a a a

a 0 a 0 a
Aa=|: ¢ ¢ . I I ila€R,a=#0,dann genap.

a a a 0 a

a 0

la 0 0 aj

m m
Maka tr(A,+1)™ = [(g + 1) a] + [(2) a] .
Bukti: Telah diperoleh bentuk umum (4,,;;)™ pada Persamaan (2.10), maka

akan ditentukan bentuk umum tr(4,,;,)™ sebagai berikut.

e S (L) S (o
2 . 2 2 . 2
n n
0 (f] a” 0 0 (fJ a” 0
2 2
m-1 m-1 m-1 m-1
(n;l) Q" 0 (nzl) an ... (ngl) am 0 (n;l) am
tr(A,)" =tr : : : : : :
(M+)™" . 0 (+)™ 0 (D™, 0 (M+)™ .
2 . 2 2 . 2
n n
0 (—j a" 0 0 (—J a" 0
2 2
m-1 m-1 m-1 m-1
(nzl) am 0 (nzl) an ... (n;rl) am 0 (n;l) am
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BAB I11
METODE PENELITIAN

Metode penelitan yang digunakan pada tugas akhir ini menggunakan metode

tudi liteatur dengan cara mengumpulkan informasi-informasi dari buku dan

urnal yang berkaitan mnegenai trace Matriks Hankel ordo genap berpangkat

W~

o

=~

bilangan bulat positif. Berikut langkah-langkahnya:
1.

Diberikan suatu Matriks Hankel bentuk khusus ordo (n+ 1) genap pada
Persamaan (1.2).

Menghitung perpangkatan (4,.,)? hingga (4,,.1)*° dengann = 1,3,5,7.
Menduga bentuk umum (4;,1)™, (A3:1)™, (As41)™, dan (45,.,)™ dengan
meZr.

Menduga bentuk umum (4,,,,)™ dengan n ganjil danm € Z+.

Membuktikan (4,,,1)™ dengan n ganjil dan m € Z* menggunakan induksi
matematika.

Menentukan bentuk umum tr(4,,,,)™ dengan n ganjil dengan menggunakan
Definisi 2.1 mengenai trace matriks.

Mengapilkasikan bentuk umum (4,4,)™ dan tr(4,,+,)™ ke dalam bentuk

soal dengan 3 < n < 7 dengan n bilangan genap dan m = 4,10,12.
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