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ABSTRAK 

Penyakit campak merupakan penyakit infeksi berat dan menular. Penularan penyakit 
campak disebabkan oleh Measles Virus (MV), genus virus Morbili family 

paramyxoviridae yang kebanyakan menyerang anak-anak, ditandai nyeri tenggorokan, 

demam, batuk, dan ruam kulit. Salah satu upaya dalam pencegahannya yaitu dengan 

imunisasi menggunakan model matematika. Tujuan dari penelitian ini adalah untuk 
memperoleh model MSEIR dengan imunisasi dan menganalisa titik ekuilibrium dengan 

adanya migrasi pada model epidemi MSEIR. Data yang digunakan dalam penelitian 

adalah data yang diperoleh Dinas Kesehatan Kota Pekanbaru tahun 2021. Titik 
ekuilibrium ditentukan dengan menyelesaikan persamaan pada model MSEIR dan diuji 

kestabilannya dengan nilai eigen. Hasil yang diperoleh yaitu titik ekuilibrium bebas 

penyakit stabil asimtotik dan titik ekuilibrium endemik penyakit tidak stabil. Berdasarkan 
data tersebut, maka suatu saat penyakit campak akan hilang.   

Kata Kunci: penyakit campak, model MSEIR, Routh-Hurwitz, migrasi, stabil asimtotik, 

titik ekuilibrium.    
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ABSTRACT 

Measles is a serious infectious disease and contagious. Transmission of measles is 

caused by Measles Virus (MV), the genus morbili virus family paramyxoviridae which 

mostly attacks children, characterized by sore throat, fever, cough and skin rash. One of 
the efforts to prevent it is immunization using a mathematical model. The purpose of this 

study is to obtain the MSEIR model with immunization and analyze the equilibrium point 

with migration in the MSEIR epidemic model. The date used in this research is date 
obtained by the Pekanbaru City Healt Office in 2021. The equilibrium point is determined 

by solving the equation in the MSEIR model and testing its stability with eigenvalues. The 

result obtained are an asymptotically stable disease-free equilibrium point and an 

unstable disease-endemic equilibrium point. Based on this date, one day measles will 
disappear. 
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BAB I  

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Penyakit campak atau Measles merupakan penyakit infeksi berat dan  

menular, yang ditandai dengan nyeri tenggorokan, demam, batuk, dan ruam kulit. 

Penyakit ini disebabkan oleh Measles Virus (MV), genus virus Morbili family 

Paramyxoviridae yang kebanyakan menyerang anak-anak [1]. Orang yang terkena 

penyakit campak dapat menularkan virus campak melalui kontak langsung, udara, 

batuk atau bersin, dan kotoran manusia. Menurut Kementerian Kesehatan pada 

tahun 2018 kasus suspek campak berjumlah sekitar 11.000 [2]. 

Banyaknya kasus campak yang terjadi di Indonesia, maka pemerintah 

melakukan berbagai upaya, salah satunya yaitu program imunisasi campak. 

Imunisasi berguna untuk memberikan perlindungan pada anak agar tidak terkena 

penyakit yang menular, dan juga mendapatkan kekebalan kelompok (herd 

immunity). Herd immunity yaitu anak yang sudah mendapatkan imunisasi akan 

menghambat penularan penyakit di lingkungan masyarakat [3]. Dengan 

melakukan imunisasi adalah cara yang efektif dalam menekan penularan penyakit 

campak. Perpindahan penduduk (migrasi) dari suatu tempat ke tempat lain 

merupakan fenomena yang dapat terjadi di suatu tempat. Dengan adanya migrasi 

dapat terjadinya penularan penyakit campak yang dibawa oleh penduduk yang 

masuk atau keluar dari suatu tempat. Oleh karena itu, migrasi perlu diperhatikan 

dalam pemodelan matematika [4]. 

Beberapa penelitian tentang penyebaran penyakit campak diantaranya yaitu 

penelitian yang dilakukan [5] dengan menggunakan model matematika SEIR pada 

penyebaran penyakit campak dengan pengaruh vaksinasi. Penelitian ini 

menunjukkan bahwa pengaruh vaksinasi yang telah dilakukan belum berhasil 

untuk menghentikan penyebaran penyakit campak. Penelitian selanjutnya [6] 

dengan menggunakan model matematika SMEIUR pada penyebaran penyakit 

campak dengan faktor pengobatan. Penelitian ini menunjukkan bahwa untuk 
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menekan penyebaran penyakit campak, perlu dilakukan untuk meningkatkan laju 

imunisasi lanjut, laju pengobatan pada individu yang terinfeksi dan seimbang 

kesembuhan individu terobat. Penelitian selanjutnya oleh [7] dengan 

menggunakan model matematika SIR pada epidemi penyakit campak berdasarkan 

umur dengan pengaruh imunisasi. Penelitian ini menunjukkan bahwa pengaruh 

imunisasi yang mencapai 80% dapat menekan penularan penyakit dengan sangat 

baik. Oleh karena itu semakin kecil tingkat serangan infeksi maka semakin sedikit 

individu yang terserang infeksi dan semakin besar tingkat kesembuhan individu 

infective maka semakin cepat pula penyakit hilang dari populasi. Kemudian 

penelitian [8] dengan menggunakan model matematika MSEIR pada penyebaran 

penyakit difteri dengan saturated incidence rate. 

Berdasarkan dari beberapa penelitian tersebut, penulis melihat dan 

memahami bahwasanya pengembangan matematika model SIR banyak digunakan 

untuk menentukan kestabilan suatu penyebaran penyakit yang menular salah 

satunya penyakit campak. Disini penulis menggunakan model pada jurnal [8] 

tetapi dengan penyakit yang berbeda. Penulis menggunakan model MSEIR pada 

penyakit campak sehingga penulis tertarik melakukan penelitian tentang 

penyebaran penyakit campak di Pekanbaru dengan judul penelitian “Model 

Epidemi MSEIR (Maternal Antibody-Susceptible-Exposed-Infectious-

Recovered) pada Penyakit Campak dengan Adanya Migrasi”. 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang masalah yang diuraikan diatas maka rumusan 

masalah yang akan dibahas dalam tugas akhir ini sebagai berikut: 

1. Bagaimana model MSEIR penyebaran penyakit campak dengan adanya 

pengaruh migrasi di Pekanbaru? 

2. Bagaimana simulasi penyebaran penyakit campak dengan adanya pengaruh 

migrasi di Pekanbaru? 

1.3 Batasan Masalah 

Agar peneliti lebih terfokuskan dan terarah serta menghindari pembahasan 

yang terlalu luas maka penelitian membuat Batasan masalah. Adapun Batasan-

batasan masalah dalam penelitian ini adalah sebagai berikut: 
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a. Skop data: Data yang digunakan adalah data campak pada tahun 2021 yang 

didapat dari Dinas Kesehatan Kota Pekanbaru. 

b. Skop metode: Analisis dan simulasi model dilakukan dengan mengestimasi 

parameter berdasarkan data dari Dinas Kesehatan Kota Pekanbaru. 

1.4 Tujuan Penelitian 

Adapun tujuan penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Untuk mendapatkan model penyebaran penyakit campak dengan adanya 

pengaruh migrasi di Pekanbaru. 

2. Untuk mendapatkan simulasi penyebaran penyakit campak dengan adanya 

pengaruh migrasi di Pekanbaru. 

1.5 Manfaat Penelitian 

Penulisan tugas akhir ini diharapkan dapat memperkenalkan suatu model 

matematika khususnya model matematika MSEIR, penelitian ini juga diharapkan 

bisa membantu pemerintah maupun pihak-pihak terkait dalam penularan campak. 

Model ini dapat menjadi referensi penulis lain yang akan mengambil topik yang 

sama dalam penelitian berikutnya. 

1.6 Sistematika Penelitian 

Adapun sistematika pada saat penulisan penelitian ini yaitu: 

BAB I PENDAHULUAN 

Bab ini berisi tentang landasan pengambilan ide penelitian yang 

akan dijelaskan melalui latar belakang, rumusan masalah, batasan 

masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian dan sistematika 

penulisan. 

BAB II LANDASAN TEORI 

Bab ini berisi tentang teori dasar mengenai hal-hal yang dapat 

digunakan sebagai acuan dan landasan untuk mengembangkan 

penelitian ini. Konsep dan teori terkait perlu dijelaskan, seperti: 

penyakit campak, sistem persamaan diferensial, titik ekuilibrium, 

linierisasi, nilai eigen, kriteria routh-hurwitz, model epidemik 

MSEIR dan kajian terkait sebelumnya. 
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BAB III METODOLOGI PENELITIAN 

Bab ini berisi tahapan-tahapan yang dilakukan penulis untuk 

mencapai tujuan penelitian mulai dari metode penelitian, teknik 

penggalian data sampai tahapan penelitian. 

BAB IV PEMBAHASAN 

Bab ini berisi pembahasan tentang cara-cara untuk mendapatkan 

hasil penelitian Tugas Akhir. 

BAB V PENUTUP 

Bab ini berisi tentang kesimpulan yang menjelaskan inti dari 

seluruh pembahasan dan saran. 

 

 



 

5 
 

BAB II  

LANDASAN TEORI 

 

Pada bagian ini akan dibahas teori pendukung untuk menyelesaikan 

permasalahan dalam penelitian ini. 

2.1 Penyakit Campak 

Penyakit campak merupakan salah satu penyakit endemik di negara 

berkembang. Penyakit campak yang disebabkan oleh virus campak, dari family 

paramyxoviridae, genus morbillivirus. Penyakit ini diawali dengan adanya gejala 

awal demam, batuk, pilek yang kemudian diikuti dengan bercak merah kemerahan 

pada kulit dan ditularkan melalui percikan ludah dari mulut, hidung maupun 

tenggorokan penderita penyakit campak. Penyakit ini dapat menyerang siapa saja 

tanpa mengenal usia dan jenis kelamin [9].  

Sumber penularan penyakit campak yaitu manusia sebagai penderita 

penyakit campak. Penularannya dari manusia satu ke manusia lainnya melalui 

percikan air liur pada batuk atau bersin. Masa dalam penularannya 4 hari sebelum 

timbul gejala, puncak penularannya pada saat gejala awal ialah 1-3 hari pertama 

sakit. Ada faktor lain yang mempengaruhi kejadian penyebaran penyakit campak. 

Diantaranya adalah usia, status gizi, status imunisasi, sosial ekonomi, budaya, 

lingkungan dan akses ke pelayanan kesehatan [10]. 

Imunisasi menjadi penting karena dapat melindungi dari berbagai penyakit 

berbahaya. Penyakit yang Dapat Dicegah Dengan Imunisasi (PD3I) masih 

menjadi salah satu yang menyita perhatian yaitu penyakit campak, 90% anak yang 

tidak kebal akan terserang penyakit campak. Manusia diperkirakan satu-satunya 

penyebarnya, walaupun monyet dapat terinfeksi tetapi tidak berperan dalam 

penyebaran penularan dapat terjadi 1-3 hari sebelum panas [11]. Hubungan status 

imunisasi campak dengan kejadian penyakit campak yaitu anak yang belum 

melakukan imunisasi campak berisiko 2 atau 3 kali lebih besar untuk menderita 

campak di banding anak yang mendapatkan imunisasi.    
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kejadian penyakit campak sangat berkaitan dengan keberhasilan program 

imunisasi campak. Indeks untuk menilai ukuran kesehatan masyarakat di Negara 

berkembang adalah imunisasi campak. Imunisasi merupakan upaya kesehatan 

yang terbukti paling efektif. Bila cakupan imunisasi mencapai 90%, sehingga 

dapat berkontribusi menurunkan angka penyebaran dan angka kematian sebesar 

80% - 90% [12]. 

2.2 Sistem Persamaan Diferensial 

Sistem persamaan diferensial adalah suatu sistem yang memuat n buah 

persamaan diferensial dengan n buah fungsi yang tidak diketahui yaitu ( 𝑥1 , 𝑥2, 

𝑥3,⋯ , 𝑥𝑛 ), sebagaimana n adalah bilangan bulat positif lebih dari 1 atau bisa 

didefinisikan 𝑛 ≥ 2. Bentuk umum sistem persamaan diferensial biasa orde 

pertama ialah sebagai berikut [7]: 

𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= 𝑓1( t, 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3 )  

𝑑𝑥2

𝑑𝑡
= 𝑓2( t, 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3 )  

 

⋮  

𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑡
= 𝑓𝑛( t, 𝑥1 , 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑛 )  

(2.1) 

Dengan 𝑥1 , 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛 ∈ 𝑅 ialah sebagai variabel-variabel terikat dan untuk t 

∈ 𝑅 ialah sebagai variabel bebas. Jika 𝑥1 , 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑛 ∈ 𝑅 ialah sebagai variabel-

variabel terikat dan untuk t ∈ 𝑅 ialah sebagai variabel bebas maka 𝑥1 =

 𝑥1(𝑡), 𝑥2 =𝑥2(𝑡),⋯ , 𝑥𝑛 =  𝑥𝑛 (𝑡), dan dimana 
𝑑𝑥1

𝑑𝑡
 ,

𝑑𝑥2

𝑑𝑡
, ⋯ ,

𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑡
 ialah turunan 

fungsi dari 𝑥1 , 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑛 terhadap t dan dimana 𝑓1, 𝑓2,𝑓3 ,⋯ , 𝑓𝑛 ialah fungsi yang 

bergantung pada variabel 𝑥1 , 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑛 dan t. 

Contoh 1. Di berikan Persamaan diferensial linear 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑥 − 1 (Persamaan diferensial biasa) 

𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 𝑥2y (Persamaan diferensial persial) 
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2.2.1 Titik Ekuilibrium 

Titik ekuilibrium atau titik kesetimbangan merupakan titik yang pada saat 

𝑡 = 1,2,… , 𝑛 stabil atau tetap, artinya titik ekuilibrium tidak berpengaruh terhadap 

waktu [13]. 

Contoh 2.  

𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= 4𝑥1 + 𝑥1𝑥2  (2.2) 

𝑑𝑥2

𝑑𝑡
= 6𝑥2 − 8𝑥1 − 2𝑥2

2  (2.3) 

 

Selanjutnya akan dicari titik ekuilibrium yang menggunakan metode substitusi. 

Berdasarkan Persamaan (2.2) sehingga diperoleh 

𝑥1(4 + 𝑥2) = 0 

𝑥1 = 0 dan 𝑥2 = −4 

Kemudian substitusi 𝑥1 = 0 ke Persamaan (2.3) diperoleh 

6𝑥2 − 8(0) − 2𝑥2
2 = 0  

6𝑥2 − 0 − 2𝑥2
2 = 0  

6𝑥2 − 2𝑥2
2 = 0  

𝑥2(6 − 2𝑥2) = 0  

𝑥2 = 0 dan 𝑥2 = 3 

Selanjutnya substitusi 𝑥2 = −4 ke Persamaan (2.3) diperoleh 

6(−4) − 8𝑥1 − (−4)2 = 0  

−24 − 8𝑥1 − 16 = 0  

−40 − 8𝑥1 = 0  

−8𝑥1 = 40  

𝑥1 = −5  

Maka diperoleh titik ekuilibrium (0,0), (0,3) dan (−5,−4). 
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Gambar 2.1 Grafik titik ekuilibrium 

2.2.2 Linierisasi 

Linierisasi sistem persamaan merupakan proses perubahan dari suatu sistem 

persamaan tak linier menjadi sistem persamaan linier. Konsep ringkas linierisasi 

dapat ditulis sebagai berikut: 

Suatu sistem nonlinier 

�̇�1 (t) = 𝑓1(𝑥1 , 𝑥2) 

(2.4) 
�̇�2 (t) = 𝑓2(𝑥1 , 𝑥2) 

Dapat dicari pendekatan linier menjadi 

�̇�1 = 𝑎11 𝑥1 + 𝑎12 𝑥2 

�̇�2 = 𝑎21 𝑥1 + 𝑎22 𝑥2 

Jika disederhanakan menjadi  

�̇� (t) = 𝐴𝑥 

Dengan: 

𝐴=[
𝑎11 𝑎12 

𝑎21 𝑎22 
], 𝑥 =  [

𝑥1

𝑥2
], 𝑎𝑖𝑗 = [

𝜕𝑓𝑖

𝜕𝑥𝑖
]
𝑥=0

 , 𝑖, 𝑗 = 1,2 

Teknik linierisasi ini dapat dilakukan apabila: 

1. Titik kesetimbangan dari sistem nonlinier ditetapkan pada titik asal 

[𝑥1𝑒 𝑥2𝑒 ]
𝑇= [0  0]𝑇. 

2. Fungsi 𝑓1 dan 𝑓2 dapat diferensialkan di sekitar titik asal. 

 

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1
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Contoh 3.  

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 2𝑥 − 3𝑥𝑦  

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 4𝑥𝑦 − 2𝑦  

Maka pada contoh 3 memiliki titik ekuilibrium (0,0). 

�̇�1 (t) = 𝑓1(𝑥 , 𝑦) 

�̇�2 (t) = 𝑓2(𝑥 , 𝑦) 

Dimisalkan: 

𝑓1 =  2𝑥 − 3𝑥𝑦  

𝑓2 =  4𝑥𝑦 − 2𝑦  

Selanjutnya cari turunan parsial masing-masing terhadap 𝑥 dan 𝑦 

Bentuk contoh 3 adalah nonlinier. Untuk mendapatkan bentuk linierisasi maka 

dilakukan hal sebagai berikut: 

Untuk 𝑓1 =  2𝑥 − 3𝑥𝑦 

𝜕𝑓1

𝜕𝑥
= 2 − 3y  

𝜕𝑓1

𝜕𝑦
= −3𝑥  

Untuk 𝑓2 =  4𝑥𝑦 − 2𝑦 

𝜕𝑓2

𝜕𝑥
= 4𝑦   

𝜕𝑓2

𝜕𝑦
= 4𝑥 − 2  

Maka diperoleh Matriks Jacobian J adalah: 

𝐽 = [
2 − 3𝑦 −3𝑥

4𝑦 4𝑥 − 2
]  

Jika titik ekuilibrium (0,0) di subtitusikan ke 𝐽 maka 

𝐽(0,0) = [
2 − 3(0) −3(0)

4(0) 4(0) − 2
]  

𝐽(0,0) = [
2 0
0 −2

]  
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Maka bentuk linierisasi dari contoh 3 adalah: 

�̇� = 𝐽 

(�̇�
�̇�
) = (

2 0
0 −2

) (𝑥
𝑦
)  

�̇� = 2𝑥  

�̇� = −2𝑦  

2.2.3 Nilai Eigen 

Nilai eigen adalah nilai karakteristik pada matriks yang berukuran 𝑛 𝑥 𝑛, 

vektor eigen yang merupakan vektor kolom tak nol yang apabila dikalikan pada 

suatu matriks yang berukuran 𝑛 𝑥 𝑛 yang akan mendapatkan vektor yang berbeda 

dengan mempunyai nilai kelipatan dari vektor eigen itu sendiri. Nilai Eigen 

berfungsi untuk mengetahui kestabilan dari suatu system [14]. 

Defenisi 1 [8] Jika 𝐴 adalah matriks yang berukuran 𝑛 𝑥 𝑛, sehingga vektor yang 

tak nol 𝑥  di dalam 𝑅𝑛 merupakan vektor eigen dari matriks 𝐴 dan jika 𝐴𝑥 ialah 

kelipatan skalar dari 𝑥 yaitu: 

𝐴𝑥 = 𝜆𝑥    (2.5) 

Untuk suatu skalar 𝜆, dimana skalar 𝜆 merupakan nilai eigen dari matriks 𝐴 dan 𝑥 

merupakan vektor eigen yang bersesuaian dengan 𝜆.   

Contoh4. 

Tentukan nilai eigen dari: 𝐴 = [
0 1 0
0 0 1
2 −7 6

] 

Mencari matriks 𝐴 − 𝜆𝐼 

𝐴 − 𝜆𝐼 = [
0 1 0
0 0 1
2 −7 6

] − 𝜆 [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]  
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               = [
0 1 0
0 0 1
2 −7 6

] − [
𝜆 0 0
0 𝜆 0
0 0 𝜆

]  

               = [
−𝜆 1 0
0 −𝜆 1
2 −7 6 − 𝜆

]  

Mencari determinan dari matriks det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0 

det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 𝑑𝑒𝑡 [
−𝜆 1 0
0 −𝜆 1
2 −7 6 − 𝜆

]  

                        = −𝜆3 + 6𝜆2 − 7𝜆 + 2  

                        = 𝜆3 − 6𝜆2 + 7𝜆 − 2      

(𝜆 − 2)(𝜆2 − 3𝜆 + 1) = 0  

Sehingga didapatlah nilai-nilai eigen dari matriks A, yaitu: 

𝜆 = 2                   𝜆 =
3 + √5

2
              𝜆 =

3 − √5

2
 

2.2.4 Analisis Kestabilan 

Pelinearan menggunakan matriks Jacobian dapat digunakan untuk mencari 

hasil dari analisa kestabilan sistem persamaan diferensial yang tidak linear [13]. 

𝐽(𝑓(𝑥∗)) =

[
 
 
 
𝜕𝑓1

𝜕𝑥1
(𝑥∗) ⋯

𝜕𝑓1

𝜕𝑥𝑛
(𝑥∗)

⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝑓𝑛

𝜕𝑥1
(𝑥∗) ⋯

𝜕𝑓𝑛

𝜕𝑥𝑛
(𝑥∗)]

 
 
 

  (2.6) 

𝐽(𝑓(𝑥∗)) dimana matriks Jacobian dari 𝑓 di titik 𝑥∗ 

2.2.5 Kriteria Routh-Hurwitz 

Kriteria Routh-Hurwitz ialah model yang digunakan agar mendapat nilai 

eigen polinomial yang tidak mudah dilakukan. Nilai kestabilan titik 
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kesetimbangan dapat dilihat dari tanda positif maupun negatif dapat digunakan 

untuk menentukan sifat kestabilan dari suatu titik ekuilibrium. 

Teorema 1 [8]. 

Persamaan karakteristik dalam bentuk polynomial yang diberikan adalah 

sebagai berikut: 

𝑃(𝜆) = 𝑎0𝜆
𝑘 + 𝑎1𝜆

𝑘−1 + 𝑎2𝜆
𝑘−2 …+ 𝑎𝑘 =  0                              (2.7) 

Dengan demikian, kriteriai Routh-Hurwitzi untuki 𝑘  2 , 3, 4,dikatakan titiki 

kesetimbangani stabili jikai dani hanyai jikai sebagai berikut: 

𝑘 = 2𝑎1> 0, 𝑎2> 0, 

𝑘 = 3𝑎1> 0, 𝑎3> 0, 𝑎1𝑎2>𝑎3 

𝑘 = 3𝑎1> 0, 𝑎3> 0, 𝑎4> 0, 𝑎1𝑎2𝑎3>𝑎3
2 + 𝑎1

2𝑎4 

Jika kriteriai Routh-Hurwitzi terpenuhi, maka titiki kesetimbangani stabili 

asimtotik lokal. 

2.3 Model Epidemi MSEIR 

Pada jurnal [8] model epidemi MSEIR, populasi ini terbagi menjadi lima 

kelas, yaitu kelas M (maternal antibody) jumlah individu yang di imunisasi, kelas 

S (susceptible) jumlah individu sehat yang rentan terhadap penyakit difteri, kelas 

E (exposed) jumlah individu yang terinfeksi penyakit difteri tetapi tidak dapat 

menularkan (laten), kelas I (infected) jumlah individu terinfeksi yang dapat 

menularkan penyakit difteri, dan kelas R (recovered) jumlah individu yang telah 

sembuh dari penyakit difteri. 

Model MSEIR untuk penyebaran penyakit difteri dalam bentuk diagram alur 

sebagai berikut:  
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Gambar 2.2 Diagram Alur Model MSEIR Penyebaran Penyakit Difteri 

Berdasarkan Gambar 2.2 diperoleh model pada persamaan:  
𝑑𝑀

𝑑𝑡
 = 𝐵 −  𝛿𝑀𝑆 − 𝜇𝑀, 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝛿𝑀𝑆 −

𝛽𝑆𝐼

1+𝑎2 𝐼
−  𝜇𝑆, 

𝑑𝐸

𝑑𝑡
 = 

𝛽𝑆𝐼

1+𝑎2 𝐼
−  휀𝐸 − 𝜇𝐸, 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 휀𝐸 − 𝛾𝐼 − 𝜇𝐼, 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛾𝐼 −  𝜇𝑅. 

M S E I R 

𝜇𝑆 𝜇𝑀 𝜇𝐸 𝜇𝐼 𝜇𝑅 

𝐵 

Kelahiran 

𝛿𝑀𝑆 𝛽𝑆𝐼

1 + 𝛼2 𝐼
 휀𝐸 𝛾𝐼 
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BAB III  

METODE PENELITIAN 

Metodologi penelitian yang digunakan oleh penulis dalam tugas akhir ini 

adalah metode penelitian studi pustaka dengan mempelajari jurnal-jurnal dan 

modul yang berhubungan pada penyakit campak. Adapun langkah-langkah 

penelitian pada tugas akhir ini adalah sebagai berikut: 

1. Menentukan variabel dan parameter yang akan digunakan pada model yaitu: 

𝑀(𝑡) : Populasi Maternal Antibodi (individu yang di imunisasi) pada saat t. 

𝑆(𝑡)  : Populasi Susceptible (individu rentan terhadap penyakit) pada saat t. 

𝐸(𝑡)  : Populasi Exposed (individu yang terpapar) Laten pada saat t. 

𝐼(𝑡)   : Populasi Infectious (individu terinfeksi terhadap penyakit) pada saat t. 

𝑅(𝑡)  : Populasi Recovered (individu yang telah sembuh terhadap penyakit) pada 

saat t. 

𝛽       : Laju serangan infeksi. 

𝜇 : Laju kematian alami. 

𝜋  : Laju kelahiran. 

𝛼       : Laju kesembuhan individu terinfeksi. 

𝐵       : Laju kelahiran populasi yang dilindungi oleh imun. 

휀        : Laju perpindahan kompertemen exposed ke infected. 

𝛿        : Laju perpindahan kompertemen maternal antibodi ke susceptible. 

𝛾        : Laju perpindahan kompertemen infected ke recovered. 

2. Dibentuk diagram alur model epidemik MSEIR oleh penelitian [8] sebagai 

berikut: 
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Gambar 3.1 Diagram Alur Model MSEIR Penyebaran Penyakit Difteri 

Sehingga diperoleh sistem persamaan sebagai berikut: 

𝑑𝑀

𝑑𝑡
 = 𝐵 −  𝛿𝑀𝑆 − 𝜇𝑀, 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝛿𝑀𝑆 −

𝛽𝑆𝐼

1+𝑎2 𝐼
−  𝜇𝑆,   

𝑑𝐸

𝑑𝑡
 = 

𝛽𝑆𝐼

1+𝑎2 𝐼
−  휀𝐸 − 𝜇𝐸, 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 휀𝐸 − 𝛾𝐼 − 𝜇𝐼,  

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛾𝐼 −  𝜇𝑅.   

3. Kemudian membentuk model baru dari model matematika (2) dengan 

menambahkan asumsi adanya migrasi (imigrasi dan emigrasi) pada 

kompertemen SEIR. 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.2 Diagram Alur Model MSEIR Penyebaran Penyakit Campak 
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4. Menentukan titik ekuilibrium dari model yang telah dibentuk pada tahap (3), 

titik ekuilibrium terbagi menjadi dua yaitu ekuilibrium bebas penyakit dan titik 

ekuilibrium endemik penyakit. 

5. Menganalisa sifat kestabilan dari titik ekuilibrium yang diperoleh pada tahap 

(4) dengan melakukan linierisasi melalui matriks jacobian, yang selanjutnya 

kestabilannya ditentukan dengan melihat nilai eigen. 

6. Simulasikan model menggunakan aplikasi Maple 13. 

7. Menyimpulkan hasil Analisa model menggunakan aplikasi Maple 13. 
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BAB V  

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan yang telah dilakukan, maka dapat diambil 

kesimpulan sebagai berikut: 

1. Model matematis yang diperoleh pada penyakit campak dengan adanya 

migrasi menggunakan model epidemi MSEIR, yaitu: 

𝑑𝑀

𝑑𝑡
 = 𝜋𝑁 + 𝐵𝑀 − 𝜇𝑀 − 𝛿𝑀𝑆, 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝛿𝑀𝑆 + 𝜌1𝑆 −  𝜇𝑆 − 𝜌2𝑆 − 𝛽𝑆𝐼,   

𝑑𝐸

𝑑𝑡
 = 𝛽𝑆𝐼 + 𝜌1𝐸 − 𝜇𝐸 − 𝜌2𝐸 − 휀𝐸, 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 휀𝐸 + 𝜌1𝐼 − 𝜇𝐼 − 𝜌2𝐼 − 𝛾𝐼,  

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛾𝐼 + 𝜌1𝑅 − 𝜇𝑅 − 𝜌2𝑅.  

Dengan 𝑀(𝑡) + 𝑆(𝑡) + 𝐸(𝑡) + 𝐼(𝑡) + 𝑅(𝑡) = 𝑁 merupakan jumlah 

keseluruhan populasi. Dimana 𝑀 adalah populasi maternal antibody (individu 

yang di imunisasi), 𝑆 adalah populasi susceptible (individu rentan), 𝐸 adalah 

populasi exposed (individu laten), 𝐼 adalah populasi infected (individu yang 

terinfeksi), 𝑅 adalah populasi recovered (individu yang sembuh). 

2. Terdapat dua titik ekuilibrium pada model MSEIR penyakit campak 

dengan adanya migrasi, yaitu: 

a. Titik ekuilibrium bebas penyakit 

𝐸1 = (
𝜋𝑁

(𝜇−𝐵)
, 0 , 0, 0, 0)  
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b. Titik ekuilibrium endemik 

𝐸1

=  

(

  
 

𝜋𝑁휀𝛽

(𝜇 + 𝛿 − 𝐵)(𝜌1 − 𝛾 − 𝜇 − 𝜌2)(𝜌1 − 휀 − 𝜇 − 𝜌2)
,
(𝛾−𝜌1 +  𝜇 + 𝜌2)(휀 − 𝜌1 +  𝜇 + 𝜌2)

휀𝛽
,
(𝜇 + 𝜌2 + 𝛾 − 𝜌1)

휀
𝐼∗,

𝛿 (
−𝛿𝜋𝑁 𝛽

(𝐵−𝜇−𝛿)(𝛾−𝜌1+ 𝜇+𝜌2))( −𝜌1+ 𝜇+𝜌2)
) + 𝜌1 −  𝜇 − 𝜌2

𝛽
,

𝛾𝐼∗

𝜇 + 𝜌2−𝜌1 )

  
 

 

Kestabilan titik ekuilibrium bebas penyakit stabil asimtotik karna terdapat 

nilai dari 𝜆 < 0 dan kestabilan titik ekuilibrium endemik penyakit diperoleh 

tidak stabil karna terdapat nilai 𝜆 > 0. 

5.2 Saran 

Dalam penulisan ini, penulis membahas model epidemi MSEIR terhadap 

penyakit campak dengan adanya migrasi. Dalam penelitian ini subpopulasi yang 

digunakan yaitu Maternal Antibody (M), Susceptible (S), Exposed (E), Infected 

(I), Recovered (R). Bagi pembaca yang tertarik dengan topik ini, penulis 

memberikan saran agar menambahkan subpopulasi Hospital (H) yaitu orang 

yang melakukan pengobatan di rumah sakit. 
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