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ABSTRAK 

 
Trace matriks adalah jumlah seluruh entri pada diagonal utama dari matriks 

antisimetis dan dilambangkan dengan ).(Atr  Penelitian ini bertujuan untuk mencari 

bentuk umum dari nAtr )( 3 . Pada awal penelitian akan di lakukan perpangkatkan 

matriks antisimetis ordo 33 dimulai dari 2

3 )(A  sampai 10

3 )(A , kemudian 

menduga bentuk umumjmatriks nA )( 3  dan dibuktikan menggunakan induksi 

matematika. Selanjutnya akan ditentukan bentuk umum nAtr )( 3  menggunakan 

definisi trace matriks, dan mengaplikasikan beberapa contoh soal. 

 

Kata kunci: Induksi matemtika, matriks antisimetris, perpangkatan matriks, trace 
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ABSTRACT 

 
Trace matrix is the number of entries on the main diagonal of the antisymmetric 

matrix and is denoted by ).(Atr  In this study aims to find the general form of 
nAtr )( 3 . At the beginning of the study, the order antisymmetries matrix will be 

raised to the rank of order 33  starting from 2

3 )(A  until 10

3 )(A , then the general 

form of the matrix is assumed nA )( 3  and proved using mathematical induction. 

Then the general form will be determined nAtr )( 3  using the definition of a trace 

matrix, and apply some examples of questions. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Matriks memiliki peran yang cukup penting dalam ilmu khususnya ilmu 

matematika. Biasanya matriks banyak ditemukan diberbagai perkara yang berkaitan 

dengan angka, contohnya dalam bidangnaljabar, statistik, danilain-lain. Matriks 

memiiki beberapa jenis diantaranya adalah matriks simetris [1], matiks segitiga [2], 

matiks bujursangkar, matiks antisimeris, dan lain sebagainya. Diperoleh beberapa 

opsi pada matiks yaitu sepeti penjumlahan, pengurangan, perkalian, determinan, 

serta invers [3] dan trace matiks [4] dan lain sebagainya. 

Pembahasan tentangitrace matriks berpangkat sudah banyak diteliti oleh 

beberapa peneliti seperti, pada penelitian [5] dengan bentuk matriks tridiagonal 

sebagaizberikut: 
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Dalam penelitiannya mendapatkan bentukzumumzdariz(𝐴3)
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Kemudian [6] meneliti mengenai trace matriks berpangkat juga, dimana dalam 

penelitiannya menggunakan bentuk matriks sebagai betikut: 
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=  

danzdiperoleh bentuktumum trace matriks 3 × 3 berpangkatibilanganibulat dengan 

menerapkan definisi traceimatriksisebagaiiberikut: 
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𝑡𝑟(𝐴3)
𝑛 = (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)𝑛 dengan 𝑛 ∈ 𝑍+. 

Selanjutnya [7] melaksanakan penelitian yaitu masih mengenaiitrace 

matriksiberpangkat dimana pada penelitiannya menggunakanimatriks 𝐹𝐿𝐷𝑐𝑖𝑟𝑐𝑟 

dengan bentuk matriks berikut: 
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dengan hasil akhir penelitiannya, diperoleh: 

a) 𝑡𝑟(𝐴8)
2 = 0 + 0 + 0 + 0 +⋯+ 0 + 0 + 0 + 0⏟                      

𝑛  𝑓𝑎𝑘𝑡𝑜𝑟

 

= 0 

b) 𝑡𝑟(𝐴8)
3 = 0 + 0 + 0 + 0 +⋯+ 0 + 0 + 0 + 0⏟                      

𝑛  𝑓𝑎𝑘𝑡𝑜𝑟

 

= 0 

c) 𝑡𝑟(𝐴8)
4  = 0 + 0 + 0 + 0 +⋯+ 0 + 0 + 0 + 0⏟                      

𝑛  𝑓𝑎𝑘𝑡𝑜𝑟

 

= 0 

Kemudian penelitian selanjutnya [8],peneitian ini akan 

ditentukanibentukiumumidari Matriks 𝐹𝐿𝐷𝑐𝑖𝑟𝑐𝑟 yang mana akan dibuktikan 

menggunakan induksi matematika denganNbentuk matriks sebagaiiberikut: 
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A 𝑛 ≥ 2 dengan 𝑥, 𝑟 ∈ 𝑅. 

Sehingga didapatkan bentuk 𝑡𝑟(𝐴𝑛)
−2, 𝑡𝑟(𝐴𝑛)

−3, danb𝑡𝑟(𝐴𝑛)
−4 yang 

dibuktikan dengan pembuktikan langsung sebagai berikut: 

a) 𝑡𝑟(𝐴𝑛)
−2 = 𝑥−2 

b) 𝑡𝑟(𝐴𝑛)
−3 = 𝑥−3 

c) 𝑡𝑟(𝐴𝑛)
−4 = 𝑥−4 

Kemudian [9] melaksanakan penelitian masih mengenaiitraceimatriks 

berpangkatidengan bentukimatriks sebagai berikut: 
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Pada penelitiannya didapatkan bentuk umum dari trace matriks untuk pangkat 

ganjil dan genap sebagai berikut: 
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Berdasarkan penelitian-penelitian tersebut, penulis tertarik melakukan 

penelitian yang berjudul “Trace Matriks Antisimetris 3 × 3 Berpangkat Bilangan 

Bulat Positif, dengan bentuk matriks sebagai berikut”. 
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(1.1) 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkanzlatarzbelakangzyang telah diterangkan sebelumnya oleh penulis, 

makairumusan masalahzdalamztugaszakhirzini ialah “Bagaimana bentuk umum 

trace matriks antisimetris 3 × 3 pada Persamaan )1.1( berpangkat bilangan bulat 

positif?”. 

1.3 Batasan Masalah 

Berdasarkanirumusan masalah sebelumnya,ibatasan masalah pada penelitian 

ini yaitu menggunakan bentuk matriks antisimetris 33 ipada Persamaan )1.1( . 

1.4 Tujuan Penelitian 

 Penelitian ini bertujuannuntuk memperolehibentukiumum trace matriks 

antisimertis 3 × 3 berpangkatibilanganibulatipositif. 

1.5 Manfaat Penelitian 

Beberapazmanfaatzdarizpenelitian yaitu: 

1. Menambah wawasan dan ilmuzbagizpenulisztentangzmatrikszdan Trace 

matriks. 

2. Dapatzdijadikanzsebagai refrensizdari pihak yangzmembutuhkan. 

1.6 SistematikaNPenelitian 

Adapunzsistematikazpadazsaatzpenulisanztugaszakhirzinizyaitu: 

BAB I PENDAHULUAN  

Padazbabzinizberisi  mnegenai penjelasan latar belakangi, zrumusan 

masalah, zbatasan masalah, ztujuan penelitian, zmanfaat penelitian, 

zdan sistematikazpenulisan. 

BAB II LANDASANzTEORI 

Pada bab ini berisi mengenai teori-teori dan materi yang berkaitan 

tentang matriks, matriks antisimetris, perpangkatan matriks, induksi 

matematika, dan trace yang berisikan definisi, teorema, beserta 

contoh.  
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BAB III METODELOGIzPENELITIAN 

Pada bab ini berisi mengenai penjelasan dalam menentukan 

bentukzumumzdariztrac matriks antisimetris 3 × 3 

berpangkatzbilanganzbulatzpositif. 
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BAB II  

LANDASAN TEORI 

 

Pada bab ini akan dibahas mengenai teori-teori yang berkaitan mengenai penelitian 

yang akan dibahas. Berikut diantaranya: 

2.1 Matriks Antisimetris 

Definisi 2.1 [10] Matriks antisimetris adalahdmatriks yangkjika ditranposenya 

adalah akan menjadi negative matriksnya. Dengan perkataan lain bila AAT −= atau

jiij aa −= untuk semua 𝑖 dan j. mudah dipahami bahwa semua elemen diagonal 

utama matriks antisimetris adalah = 0 

Contoh 2.1 
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2.2 Perkalian Matriks 

Definisi 2.2 [11] Jika 𝐴 merupakan matriks 𝑚 × 𝑟 dan 𝐵 adalah matriks 𝑚 × 𝑛, 

maka hasil kali 𝐴𝐵 merupakan matriks 𝑚 × 𝑛 yang elemen-elemennya ditentukan 

sebagai berikut. Untuk mencari elemen pada baris 𝑖 dan kolom 𝑗dari 𝐴𝐵, 

pisahkanlah baris 𝑖 dari matriks 𝐴 dan kolom 𝑗vdarivmatriksv𝐵. Kalikan elemen – 

elemenkyangGbersesuaian dariHbarisHdan kolomter sebut dan 

kemudianvjumlahkanvhasil kalivyangvdiperoleh. 

Contohv2.2 Diberikan matriks 
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B , maka 

hitunglah nilai 𝐴𝐵! 
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Penyelesaian: 
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Sehingga didapat hasil kali 
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AB . 

2.3 Perpangkatan Matriks 

Definisiv2.3 [11] Jikan𝐴 merupakan matriks bujursangkar maka pengertian 

pangkatnbilangannbulat nonnegatif dari matriks adalah: 

𝐴0 = 1, 𝐴𝑛 = 𝐴𝐴…𝐴⏟    
𝑛 𝑓𝑎𝑘𝑡𝑜𝑟

, (𝑛 > 0) 

Kemudian, Jikan𝐴ndapatndibalik, Maka pengertian pangkatnbilangan negative 

adalah: 

𝐴−𝑛 = 𝐴−1𝐴−1…𝐴−1⏟        
𝑛 𝑓𝑎𝑘𝑡𝑜𝑟

, (𝑛 < 0). 

Contoh 2.3 Jika diberikann
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2.4 Trace Matriks 

Definisi 2.4 [11] Jika 𝐴 adalah sebuah matriks bujursangkar , maka Trace 𝐴 

dinotasikan 𝑡𝑟(𝐴), Didefenisikan sebagai jumlah seluruh elemen pada diagonal 

utama 𝐴. Jika 𝐴 bukan merupakan matriks persegi (𝑛 × 𝑛) maka 𝑡𝑟(𝐴) tidak 

dapatndidefinisikan. 

Teorema 2.1 [12] Misalkan 𝐴 = (𝐴𝑖𝑗) sebuah matriks perseginberukurann 𝑛 × 𝑛, 

makantracezdari 𝐴 didefinisikan sebagaizjumlahzdarizelemen – elemen 
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diagonalz𝐴zdan dapt dinyatakan denganz𝑡𝑟(𝐴),yaitu𝑡𝑟(𝐴) = 𝑎11 + 𝑎22 + 𝑎33 +

⋯+ 𝑎𝑛𝑛. Beberapazsifatzdariztracezmatrikszdiantaranyzadalahzsebagai berikut: 

1. 𝑡𝑟(𝑘𝐴) = 𝑘(𝑡𝑟(𝐴) 

2. 𝑡𝑟(𝐴 + 𝐵) = 𝑡𝑟(𝐵 + 𝐴) 

3. 𝑡𝑟(𝐴𝑇) = 𝑡𝑟(𝐴) 

Dengan 𝑘 adalah sebarang skalar,  sedangkanz𝐴zdan 𝐵 adalah matriks berukuran 

𝑛 × 𝑛. 

Bukti:  

1. Akanzdibuktikanzbahwazuntuk 𝑇𝑟(𝑘𝐴) = 𝑘 𝑇𝑟(𝐴). 

Maka akan diambil sebarang matriks 
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nnkakaka +++= ...2211
 

= 𝑘(𝑎11 + 𝑎22 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛) 

= 𝑘 𝑡𝑟(𝐴) 

2. Akanzdibuktikanzbahwazuntukz𝑡𝑟(𝐴 + 𝐵) = 𝑡𝑟(𝐴) + 𝑡𝑟(𝐵). 
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Kemudian akan diambil sebarang matriks 



















=

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A









21

22221

11211

 

dan 



















=

nnnn

n

n

bbb

bbb

bbb

B









21

22221

11211

. 

Maka  







































+



















=+

nnnn

n

n

nnnn

n

n

bbb

bbb

bbb

aaa

aaa

aaa

trBAtr

















21

22221

11211

21

22221

11211

)(  







































++

+++

+++

=

nnnnnn

nn

nn

bbaba

bababa

bababa

tr









2211

2222222121

1112121111

 

)(...)()( 22221111 nnnn bababa ++++++=  

)...()...( 22112211 nnnn bbbaaa +++++++=  

)()( BtrAtr +=  

3. Akanzdibuktikanzbahwazuntuk 𝑡𝑟(𝐴𝑇) = 𝑡𝑟(𝐴) 

Diambil sebarang matriks 
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= 𝑎11 + 𝑎22 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛 

= 𝑡𝑟(𝐴). 

Contoh 2.4 Diberikan dua buah matriks 𝐴 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] dan 𝐵 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] maka 

hitunglah: 

1. 𝑡𝑟(𝐴). 

2. 𝑡𝑟(3𝐴). 

3. 𝑡𝑟(𝐴 + 𝐵). 

Penyelesaian: 

1. 𝑡𝑟(𝐴) = 𝑎 + 𝑑 

2. 𝑡𝑟(3𝐴) = 3(𝑎 + 𝑑) = 3𝑎 + 3𝑑 

3. 𝑡𝑟(𝐴 + 𝐵) = 𝑡𝑟 (⌊
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

⌋ + ⌊
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

⌋) 

= 𝑡𝑟 (⌊
2𝑎 2𝑏
2𝑐 2𝑑

⌋) 

= 2𝑎 + 2𝑑. 

2.5 Trace Matriks Berpangkat Bilangan Bulat Positif. 

Penelitian mengenai trace matriks berpangkat bilangan bulat positif telah 

banyak dibahas [5] Berikut merupakan langkah dalam mendapatkan bentruk umum 

trace matriks Toeplitz bentuk khusus tridiagonal 3 × 3 berpangkat bilangan bulat 

positif. 

1. Diberikan matrikks .,,,0,0,

0

0

Rcbacb

ac

bac

ba

A 

















=  

2. Menentukan pangkat (𝐴3)
2 hingga (𝐴3)

10 yang terdapat pada halaman 40, 

kemudian diduga bentukzumum dari (𝐴3)
𝑛zyang dinyatakanzpada 

teoremazberikut: 
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Teorema 2.2 Jika diberikan sebuah matriks 
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Bukti: Teorema 2.2  dibuktikan menggunakan induksi matematika dan 

telah dibuktikan pada jurnal halaman 44. 

3. Menentuksn bentukzumum 𝑡𝑟(𝐴3)
𝑛, kemudia diduga bentukzumum dari 

𝑡𝑟(𝐴3)
𝑛z yang kemudian dinyatakanzdalam bentuk teoremazberikut. 

Teorema 2.3 Jika diberikan sebuah matriks 
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Atr  

Bukti: Teorema 2.3 dibuktikan menggunakan pembuktian langsung dan 

telah dibuktikan pada jurnal halaman 47. 
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2.6 Induksi Matematika 

Definisiz2.5[13]zInduksizmatematikazadalahzsebuahzteknikzpembuktianzyangzba

kuzdidalamzilmuzmatematika.zMelaluizinduksizdapatzmengurangizlangkahzdalm

membuktian setiap bilangan integer termasuk ke dalam sebuah himpunan 

kebenaranzdenganzbeberapazlangkahzterbatas. Induksizmatematikazdigunakan 

untukzmembuktikan suatu pernyataan benarzatau salah.  

Prinsip induksi matematika sederhana sebagai berikut:  

Misalkanm )(np mmerupakanmproposisimperihalmbilangan integer positif dimana 

kita ingin membuktikan bahwa  )(np  benar untuk semuambilangan bulatmpositif 

n .  Untukmmembuktikan proposisi tersebut, kita dapat menunjukkan bahwa: 

1) )1(P ibenar. 

2) Jikai )(nP ibenar, maka akan dibuiktikan )1( +nP juga benar untuk setiap 

bilangan 1n dimana 𝑛 adalah  bilanganibulat positif n . 

Contoh 2.5: 

Buktikan bahwa 1 + 4 + 10 +⋯+ 𝑛 =
𝑛(𝑛+1)(𝑛+2)

3!
. 

Penyelesaian: 

1) Misalkan 𝑃(𝑛) =
𝑛(𝑛+1)(𝑛+2)

3!
 

Akan dibuktikan terlebih dahulu untuk 𝑛 = 1, 
𝑛(𝑛+1)(𝑛+2)

3!
= 1 

𝑃(1) =
1(1+1)(1+2)

6
=
6

6
= 1. 

Maka terbukti bahwa 𝑃(1) bernilai benar. 

2) Asumsikan untuk 𝑃(𝑛) Benar. Maka buktikan untuk 𝑃(𝑛 + 1) juga bernilai 

benar. 

Bukti: 

1 + 4 + 10 +⋯+ 𝑛 +
𝑛(𝑛 + 1)

2!
=
(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)(𝑛 + 3)

3!
 

[1 + 4 + 10 +⋯+ 𝑘] +
𝑛(𝑛 + 1)

2!
=
(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)(𝑛 + 3)

3!
 

𝑛(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)

3!
+
(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)

2!
=
(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)(𝑛 + 3)

3!
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𝑛(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)

3!
+
3(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)

3!
=
(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)(𝑛 + 3)

3!
 

Sehingga untuk 𝑃(𝑘 + 1) juga bernilai benar. 
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BAB III 

METODE PENELITIAN 

Metode penelitian ialah suatu proses yang dilakukan oleh penulis dalam 

pengejaan tugas akhir ini. Dalam proses ini penulis memperoleh beberapa refrensi. 

Langkah-langkah yangidilakukan oleh penulis yaitu untuk menentukan 

bentukiumum dari traceimatriks antisimetris 3 × 3 berpangkatibilanganibulat 

positif sebagai berikut: 

1. Diberikan matriks antisimetris 0,

00

0

00

3 

















−

−

= a

a

aa

a

A . 

2. Melakukan perpangkatan dari 
2

3 )(A
 hingga 

10

3 )(A
. 

3. Mendugaibentukiumumimatriks antisimetris nA )( 3  dengan 𝑛 merupakan 

bilangan bulat positif. 

4. Melakukan pembuktian bentuk umum (𝐴3)
𝑛 dengan menggunakan induksi 

matematika.  

5. Menentukan bentukbumum nAtr )( 3  menggunakan definisi trace matriks. 

6. Mengaplikasikan nAtr )( 3  dalam beberapa bentuk contoh soal.  
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BAB V 

KESIMPULAN 

5.1 Kesimpulan 

Dapat diperhatikan hasil peneitian di atas dapat disimpulkannbahwa bentuk 

umumnmatriks antisimmetris bentukmnkhusus ordo  3 × 3 berpangkan bilangan 

bulat positif sebagai berikut: 
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Kemudian bentukmumum dari trace matriks antisimetris 

bentukmkhususmordo 3 × 3 berpangkat bilanganmbulat positif yaitu:  







=−−

=
= +

genapbulatbilangannuntuka

ganjilbulatbilangannuntuk
Atr

n

n
n

2

2
3

)2(

0
)(  

5.2 Saran 

Berdasarkan penelitian ini dapat dikembangkan untuk menentukan bentuk 

umum trace matriks antisimetris  bentuk khusus ordo 𝑛 × 𝑛 berpangkat bilangan 

bulat positif. 
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