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ABSTRAK 

 
Matriks Hankel ke-𝑛 merupakan matriks berordo (𝑛 + 1) × (𝑛 + 1) yang entri-entrinya 𝑎𝑖,𝑗 =

𝑎𝑖+𝑗. Tujuan dari penelitian ini adalah untuk mendapatkan bentuk umum trace Matriks Hankel 

bentuk khusus berordo ganjil yang dinotasikan 𝑡𝑟(𝐴𝑛+1)
𝑚 dengan 𝑚 bilangan bulat positif. Untuk 

mendapatkan bentuk umum trace tersebut, terlebih dahulu melakukan perpangkatan matriks 

(𝐴𝑛+1)
2 sampai (𝐴𝑛+1)

8 berordo ganjil dengan 𝑛 = 2,4,6,8. Setelah itu dapat diduga bentuk 

umum (𝐴𝑛+1)
𝑚 dan dibuktikan dengan menggunakan induksi matematika. Selanjutnya diperoleh 

bentuk umum 𝑡𝑟(𝐴𝑛+1)
𝑚 menggunakan definisi trace matriks. Lebih lanjut diberikan contoh 

pengaplikasian dari (𝐴𝑛+1)
𝑚 dan 𝑡𝑟(𝐴𝑛+1)

𝑚 pada beberapa contoh soal.  

 

Kata Kunci : definisi trace matriks, induksi matematika, Matriks Hankel, trace matriks.  
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ABSTRACT 

 

The n-th Hankel Matrix is a matrix of order (𝑛 + 1) × (𝑛 + 1) that entries 𝑎𝑖,𝑗 = 𝑎𝑖+𝑗. The aim of 

this study is to obtain the general form of trace the special form Hankel Matrix of the odd order 

denoted by 𝑡𝑟(𝐴𝑛+1)
𝑚 of 𝑚 the positive integer.To get the general form of trace, first do matrix 

exponential (𝐴𝑛+1)
2 until (𝐴𝑛+1)

8 the odd order for 𝑛 = 2,4,6,8.. After that it can be assumed the 

general form (𝐴𝑛+)
𝑚 and proved by mathematical induction. Then the general form 𝑡𝑟(𝐴𝑛+1)

𝑚 is 

obtained using the definition of the trace matrix. Furthermore, an application example of (𝐴𝑛+1)
𝑚 

and  𝑡𝑟(𝐴𝑛+1)
𝑚 are given. 

 

Keywords :   definition of trace matrix, mathematical induction, Hankel Matrix, trace matrix.  
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BAB I  

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Penerapan matriks sangat luas digunakan dalam bidang matematika. Matriks 

memiliki peran yang penting seperti pada persamaan linier, analisis vektor dan 

lain sebagainya. Dalam  persamaan linier, matriks digunakan untuk 

merepresentasikan koefisien variabel-variabel dalam sistem persamaan linier. 

Begitu juga dalam analisis vektor, matriks digunakan untuk merepresentasikan 

dan memanipulasi vektor dalam ruang. Terdapat beberapa jenis matriks yang 

umum digunakan diantaranya matriks diagonal, matriks identitas, matriks skalar 

dan matriks simetris dan lain-lain [1]. Jenis-jenis matriks terus bertambah seiring 

dengan perkembangan aljabar seperti ditemukannya Matriks Hankel. Adapun 

bentuk umum dari Matriks Hankel tersebut sebagai berikut : 

𝐴𝑛 =

[
 
 
 
 
𝑎0 𝑎1 𝑎2 ⋯ 𝑎𝑛
𝑎1 𝑎2 𝑎3 ⋯ 𝑎𝑛+1
𝑎2 𝑎3 𝑎4 ⋯ 𝑎𝑛+2
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛 𝑎𝑛+1 𝑎𝑛+2 ⋯ 𝑎2𝑛 ]

 
 
 
 

𝑛+1

  
 

(1.1) 

 

Peneliti terdahulu telah banyak melakukan penelitian tentang Matriks 

Hankel meliputi determinan, invers dan juga trace Matriks Hankel. Diantaranya 

[2] melakukan penelitian mengenai determinan Matriks Hankel dari eksponensial 

polinomial dengan bentuk 𝑒𝑛(𝑥) = ∑ 𝑥 |𝑥|𝑥  menghasilkan bentuk determinan 

𝑑𝑒𝑡(𝑒𝑖=𝑗(𝑥))0≤𝑖,𝑗≤𝑛
= 𝑥(𝑛+1)𝑛/2 ⋅ ∏ 𝑖!𝑛

𝑖=0 . Selanjutnya pada tahun 2021, [3] 

melakukan penelitian berjudul determinan Matriks Hankel bentuk khusus ordo 

3 × 3 berpangkat bilangan bulat positif dengan bentuk matriksnya yaitu : 

 𝐴3 = [
𝑎 0 𝑎
0 𝑎 0
𝑎 0 0

], dengan 𝑎 ∈ ℝ menghasilkan bentuk umum determinan 

matriks: |𝐴𝑛| = (−1)𝑛𝑎3𝑛,𝑛 ≥ 1. 

Kemudian peneliti [4] melanjutkan penelitiannya mengenai invers Matriks Hankel 

bentuk khusus ordo 3 × 3 berpangkat bilangan bulat positif. Adapun bentuk 
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khusus matriks yang digunakan sama dengan penelitian sebelumnya sehingga 

didapat bentuk umum invers matriks berikut ini :  

(𝐴3
𝑛)−1 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
(−1)𝑛 (

1

5
((
1+√5

2
)
𝑛−1

−(
1−√5

2
)
𝑛−1

)

𝑎𝑛
) 0 (−1)𝑛+1 (

1

5
((
1+√5

2
)
𝑛

−(
1−√5

2
)
𝑛

)

𝑎𝑛
)

0
1

𝑎𝑛
0

(−1)𝑛+1(

1

5
((
1+√5

2
)
𝑛

−(
1−√5

2
)
𝑛

)

𝑎𝑛
) 0 (−1)𝑛 (

1

5
((
1+√5

2
)
𝑛+1

−(
1−√5

2
)
𝑛+1

)

𝑎𝑛
)

]
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Selanjutnya [5] melakukan penelitian yang merumuskan bentuk umum invers 

Matriks Hankel 𝑛 × 𝑛 untuk setiap 𝑛 ∈ 𝑁 berbentuk khusus 𝐻𝑖𝑗 =
1

(𝑖+𝑗−1)!
 dengan 

𝑖, 𝑗 ∈ {1,… , 𝑛} yang menghasilkan rumus eksplisit untuk invers Matriks Hankel 

berikut : 

𝑀𝑖𝑗 = (−1)
𝑛+𝑖+𝑗+1(𝑖 − 1)! 𝑗! (

𝑛 − 1

𝑖 − 1
) (
𝑛 + 𝑗 − 1

𝑗
)∑(

𝑛 − 𝑖 + 𝑘

𝑗 − 1
) (
𝑛 + 𝑘 − 1

𝑘
)

𝑖=1

𝑘=0

 

untuk setiap 𝑛 ∈ 𝑁.  

Tahun 2022, terdapat penelitian berjudul invers Matriks Hankel bentuk 

khusus ordo (𝑛 + 1) × (𝑛 + 1) menggunakan metode adjoin [6]. Bentuk khusus 

yang digunakan yaitu :𝐴𝑛+1 =

[
 
 
 
 
 
 
𝑎 0 0 ⋯ 0 0 𝑎
0 0 0 ⋯ 0 𝑎 0
0 0 0 ⋯ 𝑎 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 𝑎 ⋯ 0 0 0
0 𝑎 0 ⋯ 0 0 0
𝑎 0 0 ⋯ 0 0 0]

 
 
 
 
 
 

, dengan 𝑎 ∈ ℝ. Hasil 

yang didapat bentuk umum invers Matriks Hankel ordo (𝑛 + 1) × (𝑛 + 1) 

berikut: 

(𝐴𝑛+1)
−1 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 𝑎 0 0 ⋯ 0 0

1

𝑎

0 0 0 ⋯ 0
1

𝑎
0

0 0 0 ⋯
1

𝑎
0 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮

0 0
1

𝑎
⋯ 0 0 0

0
1

𝑎
0 ⋯ 0 0 0

1

𝑎
0 0 ⋯ 0 0 −

1

𝑎]
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Kemudian [7] melakukan penelitian mengenai invers Matriks Hankel bentuk 

khusus ordo (𝑛 + 1) × (𝑛 + 1), 𝑛 ≥ 3 dengan matriks blok 2 × 2. Matriks 

bentuk khusus yang digunakan berupa  

𝐻𝑛+1 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑎 𝑏 0 0 ⋯ 0 0 𝑎 𝑏
𝑏 0 0 0 ⋯ 0 𝑎 𝑏 0
0 0 0 0 ⋯ 𝑎 𝑏 0 0
0 0 0 0 ⋯ 𝑏 0 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 𝑎 𝑏 ⋯ 0 0 0 0
0 𝑎 𝑏 0 ⋯ 0 0 0 0
𝑎 𝑏 0 0 ⋯ 0 0 0 0
𝑏 0 0 0 ⋯ 0 0 0 0]

 
 
 
 
 
 
 
 

 dengan 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ untuk 𝑎, 𝑏 ≠ 0 

Adapun hasil yang didapat yakni :  

(𝐻𝑛+1)
−1 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 0 0 0 ⋯ 0 0

1

𝑏

0 0 0 ⋯ 0
1

𝑏
−

𝑎

𝑏2

0 0 0 ⋯
1

𝑏
−

𝑎

𝑏2
𝑎2

𝑏3

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮

0 0
1

𝑏
⋯

(−𝑎)𝑛−4

𝑏𝑛−3
0 0

0
1

𝑏
−

𝑎

𝑏2
⋯ 0 0 0

1

𝑏
−

𝑎

𝑏2
𝑎2

𝑏3
⋯ 0 0 −

1

𝑎 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Terdapat beberapa penelitian mengenai trace matriks berpangkat pada tahun 

2022. Diantaranya [8] membahas trace Matriks Hankel pangkat tiga dengan 

bentuk umum pada Persamaan (1.1) menghasilkan bentuk umum 𝑡𝑟(𝐴𝑛
3) sebagai 

berikut : 

𝑡𝑟(𝐴𝑛
3) =∑∑𝑎21𝑎𝑟+𝑙

2

𝑛

𝑙=0

𝑛

𝑟=0

+ 2(∑∑𝑎𝑙𝑎𝑟𝑎𝑟+𝑙 +

𝑛

𝑙=1

𝑛

𝑟=0

∑∑𝑎𝑙+𝑎𝑟+1𝑎𝑟+𝑙 +

𝑛

𝑙=2

𝑛

𝑟=0

∑∑𝑎𝑙+2𝑎𝑟+2𝑎𝑟+𝑙

𝑛

𝑙=3

𝑛

𝑟=0

+⋯

+∑ ∑ 𝑎𝑙+(𝑛−3)𝑎𝑟+(𝑛−3)𝑎𝑟+𝑙 +

𝑛

𝑙=𝑛−2

𝑛

𝑟=0

∑ ∑ 𝑎𝑙+(𝑛−2)𝑎𝑟+(𝑛−2)𝑎𝑟+𝑙

𝑛

𝑙=𝑛−1

𝑛

𝑟=0

+∑∑𝑎𝑙+(𝑛−1)𝑎𝑟+(𝑛−1)𝑎𝑟+𝑙

𝑛

𝑙=𝑛

𝑛

𝑟=0

) 
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Selanjutnya [9] membahas trace matriks berpangkat dengan Matriks Hankel 

bentuk khusus : 

𝐴𝑛 =

[
 
 
 
 
 
 
𝑎 0 0 ⋯ 0 0 𝑎
0 0 0 ⋯ 0 𝑎 0
0 0 0 ⋯ 𝑎 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 𝑎 ⋯ 0 0 0
0 𝑎 0 ⋯ 0 0 0
𝑎 0 0 ⋯ 0 0 0]

 
 
 
 
 
 

𝑛+1

dengan 𝑎 ∈ ℝ dan 𝑛 ≥ 3 

berpangkat bilangan bulat positif menghasilkan bentuk umum trace Matriks 

Hankel sebagai berikut : 

𝑡𝑟(𝐴𝑛)
𝑚 =

{
 
 
 
 

 
 
 
 1

√5
((

1+√5

2
)
𝑚

(√5) − (
1−√5

2
)
𝑚

(−√5))𝑎𝑚 ,  untuk n ganjil, m ganjil

1

√5
((

1+√5

2
)
𝑚

(√5) − (
1−√5

2
)
𝑚

(−√5))𝑎𝑚 + 𝑎𝑚 ,  untuk n genap, m ganjil

1

√5
((

1+√5

2
)
𝑚

(√5) − (
1−√5

2
)
𝑚

(−√5))𝑎𝑚 + (𝑛 − 1)𝑎𝑚 ,

untuk n ganjil, 
m genap

untuk n genap,
m genap

  

Kemudian peneliti [10] membahas trace Matriks Hankel bentuk khusus yang 

sama dengan penelitian sebelumnya berpangkat bilangan bulat negatif. Hasil yang 

diperoleh yaitu : 

𝑡𝑟(𝐴𝑛)
−𝑚 =

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

(−1)𝑚 (
(
1+√5

2
)
𝑚

+ (
1−√5

2
)
𝑚

𝑎𝑚
)+

1

𝑎𝑚
, untuk n genap, m ganjil

(−1)𝑚 (
(
1+√5

2
)
𝑚

+ (
1−√5

2
)
𝑚

𝑎𝑚
), untuk n ganjil, m ganjil

(−1)𝑚 (
(
1+√5

2
)
𝑚

+ (
1−√5

2
)
𝑚

𝑎𝑚
)+

(𝑛 − 1)

𝑎𝑚
,
untuk n ganjil, m genap

untuk n genap, m genap
 

 

Dengan memperhatikan Persamaan (1.1) dan mengganti 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑖+𝑗 = 𝑎 

untuk 𝑖 + 𝑗 genap maka penulis tertarik untuk melakukan penelitian yang berjudul 

“Trace Matriks Hankel Bentuk Khusus Berordo Ganjil Berpangkat Bilangan 

Bulat Positif” dengan bentuk khusus berikut : 
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𝐴𝑛+1 =  

[
 
 
 
 
 
 
𝑎 0 𝑎 ⋯ 𝑎 0 𝑎
0 𝑎 0 ⋯ 0 𝑎 0
𝑎 0 𝑎 ⋯ 𝑎 0 𝑎
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
𝑎 0 𝑎 ⋯ 𝑎 0 𝑎
0 𝑎 0 ⋯ 0 𝑎 0
𝑎 0 𝑎 ⋯ 𝑎 0 𝑎]

 
 
 
 
 
 

, dengan 𝑎 ∈ ℝ, 𝑎 ≠ 0  

 

(1.2) 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Adapun rumusan masalah dalam penelitian ini yaitu “Bagaimana bentuk 

umum trace Matriks Hankel bentuk khusus berordo ganjil berpangkat bilangan 

bulat positif pada Persamaan (1.2) ?”. 

1.3 Batasan Masalah 

Batasan masalah dalam penelitian ini yaitu pada Matriks Hankel bentuk 

khusus pada Persamaan (1.2) berordo ganjil (𝑛 + 1), (𝑛 + 1) ≥ 3 dengan 𝑛 

bilangan genap. 

1.4 Tujuan Masalah 

Tujuan penelitian ini yaitu memperoleh bentuk umum trace Matriks Hankel 

bentuk khusus berordo ganjil berpangkat bilangan bulat positif pada Persamaan 

(1.2). 

1.5 Manfaat Penelitian 

Adapun manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut : 

1. Memperluas dan mengembangkan ilmu matematika khususnya kajian matriks. 

2. Mengetahui dan memperluas pengetahuan lebih banyak tentang mendapatkan 

nilai trace dari Matriks Hankel. 

3. Sebagai saran informasi untuk para pembaca dan bahan referensi untuk pihak 

yang memerlukan. 

1.6 Sistematika Penulisan 

Sistematika penulisan dari penelitiaan ini terdiri dari tiga bab, yaitu : 
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BAB I  PENDAHULUAN 

 Bab pertama memuat latar belakang, rumusan masalah, batasan 

masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian dan sistematika 

penulisan. 

BAB II  LANDASAN TEORI 

 Bab kedua memuat kajian-kajian pendukung yang digunakan dalam 

penelitian seperti Matriks Hankel, perkalian dan perpangkatan matriks, 

induksi matematika, dan trace matriks berpangkat.  

BAB III  METODE PENELITIAN 

 Bab ketiga memuat metode yang digunakan dalam menentukan bentuk 

umum trace Matriks Hankel.  

BAB IV  PEMBAHASAN 

 Bab keempat memuat pembahasan untuk mendapatkan bentuk umum 

trace Matriks Hankel bentuk khusus berordo ganjil berpangkat 

bilangan bulat positif.  

 BAB V  PENUTUP 

 Bab kelima memuat kesimpulan dari penelitian yang dilakukan dan 

saran bagi para pembaca. 
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BAB II  

LANDASAN TEORI 

Pada bab ini akan dibahas teori-teori pendukung yang akan digunakan 

untuk menyelesaikan permasalahan pada penelitian ini. 

2.1 Matriks Hankel 

Definisi 2.1 [11] Matriks Hankel ke-𝑛, 𝑛 ≥ 0 adalah matriks (𝑛 + 1) × (𝑛 + 1) 

yang entri (𝑖, 𝑗) adalah 𝑎𝑖+𝑗 dengan 𝑖 = 0,1,2,… , 𝑛 dan 𝑗 = 0,1,2,… , 𝑛. 

Matriks Hankel merupakan matriks bujursangkar dimana setiap diagonal miring 

naik dari kiri ke kanan adalah konstan. Adapun bentuk umum Matriks Hankel 

sebagai berikut : 

𝐴𝑛 =

[
 
 
 
 
𝑎0 𝑎1 𝑎2 ⋯ 𝑎𝑛
𝑎1 𝑎2 𝑎3 ⋯ 𝑎𝑛+1
𝑎2 𝑎3 𝑎4 ⋯ 𝑎𝑛+2
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛 𝑎𝑛+1 𝑎𝑛+2 ⋯ 𝑎2𝑛 ]

 
 
 
 

𝑛+1

  

Contoh 2.1 Diberikan contoh berikut : 

 𝐴2 = [
5 7 1
7 1 9
1 9 3

]

2+1

, 𝐴3 = [

2 6
6 1

1 3
3 0

1 3
3 0

0 4
4 8

]

3+1

 

Berdasarkan Definisi 2.2 dapat dikatakan matriks 𝐴 merupakan Matriks Hankel. 

2.2 Perkalian Matriks dan Perpangkatan Matriks 

Definisi 2.2 [12] Jika 𝐴 adalah matriks sebarang dan 𝑐 adalah skalar sebarang 

maka hasil kali 𝑐𝐴 adalah matriks yang diperoleh dari perkalian setiap entri pada 

matriks 𝐴 dengan bilangan 𝑐. Matriks 𝑐𝐴 disebut sebagai kelipatan/perkalian 

skalar dari 𝐴. Dalam notasi matriks jika 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗], maka (𝑐𝐴)𝑖𝑗 = 𝑐(𝐴)𝑖𝑗 = 𝑐𝑎𝑖𝑗. 

Contoh 2.2 Jika diberi matriks 𝐴,𝐵 dan 𝐶 berikut ini : 

 𝐴 = [
2 3 4
1 5 2

] , 𝐵 = [
0 2 7
8 4 3

] , 𝐶 = [
8 −6 2
−4 2 4

] 
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sehingga 

 2𝐴 = [
4 6 8
2 10 4

] , (−1)𝐵 = [
0 −2 −7
−8 −4 −3

] ,
1

2
𝐶 = [

4 −3 1
−2 1 2

] 

Definisi 2.3 [12] Apabila 𝐴 adalah matriks 𝑚 × 𝑟 dan 𝐵 adalah matriks 𝑟 × 𝑛 

maka hasil kali 𝐴𝐵 adalah matriks 𝑚 × 𝑛. Untuk mencari entri pada baris 𝑖 dan 

kolom 𝑗 dari 𝐴𝐵, pisahkanlah baris 𝑖 dari matriks 𝐴 dan kolom 𝑗 dari matriks 𝐵. 

Kalikan entri-entri yang bersesuaian dari baris dan kolom tersebut lalu tambahkan 

hasilnya. 

Contoh 2.3 Jika diberi matriks 𝐴 dan 𝐵 berikut ini : 

  𝐴 = [
2 2 2
1 3 5

] , 𝐵 = [
2 2
3 3
0 4

] 

maka 

  𝐴𝐵 = [
2 2 2
1 3 5

] [
2 2
3 3
0 4

] = [
10 18
11 31

] 

Definisi 2.4 [12] Apabila 𝐴 merupakan matriks bujursangkar, sehingga definisi 

dari pangkat integer taknegatif dari 𝐴 adalah 

 𝐴0 = 𝐼, 𝐴𝑚 = 𝐴 𝐴…𝐴⏟    
𝑚 𝑓𝑎𝑘𝑡𝑜𝑟

 (𝑚 > 0) 

Lalu apabila 𝐴 dapat dibalik, maka definisi dari pangkat integer negatif dari 𝐴 

adalah 

  𝐴−𝑚 = (𝐴−1)𝑚 = 𝐴−1𝐴−1…𝐴−1⏟        
𝑚 𝑓𝑎𝑘𝑡𝑜𝑟

 

Contoh 2.4 Diberikan matriks 𝐵 = [
3 4 6
2 6 5
4 1 0

] tentukanlah nilai 𝐵3! 

Diketahui bahwa  𝐵3 = 𝐵 ⋅ 𝐵 ⋅ 𝐵 

sehingga 

𝐵3 = 𝐵 ∙ 𝐵 ∙ 𝐵 
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𝐵3 = [
3 4 6
2 6 5
4 1 0

] [
3 4 6
2 6 5
4 1 0

] [
3 4 6
2 6 5
4 1 0

] 

𝐵3 = [
359 454 456
380 488 473
202 217 194

] 

2.3 Induksi Matematika 

Induksi matematika merupakan salah satu metode matematika yang 

digunakan untuk membuktikan bahwa sebuah pernyataan matematika benar untuk 

semua bilangan bulat positif.  

Definisi 2.5 [13] Misalkan 𝑝(𝑛) merupakan suatu pernyataan bilangan bulat 

positif dan akan dibuktikan bahwa pernyataan 𝑝(𝑛) tersebut benar untuk semua 

bilangan bulat positif 𝑛. Adapun langkah yang digunakan untuk membuktikan 

pernyataan ini yaitu : 

1. Ditunjukkan bahwa 𝑝(1) benar. 

2. Diasumsikan bahwa 𝑝(𝑘) benar untuk suatu bilangan asli 𝑘 dan ditunjukkan 

𝑝(𝑘 + 1) benar.  

Apabila langkah-langkah 1 dan 2 berhasil ditunjukkan kebenarannya maka dapat 

disimpulkan bahwa 𝑝(𝑛) benar untuk setiap bilngan bulat 𝑛. Langkah 1 di atas 

dikatakan basis (dasar) induksi, dan langkah 2 dikatakan langkah induksi. 

Contoh 2.5 Diberikan matriks 𝐴 = [
0 𝑎
𝑏 0

] , ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, tunjukkan bahwa   

𝐴𝑛 = [𝑎
𝑛

2𝑏
𝑛

2 0

0 𝑎
𝑛

2𝑏
𝑛

2

] untuk 𝑛 genap dengan induksi matematika 

Penyelesaian : 

Misalkan  𝑝(𝑛) ∶ 𝐴𝑛 = [𝑎
𝑛

2𝑏
𝑛

2 0

0 𝑎
𝑛

2𝑏
𝑛

2

] 

1. Basis induksi  

Akan ditunjukkan untuk 𝑛 = 2 , 𝑝(2) benar, yaitu : 
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𝑝(2) ∶ 𝐴2 = [𝑎
2

2𝑏
2

2 0

0 𝑎
2

2𝑏
2

2

] = [
𝑎𝑏 0
0 𝑎𝑏

]  

sehingga 𝑝(2) benar. 

2. Langkah induksi 

Akan diasumsikan untuk 𝑛 = 𝑘, 𝑝(𝑘) benar 

𝑝(𝑘) ∶ 𝐴𝑘 = [𝑎
𝑘

2𝑏
𝑘

2 0

0 𝑎
𝑘

2𝑏
𝑘

2

]  

Lalu akan ditunjukkan 𝑛 = 𝑘 + 2, 𝑝(𝑘 + 2) juga benar 

𝑝(𝑘 + 2) ∶ 𝐴𝑘+2 = [𝑎
𝑘+2

2 𝑏
𝑘+2

2 0

0 𝑎
𝑘+2

2 𝑏
𝑘+2

2

]   

Bukti : 

𝐴𝑘+2 = 𝐴𝑘 . 𝐴2 

= 𝐴𝑘 . 𝐴 . 𝐴 

= [𝑎
𝑘

2𝑏
𝑘

2 0

0 𝑎
𝑘

2𝑏
𝑘

2

] [
0 𝑎
𝑏 0

] [
0 𝑎
𝑏 0

]  

= [𝑎
𝑘

2𝑏
𝑘

2 0

0 𝑎
𝑘

2𝑏
𝑘

2

] [𝑎𝑏 0
0 𝑎𝑏

]  

= [
𝑎𝑏 (𝑎

𝑘

2𝑏
𝑘

2) 0

0 𝑎𝑏 (𝑎
𝑘+2

2 𝑏
𝑘+2

2 )
] 

= [𝑎
𝑘+2

2 𝑏
𝑘+2

2 0

0 𝑎
𝑘+2

2 𝑏
𝑘+2

2

] 

Oleh karena langkah 1 dan 2 sudah ditunjukkan benar, maka terbukti 

𝐴𝑛 = [𝑎
𝑛

2𝑏
𝑛

2 0

0 𝑎
𝑛

2𝑏
𝑛

2

], untuk 𝑛 genap.  

 

∎  
 

2.4 Trace Matriks Berpangkat 

Definisi trace matriks akan dibahas terlebih dahulu sebelum membahas 

mengenai trace matriks berpangkat. 
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Definisi 2.6 [14] Apabila 𝐴 adalah sebuah matriks bujursangkar maka trace dari 𝐴 

yang dinyatakan 𝑡𝑟(𝐴) didefinisikan sebagai jumlah entri-entri pada diagonal 

utama 𝐴. Trace dari 𝐴 tidak dapat didefinisikan jika 𝐴 bukan matriks 

bujursangkar. 

Jika 

𝐴 = [

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

]  

maka 

𝑡𝑟(𝐴) = 𝑎11 + 𝑎22 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛 

=∑𝑎𝑖𝑖

𝑛

𝑖=1

 

Contoh 2.6 Apabila diberikan matriks 𝐴 = [
3 8 6
2 6 5
4 4 9

] maka  𝑡𝑟(𝐴) = 3 + 6 +

9 = 18 

Pembahasan mengenai trace matriks berpangkat sebelumnya sudah dibahas 

oleh Novia Arda Putri pada tahun 2019 dalam penelitiannya yang berjudul “Trace 

Matriks Toeplitz Simetris Bentuk Khusus Ordo 3 × 3 Berpangkat Bilangan Bulat 

Positif”[15]. Penelitian tersebut membahas mengenai bentuk umum trace matriks 

Toeplitz simetris yang berordo 3 × 3 dengan pangkat bilangan bulat positif 

dengan bentuk matriks khusus : 

𝐴3 = [
0 𝑎 0
𝑎 0 𝑎
0 𝑎 0

] , dengan 𝑎 ∈ 𝑅. 
 

(2.3) 

 

Berikut diberikan langkah-langkahnya : 

1. Diberikan matriks Toeplitz  simetris bentuk khusus ordo 3 × 3 pada 

Persamaan (2.1). 

 



12 
 

2. Menduga bentuk umum (𝐴3)
𝑛 

Untuk menduga bentuk umum (𝐴3)
𝑛  maka akan dilakukan perpangkatan 

matriks (𝐴3) sampai (𝐴3)
12 sebagai berikut : 

(𝐴3) = [
0 𝑎 0
𝑎 0 𝑎
0 𝑎 0

]  

(𝐴3)
2 = [

𝑎2 0 𝑎2

0 2𝑎2 0
𝑎2 0 𝑎2

]  

(𝐴3)
3 = [

0 2𝑎3 0
2𝑎3 0 2𝑎3

0 2𝑎3 0

]  

(𝐴3)
4 = [

2𝑎4 0 2𝑎4

0 4𝑎2 0
2𝑎4 0 2𝑎4

]  

(𝐴3)
5 = [

0 4𝑎5 0
4𝑎5 0 4𝑎5

0 4𝑎5 0

]  

(𝐴3)
6 = [

4𝑎6 0 4𝑎6

0 8𝑎6 0
4𝑎6 0 4𝑎6

]  

(𝐴3)
7 = [

0 8𝑎7 0
8𝑎7 0 8𝑎7

0 8𝑎7 0

]  

(𝐴3)
8 = [

8𝑎8 0 8𝑎8

0 16𝑎8 0
8𝑎8 0 8𝑎8

]  

(𝐴3)
9 = [

0 16𝑎9 0
16𝑎9 0 16𝑎9

0 16𝑎9 0

]  

(𝐴3)
10 = [

16𝑎10 0 16𝑎10

0 32𝑎10 0
16𝑎10 0 16𝑎10

]  

(𝐴3)
11 = [

0 32𝑎11 0
32𝑎11 0 32𝑎11

0 32𝑎11 0

]  

(𝐴3)
12 = [

32𝑎12 0 32𝑎12

0 64𝑎12 0
32𝑎12 0 32𝑎12

]  
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Selanjutnya akan diduga bentuk umum (𝐴3)
𝑛 untuk n ganjil dan n genap yang 

akan dinyatakan  dalam Teorema berikut : 

Teorema 2.1 Diberikan matriks 𝐴3 = [
0 𝑎 0
𝑎 0 𝑎
0 𝑎 0

] , ∀𝑎 ∈ ℝ sehingga 

(𝐴3)
𝑛 =

{
 
 
 

 
 
 
[

0 2
𝑛−1

2 𝑎𝑛 0

2
𝑛−1

2 𝑎𝑛 0 2
𝑛−1

2 𝑎𝑛

0 2
𝑛−1

2 𝑎𝑛 0

] ,  untuk n ganjil

[
2
𝑛−2

2 𝑎𝑛 0 2
𝑛−2

2 𝑎𝑛

0 2
𝑛

2𝑎𝑛 0

2
𝑛−2

2 𝑎𝑛 0 2
𝑛−2

2 𝑎𝑛

] ,  untuk n genap

  

3. Membuktikan bentuk umum (𝐴3)
𝑛 dengan menggunakan induksi matematika. 

Setelah didapatkan Teorema 2.1 di atas, selanjutnya akan dibuktikan bentuk 

umum tersebut menggunakan induksi matematika. 

Bukti : 

Pertama-tama, akan dibuktikan bentuk umum (𝐴3)
𝑛 untuk 𝑛 ganjil. 

Misalkan  𝑝(𝑛): (𝐴3)
𝑛 = [

0 2
𝑛−1

2 𝑎𝑛 0

2
𝑛−1

2 𝑎𝑛 0 2
𝑛−1

2 𝑎𝑛

0 2
𝑛−1

2 𝑎𝑛 0

]. 

1) Untuk 𝑛 = 1 maka 

𝑝(1): (𝐴3)
1 = [

0 2
1−1

2 𝑎1 0

2
1−1

2 𝑎1 0 2
1−1

2 𝑎1

0 2
1−1

2 𝑎1 0

] = [
0 𝑎 0
𝑎 0 𝑎
0 𝑎 0

], benar 

2) Asumsikan 𝑛 = 𝑘, 𝑝(𝑘) benar, yaitu : 

𝑝(𝑘): (𝐴3)
𝑘 = [

0 2
𝑘−1

2 𝑎𝑘 0

2
𝑘−1

2 𝑎𝑘 0 2
𝑘−1

2 𝑎𝑘

0 2 
𝑘−1

2 𝑎𝑘 0

]  

Lalu akan ditunjukkan untuk 𝑛 = 𝑘 + 2, 𝑝(𝑘 + 2) juga benar, yaitu : 

𝑝(𝑘 + 2): (𝐴3)
𝑘+2 = [

0 2
𝑘+1

2 𝑎𝑘+2 0

2
𝑘+1

2 𝑎𝑘+2 0 2
𝑘+1

2 𝑎𝑘+2

0 2
𝑘+1

2 𝑎𝑘+2 0

]  
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Pembuktian : 

(𝐴3)
𝑘+2 = (𝐴3)

𝑘 ⋅ (𝐴3)
2  

= [
0 2

𝑘−1

2 𝑎𝑘 0

2
𝑘−1

2 𝑎𝑘 0 2
𝑘−1

2 𝑎𝑘

0 2
𝑘−1

2 𝑎𝑘 0

] [
𝑎2 0 𝑎0

0 2𝑎2 0
𝑎2 0 𝑎2

]  

= [
0 2

𝑘+1

2 𝑎𝑘+2 0

2
𝑘+1

2 𝑎𝑘+2 0 2
𝑘+1

2 𝑎𝑘+2

0 2
𝑘+1

2 𝑎𝑘+2 0

]  

Berdasarkan langkah 1 dan 2 terbukti bahwa 

(𝐴3)
𝑛 = [

0 2
𝑛−1

2 𝑎𝑛 0

2
𝑛−1

2 𝑎𝑛 0 2
𝑛−1

2 𝑎𝑛

0 2
𝑛−1

2 𝑎𝑛 0

] untuk 𝑛 ganjil. 

Selanjutnya akan dibuktikan (𝐴3)
𝑛 untuk n genap sebagai berikut : 

Misalkan 𝑝(𝑛): (𝐴3)
𝑛 = [

2
𝑛−2

2 𝑎𝑛 0 2
𝑛−2

2 𝑎𝑛

0 2
𝑛

2𝑎𝑛 0

2
𝑛−2

2 𝑎𝑛 0 2
𝑛−2

2 𝑎𝑛

] 

1) Untuk 𝑛 = 2 maka 

𝑝(2): (𝐴3)
2 = [

2
2−2

2 𝑎2 0 2
2−2

2 𝑎2

0 2
2

2𝑎2 0

2
2−2

2 𝑎2 0 2
2−2

2 𝑎2

]  

= [
𝑎2 0 𝑎2

0 2𝑎2 0
𝑎2 0 𝑎2

], benar 

2) Asumsikan 𝑛 = 𝑘, 𝑝(𝑘) benar, yaitu : 

𝑝(𝑘): (𝐴3)
𝑘 = [

2
𝑘−2

2 𝑎𝑘 0 2
𝑘−2

2 𝑎𝑘

0 2
𝑘

2𝑎𝑘 0

2
𝑘−2

2 𝑎𝑘 0 2
𝑘−2

2 𝑎𝑘

]  

Maka akan ditunjukkan untuk 𝑛 = 𝑘 + 2, 𝑝(𝑘 + 2) juga benar, yaitu : 
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𝑝(𝑘 + 2): (𝐴3)
𝑘+2 = [

2
𝑘

2𝑎𝑘+2 0 2
𝑘

2𝑎𝑘+2

0 2
𝑘+2

2 𝑎𝑘+2 0

2
𝑘

2𝑎𝑘+2 0 2
𝑘

2𝑎𝑘+2

]  

Pembuktian : 

(𝐴3)
𝑘+2 = (𝐴3)

𝑘 ⋅ (𝐴3)
2  

= [
2
𝑘−2

2 𝑎𝑘 0 2
𝑘−2

2 𝑎𝑘

0 2
𝑘

2𝑎𝑘 0

2
𝑘−2

2 𝑎𝑘 0 2
𝑘−2

2 𝑎𝑘

] ⋅ [
𝑎2 0 𝑎2

0 2𝑎2 0
𝑎2 0 𝑎2

]  

= [
2
𝑘

2𝑎𝑘+2 0 2
𝑘

2𝑎𝑘+2

0 2
𝑘+2

2 𝑎𝑘+2 0

2
𝑘

2𝑎𝑘+2 0 2
𝑘

2𝑎𝑘+2

]  

Berdasarkan langkah 1 dan 2 maka terbukti bahwa 

(𝐴3)
𝑛 = [

2
𝑛−2

2 𝑎𝑛 0 2
𝑛−2

2 𝑎𝑛

0 2
𝑛

2𝑎𝑛 0

2
𝑛−2

2 𝑎𝑛 0 2
𝑛−2

2 𝑎𝑛

] untuk 𝑛 genap 

4. Menentukan bentuk umum 𝑡𝑟(𝐴3)
𝑛. 

Berdasarkan Teorema 2.1akan didapatkan bentuk umum 𝑡𝑟(𝐴3)
𝑛 untuk 𝑛 

ganjil dan 𝑛 genap dalam teorema berikut ini. 

Teorema 2.2 Diberikan matriks 𝐴3 = [
0 𝑎 0
𝑎 0 𝑎
0 𝑎 0

] , ∀𝑎 ∈ ℝ, sehingga 

𝑡𝑟(𝐴3)
𝑛 = {

0, untuk n ganjil

2
𝑛

2
+1𝑎𝑛 ,  untuk n genap

  

Bukti : 

Akan dibuktikan 𝑡𝑟(𝐴3)
𝑛 = 0 untuk 𝑛 ganjil. 

Berdasarkan Teorema 2.1 maka dapat dibentuk 𝑡𝑟(𝐴3)
𝑛 untuk 𝑛 bilangan 

ganjil yaitu : 
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𝑡𝑟(𝐴3)
𝑛 = 𝑡𝑟 [

0 2
𝑛−1

2 𝑎𝑛 0

2
𝑛−1

2 𝑎𝑛 0 2
𝑛−1

2 𝑎𝑛

0 2
𝑛−1

2 𝑎𝑛 0

] = 0 + 0 + 0 = 0  

sehingga terbukti 𝑡𝑟(𝐴3)
𝑛 = 0 untuk 𝑛 ganjil. 

Selanjutnya akan dibuktikan 𝑡𝑟(𝐴3)
𝑛 = 2

𝑛

2
+1𝑎𝑛 untuk 𝑛 genap. 

Berdasarkan Teorema 2.1 maka dapat ditentukan 𝑡𝑟(𝐴3)
𝑛 untuk 𝑛 bilangan 

genap, yaitu : 

𝑡𝑟(𝐴3)
𝑛 = 𝑡𝑟 [

2
𝑛−2

2 𝑎𝑛 0 2
𝑛−2

2 𝑎𝑛

0 2
𝑛

2𝑎𝑛 0

2
𝑛−2

2 𝑎𝑛 0 2
𝑛−2

2 𝑎𝑛

]  

= 2
𝑛−2

2 𝑎𝑛 + 2
𝑛

2𝑎𝑛 + 2
𝑛−2

2 𝑎𝑛  

= 2(2
𝑛−2

2 𝑎𝑛) + 2
𝑛

2𝑎𝑛  

= 2
𝑛

2
+1𝑎𝑛  

Sehingga terbukti 𝑡𝑟(𝐴3)
𝑛 = 2

𝑛

2
+1𝑎𝑛  untuk 𝑛 genap. 

5. Mengaplikasikan bentuk umum (𝐴3)
𝑛 dan 𝑡𝑟(𝐴3)

𝑛. 

Contoh 2.7 

Diberikan matriks Toeplitz simetris sebagai berikut : 

𝐴3 = [
0 3 0
3 0 3
0 3 0

]  

Tentukanlah nilai dari (𝐴3)
9, (𝐴3)

10, 𝑡𝑟(𝐴3)
9 dan 𝑡𝑟(𝐴3)

10. 

Penyelesaian : 

Berdasarkan Persamaan (2.1) didapatkan nilai 𝑎 = 3. Dengan menggunakan 

Teorema 2.1 maka diperoleh (𝐴3)
9 untuk 𝑛 = 9 bilangan ganjil, yaitu : 

(𝐴3)
9 =

[
 
 
 
 0 2

9−1

2 (3)9 0

2
9−1

2 (3)9 0 2
9−1

2 (3)9

0 2
9−1

2 (3)9 0 ]
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(𝐴3)
9 = [

0 314.928 0
314.928 0 314.928

0 314.928 0
] 

dengan menggunakan Teorema 2.2 diperoleh 𝑡𝑟(𝐴3)
9 = 0. 

Selanjutnya diperoleh (𝐴3)
10 untuk 𝑛 = 10 bilangan genap berdasarkan 

Teorema 2.1 yaitu : 

(𝐴3)
10 =

[
 
 
 2

10−2

2 (3)10 0 2
10−2

2 (3)10

0 2
10

2 (3)10 0

2
10−2

2 (3)10 0 2
10−2

2 (3)10]
 
 
 

  

= [
944.784 0 944.784

0 1.889.568 0
944.784 0 944.784

]   

dengan menggunakan Teorema 2.2 diperoleh : 

𝑡𝑟(𝐴3)
10 = 2

10

2
+1(3)10  

= (26)(310)  

= 3.779.136  
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BAB III  

METODE PENELITIAN 

Metode penelitian yang digunakan adalah studi literatur yang meliputi 

langkah-langkah sebagai berikut : 

1. Diberikan Matriks Hankel (𝐴𝑛+1) bentuk khusus pada Persamaan (1.2). 

2. Menentukan perpangkatan matriks (𝐴𝑛+1)
2 sampai (𝐴𝑛+1)

8 berordo 

ganjil untuk  𝑛 = 2,4,6,8. 

3. Menduga bentuk umum (𝐴𝑛+1)
𝑚 berordo ganjil untuk (𝑛 + 1) ≥ 3, 𝑛 

bilangan genap dan 𝑚 ∈ ℤ+. 

4. Membuktikan bentuk umum (𝐴𝑛+1)
𝑚 berordo ganjil untuk (𝑛 + 1) ≥ 3, 𝑛 

bilangan genap dan 𝑚 ∈ ℤ+ menggunakan induksi matematika. 

5. Menentukan bentuk umum 𝑡𝑟(𝐴𝑛+1)
𝑚 menggunakan definisi trace 

matriks. 

6. Mengaplikasikan bentuk umum (𝐴𝑛+1)
𝑚 dan 𝑡𝑟(𝐴𝑛+1)

𝑚 pada beberapa 

contoh soal. 
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BAB V  

PENUTUP 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan hasil penelitian dan uraian yang telah dilakukan pada bab 

sebelumnya, maka diperoleh kesimpulan pada penelitian ini sebagai berikut. 

Jika 𝐴𝑛+1 adalah suatu Matriks Hankel bentuk khusus berordo ganjil, yaitu : 

𝐴𝑛+1 =  

[
 
 
 
 
 
 
𝑎 0 𝑎 ⋯ 𝑎 0 𝑎
0 𝑎 0 ⋯ 0 𝑎 0
𝑎 0 𝑎 ⋯ 𝑎 0 𝑎
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
𝑎 0 𝑎 ⋯ 𝑎 0 𝑎
0 𝑎 0 ⋯ 0 𝑎 0
𝑎 0 𝑎 ⋯ 𝑎 0 𝑎]

 
 
 
 
 
 

 

maka 

(𝐴𝑛+1)
𝑚 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 (
𝑛

2
+ 1)

𝑚−1

𝑎𝑚 0 (
𝑛

2
+ 1)

𝑚−1

𝑎𝑚 ⋯ (
𝑛

2
+ 1)

𝑚−1

𝑎𝑚 0 (
𝑛

2
+ 1)

𝑚−1

𝑎𝑚

0 (
𝑛

2
)
𝑚−1

𝑎𝑚 0 ⋯ 0 (
𝑛

2
)
𝑚−1

𝑎𝑚 0

(
𝑛

2
+ 1)

𝑚−1

𝑎𝑚 0 (
𝑛

2
+ 1)

𝑚−1

𝑎𝑚 ⋯ (
𝑛

2
+ 1)

𝑚−1

𝑎𝑚 0 (
𝑛

2
+ 1)

𝑚−1

𝑎𝑚

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮

(
𝑛

2
+ 1)

𝑚−1

𝑎𝑚 0 (
𝑛

2
+ 1)

𝑚−1

𝑎𝑚 ⋯ (
𝑛

2
+ 1)

𝑚−1

𝑎𝑚 0 (
𝑛

2
+ 1)

𝑚−1

𝑎𝑚

0 (
𝑛

2
)
𝑚−1

𝑎𝑚 0 ⋯ 0 (
𝑛

2
)
𝑚−1

𝑎𝑚 0

(
𝑛

2
+ 1)

𝑚−1

𝑎𝑚 0 (
𝑛

2
+ 1)

𝑚−1

𝑎𝑚 ⋯ (
𝑛

2
+ 1)

𝑚−1

𝑎𝑚 0 (
𝑛

2
+ 1)

𝑚−1

𝑎𝑚]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

atau dapat ditulis dengan  

(𝐴𝑛+1)
𝑚 = [𝑎𝑖,𝑗]  =

{
 
 

 
 (

𝑛

2
+ 1)

𝑚−1

𝑎𝑚 untuk 𝑖 = 0,2, . . , 𝑛  dan 𝑗 = 0,2, . . , 𝑛 

(
𝑛

2
)
𝑚−1

𝑎𝑚 untuk 𝑖 = 1,3,… , 𝑛 − 1  dan 𝑗 = 1,3,… , 𝑛 − 1

0                                   untuk lainnya

 

sehingga  

𝑡𝑟(𝐴𝑛+1)
𝑚 = [(

𝑛

2
+ 1)𝑎]

𝑚

+ [(
𝑛

2
)𝑎]

𝑚
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5.2 Saran 

Dari uraian yang telah disampaikan pada Tugas Akhir ini, penulis 

membahas mengenai langkah-langkah dalam menentukan trace Matriks Hankel 

bentuk khusus berordo ganjil berpangkat bilangan bulat positif. Bagi para 

pembaca yang tertarik dengan topik ini, pembaca dapat melanjutkan perpangkatan 

negatif ataupun mencari bentuk umum trace Matriks Hankel untuk entri yang 

berbeda.  
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