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ABSTRAK 

 
Backlogging adalah peristiwa terjadinya kekosongan persediaan barang sehingga sebagian tingkat 

permintaan ditampung sampai persediaan barang tersedia kembali. Dalam dunia usaha, peristiwa 

backlogging akan terjadi ketika suatu perusahaan tidak mampu mengendalikan persediaan barang 

dengan optimal. Penelitian ini membahas tentang bagaimana penentuan kendali optimal model 

persediaan barang dengan backlogging. Untuk mendapatkan kendali optimal pada permasalahan di 

atas, penulis menggunakan persamaan diferensial pada model persediaan barang dengan 

backlogging dan fungsi tujuan dibentuk persamaan Hamilton dan Lagrange. Persamaan tersebut di 

diferensialkan dan dibentuk persamaan diferensial biasa orde dua nonhomogen sehingga 

mendapatkan solusi persamaan tingkat persediaan. Menurut persamaan tingkat persediaan yang 

diperoleh, digunakan untuk simulasi dengan beberapa nilai parameter guna melihat tingkat 

kestabilan persediaan setelah diberi kendali. Adapun hasil yang diperoleh dari simulasi tersebut 

adalah tigkat persediaan mengalami penurunan hingga 4t tetapi kembali mengingkat saat 

10t  

Kata Kunci: Kendali optimal, Persamaan diferensial, backlogging, persediaan, produksi, menurun, 

meningkat, kestabilan.  
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ABSTRACT 

 

Backlogging is the occurrence of an inventory vacuum so that part of the demand level is 

accommodated until supplies are available again. In the business world, backlogging will occur 

when a company is unable to control inventory optimally. This study discusses how to determine the 

optimal control of the inventory model with backlogging. To get optimal control on the above 

problem, the author uses a differential equation in the inventory model with backlogging and 

destination functions formed by the Hamilton and Legrange equations. The equation is differentiated 

and formed a nonhomogeneous second-order ordinary differential equation, thus obtaining the 

solution of the supply level equation. According to the equation, the inventory level obtained is used 

for simulation with several parameter values to see the level of inventory stability after being given 

control. The result obtained from the simulation is that the inventory level has decreased until 

4t continues to increase again when 10t  

Keywords: Optimal control, differential equation, backlogging, inventory, production, decreases, 

increases, stability. 
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BAB I  

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Dunia usaha saat ini berkembang dengan pesat, sehingga membuat 

perusahaan terus berinovasi agar mampu bersaing dengan perusahaan lain. 

Persaingan ini mengharuskan setiap perusahaan untuk dapat mengelola sumber 

daya yang dimiliki seoptimal mungkin. Pada dasarnya, sumber daya perusahaan 

adalah proses pengelolaan persediaan barang mentah menjadi barang jadi yang 

diolah menggunakan mesin produksi [1]. Persedian dengan kuantitas yang 

maksimum akan menjaga kesanggupan perusahaan dalam melayani setiap 

permintaan konsumen. Permintaan dipengaruhi oleh beberapa faktor diantaranya, 

yaitu harga produk lain, tingkat permintaan per kapita, distribusi pendapatan, selera 

masyarakat, jumlah penduduk, perkiraaan di masa yang akan datang, serta harga 

dari perusahaan lainnya [2].  

Tingkat permintaan akan mempengaruhi persedian barang pada perusahaan. 

Apabila permintaan menurun, akan menyebabkan persediaan menumpuk dan akan 

menyebabkan kerugian bagi perusahaan karena harus mengeluarkan biaya lebih 

untuk perawatan seperti biaya sewa gudang. Tetapi apabila permintaan meningkat, 

namun persediaan hanya sedikit akan membuat terhambatnya aktivitas produksi 

sehingga memungkinkan perusahaan mengalami fase backlogging yaitu keadaan 

produk terjual habis dan persediaan kosong [3]. Kekurangan produksi akan 

menyebabkan permintaan konsumen tidak terpenuhi, dan dapat menyebabkan 

sebagian konsumen berpindah ke perusahaan lain sehingga berdampak buruk pada 

citra perusahaan. Oleh sebab itu, perusahaan perlu melakukan pengendalian 

persediaan agar tidak mengalami permasalahan seperti diatas.  

Pengendalian persediaan diperlukan untuk menyusun suatu persedian yang 

optimal. Salah satu cara yang bisa dilakukan untuk mengatasi masalah persedian 

yang mengalami peningkatan adalah dengan mengoptimalkan persedian yang ada, 

dan untuk mengoptimalkan persediaan bisa menggunakan teori kendali optimal. 
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Teori kendali optimal merupakan salah satu cabang matematika, yang digunakan 

untuk mencari penyelesaian optimal pada sistem dinamik sehingga memperoleh 

hasil yang diinginkan. Pada perusahaan yang aktif dalam memproduksi produk, 

model kendali optimal dapat digunakan untuk menghitung tingkat persediaan yang 

optimal berdasarkan persamaan diferensial dinamik dan fungsi tujuan. Oleh sebab 

itu, masalah persediaan dapat digunakan sebagai salah satu model pengendalian 

yang optimal [4].  

Penelitian terdahulu yang membahas tentang penerapan teori kendali optimal 

pada persediaan yaitu [4] mengatakan model kendali optimal dapat digunakan 

untuk mengoptimalkan masalah persediaan yang mengalami kasus penurunan yang 

diakibatkan oleh kerusakan dengan bentuk fungsi permintaan kuadrat yang berubah 

terhadap waktu. Sedangkan penelitian [5] membahas tentang model matematika 

terhadap pengendalian persediaan yang mengalami kerusakan dengan tingkat 

permintaan yang eksponensial dan backlogging. Penelitian lainnya yang membahas 

tentang model kerusakan inventori dan  backlogging juga dibahas oleh [6]. 

Berdasarkan uraian di atas, penulis tertarik untuk meneliti pada model 

persediaan yang konstan dan terjadi backlogging lalu mengaplikasikan kedalam 

kendali optimal sesuai dengan penelitian [4]. Sehingga penulis mengangkat 

penelitian dengan judul “Kendali Optimal Untuk Model Persediaan Barang 

dengan  Backlogging” 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang yang telah dikemukakan sebelumnya, maka 

penulis dapat merumuskan suatu masalah yang akan dibahas pada penelitian ini 

mengenai bagaimana kendali optimal untuk model persediaan barang dengan  

backlogging dan bagaimana tingkat persediaan setalah diberi kendali optimal? 

 

1.3 Batasan Masalah 

Agar penelitian ini terarah sesuai dengan permasalahan yang telah diberikan, 

maka penulis memberi batasan permasalahan, yaitu: 

1. Tingkat permintaan diasumsikan konstan sepanjang waktu. 
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2. Fungsi tujuan untuk waktu berhingga. 

 

1.4 Tujuan Penelitan 

Tujuan penelitian ini adalah untuk mendapatkan kendali optimal model 

persediaan barang dengan  backlogging serta bentuk tingkat persediaan setelah 

diberi kendali. 

 

1.5 Manfaat Penelitian 

Berdasarkan tujuan diatas, penulisan penelitian ini diharapkan dapat 

memberikan manfaat atau berkontribusi nyata: 

1. Memberi wawasan dalam menerapkan teori kendali optimal, sehingga dapat di 

aplikasikan dalam dunia bisnis atau usaha untuk mengoptimalkan persediaan. 

2. Sebagai literatur dan tambahan referensi dalam hal keperluan penelitian 

akademik. 

3. Dapat membantu perusahaan dalam mengendalikan persediaan dengan model 

kendali optimal. 

 

1.6 Sistematika Penulisan 

Sistematika penulisan penelitian ini terdiri dari pokok-pokok permasalahaan 

yang akan dibahas secara terstruktur, yang diuraikan menjadi beberapa bagian: 

BAB I PENDAHULUAN 

 Bab ini mengulas tentang gambaran secara umum dari penelitian yang 

meliputi latar belakang masalah, rumusan masalah, batasan masalah, 

tujuan penelitian, manfaat penelitian dan sistematika penulisan. 

BAB II LANDASAN TEORI 

 Menelaah tentang teori-teori yang mendukung bagian pembahasan 

pada penelitian ini. 

BAB III METODOLOGI PENELITIAN 

 Berisikan langkah-langkah dalam penelitian yang akan dilakukan saat 

menyelesaikan masalah. Langkah-langkah tersebut merupakan 
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kerangka yang akan dijadikan sebagai pedoman penelitian sehingga 

mencapai tujuan yang diinginkan. 

BAB IV PEMBAHASAN 

 Membahas tentang penyelesaian kendali optimal untuk model 

persediaan barang dengan backlogging. 

BAB V PENUTUP 

 Bab ini berisikan tentang kesimpulan yang didapatkan dari pembahasan 

serta saran mengenai penelitian yang dilakukan. 

 

 

 



 

BAB II 

LANDASAN TEORI 

 

2.1 Persamaan Diferensial Biasa Orde Satu 

Persamaan diferensial orde satu adalah persamaan diferensial yang turunan 

tertingginya berorde satu [7]. Secara umum dapat ditulis persamaan diferensial 

sebagai berikut: 

 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦),           (2.1) 

dengan  𝑓(𝑥, 𝑦) merupakan fungsi dalam dua variabel yang kontinu di 𝑥 dan 𝑦. 

Apabila pada Persamaan (2.1) berbentuk linier pada variabel bebas y , maka 

persamaan dapat dituliskan dengan: 

 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃(𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥),          (2.2) 

Kemudian solusi untuk persamaan (2.2), sebagai berikut: 

 𝑦 = ℯ− ∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥[∫ 𝑄(𝑥)ℯ∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑥 + 𝐶],        (2.3) 

 

Contoh 2.1 

Tentukan solusi umum dari Persamaan Diferensial  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 2𝑦 = 2𝑥3 

Penyelesaian: 

Dari persamaan 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 2𝑦 = 2𝑥3 diperoleh 𝑃(𝑥) = −2 dan 𝑄(𝑥) = 2𝑥3 . Maka 

didapat sebagai berikut: 

𝑒∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥    =  𝑒−2𝑥, dan  

𝑒− ∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥 =  𝑒2𝑥 

Maka: 

  ∫ 𝑄(𝑥)𝑒∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑥 = ∫ 2𝑥3𝑒−2𝑥𝑑𝑥 

= −𝑥3𝑒−2𝑥 − (
3𝑥2 − 3𝑥

2
) 𝑒−2𝑥 − (

3

4
) 𝑒−2𝑥 

=  (
−4𝑥3−6𝑥2−6𝑥−3

4
) 𝑒−2𝑥+C 
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Sehingga didapatkan solusi umum sebagai berikut: 

𝑦 = 𝑒− ∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥 [∫ 𝑄(𝑥)𝑒∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑥 + 𝐶] 

𝑦 = 𝑒2𝑥 [(
−4𝑥3 − 6𝑥2 − 6𝑥 − 3

4
) 𝑒−2𝑥 + 𝐶] 

𝑦 = (
−4𝑥3 − 6𝑥2 − 6𝑥 − 3

4
) + 𝐶𝑒2𝑥 

 

2.2 Persamaan Diferensial Biasa Nonhomogen Koefisien Konstanta 

Bentuk umum dari persamaan diferensial biasa nonhomogen koefisien 

konstanta, sebagai berikut: 

 𝑎
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 𝑏
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑐𝑦 = 𝑔(𝑥),         (2.4) 

Diasumsikan 𝑦𝑐(𝑥) = 𝑐1𝑦1(𝑥) + 𝑐2𝑦2(𝑥) merupakan penyelesaian dari persamaan 

homogen: 

  𝑎
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 𝑏
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑐𝑦 = 0 ,         (2.5) 

misalkan  𝑦 = 𝑒𝑟𝑥 pada persamaan (2.4), maka diperoleh: 

   𝑎
𝑑2(𝑒𝑟𝑥)

𝑑𝑥2 + 𝑏
𝑑(𝑒𝑟𝑥)

𝑑𝑥
+ 𝑐𝑒𝑟𝑥 = 0, 

      𝑎𝑟2𝑒𝑟𝑥 + 𝑏𝑟𝑒𝑟𝑥 + 𝑐𝑒𝑟𝑥 = 0, 

              𝑒𝑟𝑥(𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐) = 0, 

Diperoleh 𝑒𝑟𝑥 = 0  maka 𝑦(𝑥) = 𝑒𝑟𝑥  merupakan penyelesaian Persamaan (2.5) 

jika dan hanya jika r  memenuhi karakteristik: 

𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐 = 0,                (2.6) 

Penyelesaian dari persamaan karakteristik (2.6), sebagai berikut:  

𝑟1,2 =
−𝑏 + √𝐷

2𝑎
 

Dari penyelesaian khusus persamaan diferensial linier orde dua pada 

Persamaan (2.6) dengan persamaan karakteristik bergantung pada nilai 

diskriminan. 

Bedasarkan Persamaan (2.6) terdapat bentuk-bentuk penyelesaian menurut 

nilai diskriminannya ada tiga, yaitu: 
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a. Akar-akar Real dan Berbeda (𝑏2 − 4𝑎𝑐 > 0) 

Termuat akar-akar 𝑟1 dan 𝑟2 dalam persamaan karekteristik 𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐 = 0 

beserta persamaan kuadrat yang memiliki akar real berbeda   𝑟1 ≠ 𝑟2. Adapun 

dari Persamaan (2.6) didapatkan penyelesaiaan umumnya sebagai berikut: 

𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑒𝑟1𝑥 + 𝑐1𝑒𝑟2𝑥        (2.7) 

Dimana 𝑐1dan 𝑐2 merupakan konstanta sembarang. 

b. Akar-akar Berulang (𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 0) 

Jika akar-akar 𝑟1 dan 𝑟2 pada persamaan karakteristik 𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐 = 0   

dengan persamaan kuadrat yang mempunyai akar real sama (𝑟1 = 𝑟2). Adapun 

dari Persamaan (2.6) didapatkan penyelesaian umumnya sebagai berikut: 

𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑒𝑟1𝑥 + 𝑐1𝑥𝑒𝑟2𝑥        (2.8) 

Dimana 𝑐1dan 𝑐2 merupakan konstanta sembarang. 

c. Akar-akar Imajiner (𝑏2 − 4𝑎𝑐 < 0) 

Apabila akar-akar 𝑟1 dan 𝑟2 pada Persamaan (2.6) merupakan bilangan 

kompleks  𝑟1 = 𝛼 + 𝑖𝛽 dan 𝑟2 = 𝛼 − 𝑖𝛽. Adapun dari Persamaan (2.6) 

didapatkan penyelesaian umumnya sebagai berikut: 

𝑦(𝑥) = 𝑒𝛼𝑥(𝑐1𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥 + 𝑐2𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥)       (2.9) 

Dimana 1c dan 2c  merupakan konstanta sembarang. 

Selanjutnya, 𝑦𝑝(𝑥)  adalah penyelesaian dari persamaan nonhomogen. Maka 

penyelesaian umum berdasarkan Persamaan nonhomogen (2.4) ditulis dengan: 

𝑦(𝑥) = 𝑦𝑐(𝑥) + 𝑦𝑝(𝑥)       (2.10) 

 

Contoh 2.2 : 

Dari persamaan diferensial biasa nonhomogen berikut, tentukan penyelesaian 

umumnya 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
− 3

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑦 = 4𝑥2 
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Penyelesaian: 

Pertama, tentukan terlebih dahulu penyelesaian umum dari persamaan diferensial 

biasa homogennya 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
− 3

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑦 = 4𝑥2 

selanjutnya bentuk persamaan karakteristik pada persamaan homogennya sebagai 

berikut: 

     𝑟2 − 3𝑟 + 2𝑦 = 0 

(𝑟 − 1)(𝑟 − 2) = 0 

𝑟1 = 1 dan 𝑟1 = 2 

maka diperoleh penyelesaian, yaitu: 

𝑦𝑐(𝑥) =  𝑐1𝑒𝑥 + 𝑐2𝑒2𝑥 

Kemudian pada penyelesaian 𝑦𝑝(𝑥) diberikan dari: 

𝑦𝑝(𝑥) =  𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥 + 𝐶 

Sehingga, 

𝑦𝑝′(𝑥)  =  2𝐴𝑥 + 𝐵 dan 

𝑦𝑝′′(𝑥) =  2𝐴 

Tentukan nilai 𝐴, 𝐵 dan 𝐶 dengan mensubstitusikan nilai-nilai 𝑦𝑝(𝑥) , 𝑦𝑝′(𝑥) dan 

𝑦𝑝′′(𝑥) dan ke dalam persamaan 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 − 3
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑦 = 4𝑥2 sehingga diperoleh: 

2𝐴 − 3(2𝐴𝑥 + 𝐵) + 2(𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥 + 𝐶) = 4𝑥2 

diperolehlah nilai 𝐴 = 2 , 𝐵 = 6  , dan 𝐶 = 7 , sehingga: 

𝑦𝑝(𝑥) =  2𝑥2 + 6𝑥 + 7 

Penyelesaian umum dalam persoalan tersebut ialah penjumlahan persamaan 𝑦𝑐(𝑥) 

dengan persamaan 𝑦𝑝(𝑥) sehingga diperoleh: 

𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑒𝑥 + 𝑐2𝑒2𝑥 + 2𝑥2 + 6𝑥 + 7 

 

2.3 Persamaan Kuadratik 

Diberikan bentuk kuadratik menurut [8] sebagai berikut: 

𝑥𝑇𝐴𝑥,          (2.11) 
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dimana entri matriks 𝐴 adalah 𝑐𝑖𝑗 = 𝑐𝑗𝑖 untuk 𝑖 dan 𝑗. Dan 𝒙𝑇 = [𝑥1, 𝑥2, … 𝑥𝑛], 

maka Persamaan (2.11) dapat diuraikan sebagai berikut: 

𝑥𝑇𝐴𝑥  = 𝑐11𝑥1
2 + 𝑐12𝑥1𝑥2 + 𝑐13𝑥1𝑥3 + ⋯ + 𝑐(𝑛−1)𝑛𝑥𝑛−1𝑥1 + 𝑐𝑛𝑛𝑥𝑛

2 

                          = ∑ ∑ 𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗
𝑛
𝑗=1

𝑛
𝑖=1         (2.12) 

Persamaan (2.11) merupakan bentuk kuadratik dimana n  adalah banyaknya 

variabel nxxx ,,, 21   dimana njji  ,  dan Rijc . Sifat definit pada persamaan 

kuadratik (2.11) diperoleh dengan cara menghitung nilai eigen pada matriks A . 

Jika matriks A  berukuran nn  dan n ,,, 21   merupakan nilai eigen pada 

matriks A  maka bentuk kuadratik 𝑥𝑇𝐴𝑥 memenuhi: 

1. Definit positif jika dan hanya jika 𝜆𝑖 > 0 untuk semua nilai i . 

2. Semi definit positif jika dan hanya jika 𝜆𝑖 ≥ 0 untuk semua nilai i . 

3. Definit negatif jika dan hanya jika 𝜆𝑖 < 0 untuk semua nilai i . 

4. Semi definit negatif jika dan hanya jika 𝜆𝑖 ≤ 0 untuk semua nilai i . 

5. Sifat undefinit tidak memenuhi sifat di atas. 

Selanjutnya, untuk lebih memahami penjelasan di atas, diberikan contoh yaitu: 

 

Contoh 2.3: 

Tentukan bentuk definit bentuk kuadrat   2
2

32
1

2
2

,
1

xxxxf   

Penyelesaian: 

Dari bentuk kuadrat   2
2

32
1

2
2

,
1

xxxxf   diperoleh sebagai berikut: 

 

 





























2

1

30

02

21

2
2

3
12

0
21

02
1

2

x

x
xx

xxxxxx
 

Kemudian untuk mendapatkan sifat definitnya yaitu 

Pada matriks 𝐴 = [
2 0
0 3

] nilai eigennya didapatkan sebagai berikut: 

𝐷𝑒𝑡(𝜆𝐼 − 𝐴) = 0  

𝐷𝑒𝑡 [
𝜆 0
0 𝜆

] − [
2 0
0 3

] = 0 
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𝐷𝑒𝑡 [
𝜆 − 2 0

0 𝜆 − 3
] = 0 

((𝜆 − 2)(𝜆 − 3)) − 0 = 0 

Sehingga 

𝜆1 = 2,  dan 𝜆2 = 3,  

Dari nilai eigen yang didapatkan, disimpulkan bahwa bentuk kuadratik tersebut 

memiliki sifat definit positif. 

 

2.4 Kestabilan 

Sebelum memahami pembahasan tentang kestabilan, terlebih dahulu 

memahami titik ekuilibrium. Berdasarkan [9] diberikan sebagai berikut: 

 

Definisi 2.1 Diberikan persamaan diferensial orde satu yaitu �̇� = 𝑓(𝑥) dengan nilai 

awal𝑥(0) = 𝑥0, sebuah vektor x  yang memenuhi 𝑓(�̅�) = 0 disebut titik 

ekuilibrium. Berikut diberikan contoh titik ekuilibriumnya: 

 

Contoh 2.4: 

Dari persamaan berikut, tentukan titik ekuilibriumnya: 

�̇� = 4𝑥 

Penyelesaian: 

Diketahui  

�̇� = 4𝑥 

diperolehlah titik ekuilibriumnya sebagai berikut: 

�̅� = 0 

Adapun definisi kestabilan berdasarkan [9] dan [10]. 

 

Definisi 2.2 Titik ekuilibrium )(x  dapat dikatakan stabil jika terdapat 0,0  

sehingga  xx0  maka    xxtx 0,  untuk semua .0t  Titik ekuilibrium 

x  dikatakan stabil asimtotik jika x  merupakan titik stabil dan 0  sehingga 
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  0,lim 0  xxtxt  memenuhi  xx0 . Berikut diberikan contoh 

kestabilan: 

 

Contoh 2.5: 

Diberikan persamaan diferensial sebagai berikut �̇� = −5𝑥 dengan titik 

ekuilibriumnya �̅� = 0. Tentukan analisa kestabilannya untuk waktu dari 1 sampai 

10? 

Penyelesaian: 

Sebelum dianalisa kestabilan, diberikan solusi sebagai berikut: 

  �̇� = −5𝑥 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −5𝑥 

∫
1

𝑥
𝑑𝑥 = ∫ −5 𝑑𝑡 

ln(𝑥) = −5𝑡 + 𝑐 

Sehingga: 

ln(𝑥) = −5𝑡 + 𝑐 

       𝑥 = 𝑒−5𝑡+𝑐 

𝑥 = 𝐶. 𝑒−5𝑡 

Selanjutnya, untuk melihat kecenderungan solusi 𝑥 = 𝐶. 𝑒−5𝑡 dapat dilihat pada 

gambar berikut: 

 

Gambar 2.1 Grafik fungsi 𝒇(𝒕) = 𝒆−𝟓𝒕 



   

 

12 

  

Gambar 2.1 menunjukkan jika 𝑡 → 10 maka 𝑥 → 1, disimpulkan bahwa �̇� = −5𝑥 

stabil asimtotik karena solusinya menuju 10.  

 

2.5 Teori Kendali Optimal 

Sistem kendali mengukur keadaan sistem, membandingkan dengan perilaku 

yang diinginkan, menghitung koreksi yang diperlukan berdasarkan model, sebagai 

respon terhadap pengaruh perlakuan dan selanjutnya memerintah sistem untuk 

bergerak sesuai hasil perhitungan.  

Masalah kendali optimal dapat didefinisikan sebagai suatu masalah peubah 

kendali 𝑢(𝑡) yang bergantung pada waktu t , dan state awal )( 0tx  pada waktu 0t  

untuk state akhir 𝑥(𝑇) pada waktu akhir 𝑇. State yang bergantung pada fungsi 

kendali didefinisikan dalam bentuk persamaan diferensial, sebagai berikut: 

�̇�(𝑡) = 𝑔(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡),       (2.13) 

Untuk memaksimumkan atau meminimumkan fungsi tujuan agar tercapai, 

maka fungsi tujuannya sebagai berikut: 

𝐽 = ∫ 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)𝑑𝑡,
𝑇

𝑡0
                            (2.14) 

Selanjutnya, dibentuk Persamaan Hamilton untuk mendapatkan kendali optimal, 

sebagai berikut: 

𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑡, 𝜆) = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡) + 𝜆𝑇𝑔(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡),               (2.15) 

Dari Persamaan Hamilton diatas, dibentuk kondisi yang optimal pada fungsi 

kendali yang memenuhi syarat, sebagai berikut: 

Persamaan state : �̇� =
𝜕𝐻

𝜕𝜆
= 𝑔(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡),      (2.16) 

Persamaan costate : �̇� = −
𝜕𝐻

𝜕𝑥
,        (2.17) 

Persamaan stationer : 
𝜕𝐻

𝜕𝑢
= 0.         (2.18) 

 

2.6 Kendali Optimal Model Persediaan 

Model persediaan dibentuk ketika terjadi peningkatan dan penurunan pada 

persediaan produk, dengan mengasumsikannya pada dua fase. Fase pertama yaitu 

dari 𝑡0 sampai 𝑡1 yang menunjukkan terjadinya peningkatan terhadap persediaan, 
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fase selanjutnya yaitu 𝑡1 sampai 𝑡2 memperlihatkan bahwa terjadi tingkat 

persediaan yang menurun [4]. Keadaan ini dapat digambarkan sebagai berikut: 

 

Gambar 2. 2 Model Persediaan dengan Perubahaan Fase 

Berdasarkan Gambar 2.2 model persediaan mengalami perubahan fase 

peningkatan dan penurunan pada persediaan produk, fase tersebut dapat 

didefinisikan kedalam persamaan diferensial dinamik pada persediaan, sebagai 

berikut: 

𝐼̇ = {
𝑃(𝑡) + 𝑣(𝑡)𝐼(𝑡),                                   𝑡𝜖[0, 𝑡1]

𝑃(𝑡) − 𝐷(𝑡) + 𝑣(𝑡)𝐼(𝑡),                   𝑡𝜖[𝑡1, 𝑡2]
                                    (2.19) 

Dalam penelitian ini membahas tentang model persediaan yang mengalami 

penurunan akibat terjadinya kerusakan. Model persamaan diferensial dinyatakan 

sebagai berikut: 

𝐼̇ = 𝑃(𝑡) − 𝐷(𝑡) + 𝑣(𝑡)𝐼(𝑡),                        𝑡𝜖[𝑡1, 𝑡2]                                (2.20)  

dengan 𝑣(𝑡) = 𝑚(𝑡) − 𝜃(𝑡), 𝑃(𝑡) ≥ 0.  

dimana: 

𝐼(𝑡) adalah tingkat fungsi persediaan, 

𝑃(𝑡) adalah tingkat fungsi produksi, 

𝐷(𝑡) adalah fungsi permintaan, 

𝐼0 adalah tingkat nilai awal persediaan, 

𝑚(𝑡) adalah rata-rata fungsi kenaikan, 

𝜃(𝑡) adalah rata-rata fungsi kemerosotan, 

𝑣(𝑡) adalah rata-rata fungsi peningkatan dan penurunan. 

Dengan fungsi tujuan: 
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 𝐽 =
1

2
∫ {ℎ[𝐼(𝑡) − 𝐼]2 + 𝐾[𝑃(𝑡) − �̂�]2}

𝑡

0
𝑑𝑡,                (2.21) 

 

dimana: 

�̂� adalah tingkat produksi tujuan, 

𝐼 adalah tingkat persediaan tujuan, 

ℎ adalah koefisien biaya penyimpanan, 

𝐾 adalah koefisien biaya produksi. 

Dengan diketahui persamaan diferensial dinamik dan fungsi tujuan, menurut 

[9] masalah persediaan dapat juga dilihat sebagai bentuk model kendali optimal. 

Selanjutnya, untuk mencari tingkat produksi yang optimal, berdasarkan [11] 

dibentuk Persamaan Hamilton, sebagai berikut: 

𝐻 =
1

2
[ℎ(𝐼 − 𝐼)

2
+ 𝐾(𝑃 − �̂�)

2
] + 𝜆(𝑃(𝑡) − 𝐷(𝑡) + 𝑣(𝑡)𝐼(𝑡)),                    (2.22) 

Selanjutnya dibentuk persamaan Lagrange, seperti berikut: 

𝐿 =
1

2
[ℎ(𝐼 − 𝐼)

2
+ 𝐾(𝑃 − �̂�)

2
] + (𝜆 − 𝜇)(𝑃(𝑡) − 𝐷(𝑡) + 𝑣(𝑡)𝐼(𝑡)),     (2.23) 

Selanjutnya, dari Persamaan (2.22) dan (2.23), dibentuk:     

                                              𝐻𝑃  = 0,       (2.24) 

                                               𝐿𝐼  = −�̇�,                  (2.25) 

              𝐿𝑝 = 0,                  (2.26) 

     𝜆 ≥ 0 , 𝜇 ≥ 0                     (2.27) 

Persamaan (2.24)-(2.27), diperlukan untuk mendapatkan kendali optimal pada 

model persediaan. 

 

2.7 Model Persediaan yang Mengalami  Backlogging 

Model persediaan pada [12] dengan tingkat permintaan yang konstan serta 

mengalami terjadinya kekosongan barang (shortage) yang membuat pelanggan 

menunggu sampai pengisian ulang persediaan (backlogging). Situasi ini dapat 

digambar, sebagai berikut: 
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Gambar 2.3 Model Persediaan yang Mengalami Backlogging 

Berdasarkan Gambar 2.3 dijelaskan bahwa model persediaan mengalami dua 

fase, yaitu: 

 

Fase Pertama: Persediaan tidak mengalami kekosongan. 

Persediaan yang tidak mengalami kekosongan pada periode [0, 𝑡1], tetapi 

persediaan habis dipengaruhi oleh penurunan dan permintaan. Jadi pada periode ini, 

persamaan diferensial pada persediaan, sebagai berikut: 

    
𝑑𝐼𝑃

𝑑𝑡
+ 𝜃𝐼𝑃 = −𝐷(𝑡),      0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡1                       (2.28) 

Dimana bentuk umum dari fungsi permintaan yaitu: 

  𝐷(𝑡) = (𝑎 + 𝑏𝑡 + 𝑐𝑡2),      0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡1 

 

Fase Kedua: Persediaan mengalami kekosongan. 

Persediaan yang mengalami kekosongan pada periode [𝑡1, 𝑇]. Namun tingkat 

persediaan bergantung pada permintaan dan sebagian permintaan ditampung. 

Periode ini membentuk persamaan diferensial, sebagai berikut: 

    
𝑑𝐼𝑁

𝑑𝑡
+ 𝜃𝐼𝑁 = −(𝑎 + 𝑏𝑡 + 𝑐𝑡2)

1

1+𝛿(𝑇−𝑡)
 ,      𝑡1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇                      (2.29) 

dengan: 

𝐼𝑃  adalah tingkat persediaan positif pada waktu t, 

𝐼𝑁  adalah tingkat persediaan negatif pada waktu t, 

𝐷(𝑡)  adalah fungsi permintaan, 

𝑎, 𝑏, 𝑐  adalah konstanta dengan waktu 𝑡, 
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(𝑇 − 𝑡) adalah lamanya waktu tunggu untuk pengisian berikutnya, 

𝛿  adalah tingkat backlogging. 



 

BAB III  

METODE PENELITIAN 

Penulisan proposal tugas akhir ini membahas tentang penyelesaian sistem 

kendali optimal pada persediaan barang dengan backlogging. Adapun langkah-

langkah dalam penelitian ini sebagai berikut: 

1. Menggabungkan bentuk umum persamaan diferensial pada Persamaan (2.20) 

dengan Persamaan (2.29), sehingga membentuk persamaan diferensial 

dinamik untuk persediaan barang dengan backlogging, sebagai berikut: 

𝐼̇ = 𝑃(𝑡) − (𝑎 + 𝑏𝑡 + 𝑐𝑡2)
1

1 + 𝛿(𝑇 − 𝑡)
+ 𝑣(𝑡)𝐼(𝑡)       

2. Diberikan fungsi tujuan sesuai dengan Persamaan (2.21). 

3. Kemudian dibentuk Persamaan Hamilton sesuai dengan persamaan 

diferensial dinamik dan fungsi tujuan yang ada pada Langkah 2. 

4. Setelah diperoleh Persamaan Hamilton, selanjutnya dapat dibentuk 

persamaan Lagrange. 

5. Berdasarkan Langkah 3 dan 4 akan dibentuk kondisi optimal , yaitu 𝐻𝑃  = 0, 

𝐿𝐼  = −�̇� dan 𝐿𝑝 = 0. Dan selanjutnya diperoleh kendali optimal pada model 

persediaan.                             

6. Membentuk persamaan diferensial orde dua untuk persediaan barang dengan 

backlogging. 

7. Dari Langkah 6 diperoleh solusi persamaan diferensial orde dua untuk 

persediaan barang dengan backlogging. 

8. Selanjutnya, akan dianalisa kestabilan persamaan diferensial dinamik 

berdasarkan solusi dari Langkah 7. 

9. Pada langkah ini akan dilakukan simulasi contoh menggunakan software 

Maple dengan menggunakan nilai-nilai parameter yang diambil dari 

penelitian terdahulu. 

10. Terakhir, membuat kesimpulan atau interprestasi dari hasil yang diperoleh 

secara keseluruhan. 

  



 

BAB V 

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan hasil pembahasan Bab IV diperoleh kendali optimal tingkat 

persediaan dengan backlogging, sebagai berikut:  

)()( 21 tQeCeCtI tt  
 

dimana 𝑄(𝑡) merupakan solusi untuk Persamaan nonhomogen dari Persamaan 

(4.13), yang memiliki Persamaan sebagai berikut: 
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serta nilai konstanta 1C dan nilai konstanta 2C  yaitu: 
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Sehingga pada saat 0t  hingga pada saaat 4t  diperoleh nilai tingkat 

persediaan )(tI  mengalami penurunan. Namun pada saat 10t  tingkat 

persediaan )(tI  kembali meningkat. Dengan kendali optimal tingkat produksi 

untuk persediaan barang dengan backlogging, yaitu: 

vtQ
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5.2  Saran 

Kepada para pembaca, semoga tugas akhir ini dapat menjadikan referensi 

berikutnya. Diharapkan kepada pembaca yang tertarik dengan tugas akhir ini untuk 

mengembangkan penelitian ini dalam kasus kerusakan barang dengan tingkat 

permintaan yang mengalami backlogging, karena enelitian ini masih butuh 

pengembangan dan modifikasi, mengingat persediaan merupakan aset penting 

dalam suatu perusahaan atau kegiatan produksi.. Demikian saran yang dapat 

disampaikan penulis. Penulis meminta kritik dan saran yang membangun dari 

pembaca demi kesempurnaan tugas akhir ini
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