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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Tahun 1736 menjadi sejarah pertama kali ditemukannya teori graf oleh 

matematikawan dari Swiss yaitu Leonard Euler. Saat itu ada tujuh jembatan yang  

disebut jembatan Konigsberg, kemudian muncul masalah bahwa apakah ada 

kemungkinan untuk melalui tujuh jembatan tersebut hanya satu kali lalu berakhir 

di tempat semula. Euler memodelkan masalah dengan memisalkan sebagai titik 

atau simpul (vertex) untuk daratan dan garis atau sisi (edge) untuk jembatannya 

[1]. Dalam kehidupan, graf dimanfaatkan untuk menggambarkan berbagai jenis 

struktur yang ada untuk visualisasi objek-objek supaya lebih mudah dipahami. 

Teori graf dapat diterapkan dalam pembuatan struktur organisasi, penjadwalan 

mata kuliah, rangkaian listrik, bagan alir dan lain-lain. 

Penelitian yang mengkaji teori graf semakin berkembang dan salah satu 

topik yang sering dibahas yaitu pelabelan graf. Pelabelan graf merupakan  label 

atau nilai yang diberikan kepada komponen graf tersebut dengan bilangan bulat 

positif. Berdasarkan komponen yang diberi label, pelabelan terbagi menjadi tiga 

jenis. Jika himpunan titik sebagai himpunan asal disebut pelabelan titik, jika 

himpunan sisi sebagai himpunan asal disebut pelabelan sisi, dan jika keduaya 

(himpunan titik dan sisi) sebagai himpunan asal maka disebut pelabelan total [2]. 

Terdapat berbagai macam pelabelan graf, di antaranya pelabelan         . 

Griggs dan Yeh memperkenalkan pelabelan          yang menjadi 

pengembangan dari pelabelan       . Pelabelan          dapat dibedakan 

menjadi dua jenis yaitu pelabelan titik          dengan titik sebagai unsur yang 

dilabeli dan pelabelan sisi          dengan sisi sebagai unsur yang dilabeli. 

Pelabelan titik          lebih umum ditulis sebagai pelabelan         .  Pelabelan 

         memiliki ketentuan pemberian label dengan selisih minimal 3 untuk dua 

titik berjarak satu, label dengan selisih minimal 2 untuk dua titik berjarak dua, dan 

label dengan selisih minimal 1 untuk dua titik berjarak tiga [3].  
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Berbagai penelitian telah dilakukan yang berkaitan dengan pelabelan 

        . Penelitian [4] membahas pelabelan          graf middle pada beberapa 

graf khusus, diperoleh hasil pelabelan          pada graf middle dari graf    

mempunyai       (     )   ,       (     )    ,       (     )    , 

      (     )    , dan        (     )    . Hasil untuk pelabelan          

pada graf middle dari graf    yaitu       (     )    ,       (     )    , dan 

      (     )    . Kemudian hasil untuk pelabelan          pada graf middle 

dari graf    adalah       (     )    . 

Selanjutnya penelitian [5] tentang pelabelan         dan           pada graf 

bintang terkait graf roda. Hasil yang didapatkan untuk pelabelan         yaitu 

    (       )        dan hasil untuk pelabelan          yaitu  

      (       )         . Lalu penelitian [6] yang meneliti pelabelan  

         dan            pada graf interval dan memperoleh hasil pelabelan 

         dengan batas atas yaitu                dan hasil pelabelan 

           dengan batas  atas yaitu                   . Berdasarkan penelitian 

tersebut, penulis tertarik  membahas lebih lanjut tentang pelabelan          untuk 

jenis graf lainnya. Oleh karena itu, penelitian ini berjudul “Pelabelan          

pada Graf Hasil Kali Korona    dan   ”. 

1.2 Rumusan Masalah 

Rumusan masalah di penelitian ini adalah “Bagaimana rumus umum 

pelabelan           pada graf hasil kali korona    dan   ?”. 

1.3 Batasan Masalah 

Permasalahan yang dikaji dalam penelitian ini adalah menentukan rumus 

umum pelabelan          pada graf hasil kali korona    dan    untuk     . 

1.4 Tujuan Penelitian 

Tujuan penelitian ini adalah memperoleh rumus umum  pelabelan          

pada graf hasil kali korona    dan     

1.5 Manfaat Penelitian 

Manfaat penelitian ini adalah menambah ilmu tentang cara mendapatkan 

pelabelan           pada graf hasil kali korona    dan     
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1.6 Sistematika Penelitian 

Sistematika penulisan tugas akhir ini mencakup 5 bab, yaitu: 

BAB I PENDAHULUAN 

Pada bab ini mencakup latar belakang, rumusan masalah, batasan 

masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian dan sistematika 

penulisan. 

BAB II    LANDASAN TEORI 

Pada bab ini mencakup teori-teori yang menjadi pendukung dalam 

proses penelitian tentang pengertian graf, jenis-jenis graf, terminologi 

graf, operasi korona pada graf dan pelabelan graf. 

BAB III   METODE PENELITIAN  

Pada bab ini mencakup langkah-langkah yang dipakai dalam proses 

penelitian untuk memperoleh hasil akhir dari pelabelan graf, diawali 

dari penentuan masalah, perumusan masalah hingga mendapatkan 

kesimpulan. 

BAB IV   PEMBAHASAN 

Pada bab ini berisikan pembahasan tentang hasil peneltian Tugas Akhir. 

BAB V    PENUTUP  

 Pada bab ini berisikan tentang kesimpulan dari hasil pembahasan yang 

dilakukan pada Bab IV dan saran dari penulis. 
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BAB II 

LANDASAN TEORI 

 

2.1 Pengertian Graf 

Definisi 2.1 [1] Graf   didefenisikan sebagai pasangan himpunan       yang 

ditulis dengan notasi        ,   merupakan himpunan tak kosong dari titik-

titik dan   merupakan himpunan sisi dengan sepasang titik yang dihubungkan. 

Berdasarkan Definisi 2.1, suatu graf memungkinkan tidak memiliki sisi, 

namun minimal harus ada satu titik. Graf yang hanya mempunyai satu titik dan 

sisinya tidak ada disebut graf trivial. 

Label pada titik dan sisi suatu graf dapat berupa huruf          , bilangan 

asli           atau gabungan keduanya. Misalkan sisi suatu graf dengan titik   

terhubung ke titik  , dinyatakan dengan pasangan       yang disebut sisi dari 

              . Dengan kata lain, jika   adalah sisi yang terhubung antara 

titik    dan titik  , maka dinotasikan dengan           

2.2 Jenis-Jenis Graf 

Jenis graf berdasarkan ada atau tidaknya gelang (sisi rangkap) pada suatu 

graf, yaitu: 

1. Graf Sederhana (Simple Graph) 

Graf sederhana yaitu graf yang tidak terdapat gelang (sisi rangkap). Graf 

sederhana dapat juga didefinisikan         yang berisi himpunan titik yang tak 

kosong dan   adalah himpunan sisi dari pasangan tak berurut yang tak sama. 

  

 

 

 

 

 

 

 

𝑣 

𝑥 

𝑤 

𝑦 

Gambar 2.1 Graf Sederhana 
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2. Graf Tak-Sederhana (Unsimple Graph) 

Graf tak sederhana yaitu graf yang terdapat gelang (sisi rangkap). Graf tak 

sederhana terbagi ke dalam dua jenis, yaitu graf rangkap (multigraph) dan graf 

semu (pseudograph). Graf rangkap yaitu graf yang memiliki sisi rangkap yang 

menghubungkan sepasang simpul sebanyak dua atau lebih, sedangkan graf semu 

yaitu graf yang sisinya bisa menghubungkan ke dirinya sendiri. 

 

 

 

 

 

Jenis graf berdasarkan orientasi arah pada sisi graf, yaitu: 

1. Graf Berarah (Directed Graph atau Digraph) 

Graf berarah yaitu graf yang memiliki orientasi arah di setiap sisinya dan di 

antara dua buah simpulnya tidak terdapat sisi yang berlawanan arah (tidak 

terdapat sisi rangkap). 

 

 

 

 

2. Graf Tak-Berarah (Undirected Graph) 

Graf tak-berarah yaitu graf yang tidak memiliki orientasi arah pada setiap 

sisinya, sehingga tidak memperhatikan urutan pasangan titik dari sisi yang 

menghubungkannya. 

 

 

 

 

 

𝑦 

𝑒  

𝑣 

𝑥 

𝑤 

𝑒  
𝑒  

𝑒  

𝑒  𝑒  

𝑒  

𝑢  

𝑢  𝑢  

𝑢  

𝑢  𝑢  

Gambar 2.2 Graf Tak Sederhana 

Gambar 2.3 Graf Berarah 

Gambar 2.4 Graf  Tak-Berarah 
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Terdapat graf sederhana khusus yang sering dijumpai, yaitu: 

1. Graf Lengkap (Complete Graph) 

Graf lengkap yaitu graf sederhana yang setiap simpul terdapat sisi yang 

menghubungkan ke semua simpul lainnnya. Misalkan   adalah banyak simpul 

pada graf lengkap, maka dinotasikan    [7]. 

 

 

 

 

2. Graf Lintasan (Path Graph) 

Graf lintasan adalah graf yang terbentuk dari titik-titik yang terhubung, 

kemudian hanya ada satu sisi yang melewatinya [8]. Graf lintasan berorde    

   , dinotasikan dengan           merupakan suatu graf tak kosong                    

yang titik-titiknya dapat dilabeli dengan            sehingga 

                      . Panjang graf lintasan didefinisikan sebagai 

banyaknya sisi pada graf lintasan tersebut. 

 

 

 

3. Graf Lingkaran (Cycle Graph) 

Graf lingkaran yaitu graf sederhana memiliki derajat dua pada setiap 

simpulnya. Graf lingkaran berorde      dinotasikan dengan    [7]. Jika 

              merupakan graf lintasan dengan    , maka graf lingkaran 

berorde   adalah graf yang diperoleh dari graf lintasan    dengan menambah satu 

sisi dari           Panjang dari suatu graf lingkaran merupakan banyak sisi atau 

titik dari graf lingkaran tersebut.  

 

 

 

 

 

Gambar 2.5 Graf  Lengkap 𝑲𝟑 dan 𝑲𝟒 

Gambar 2.6 Graf  Lintasan 𝑷𝟒 

Gambar 2.7 Graf  Lingkaran 𝑪𝟓 dan 𝑪𝟔 
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2.3 Terminologi Graf 

 Ada beberapa terminologi graf yang sering dipakai, yaitu: 

1.  Bertetangga (Adjacent) 

Apabila terdapat sisi yang terhubung ke dua buah titik, maka kedua titik itu 

disebut bertetangga.  

 

 

 

 

 

 

2. Bersisian 

Sisi   disebut bersisisan terhadap titik   dan   jika   adalah sisi yang terkait 

dengan kedua titik tersebut. 

 

 

 

 

 

 

3. Derajat (Degree) 

Apabila sebuah titik memiliki beberapa sisi yang terhubung, maka jumlah 

sisi yang terhubung merupakan derajat dari titik tersebut. 

 

 

 

 

 

4. Graf Berbobot (Weighted Graph) 

Graf berbobot yaitu graf yang mempunyai sisi-sisi yang diberi harga 

(bobot). Bobot pada setiap sisi bisa berbeda sesuai dengan pemodelan masalah 

𝐵 

𝐴 

𝐷 

𝐶 

𝐵 

𝐴 

𝐷 

𝐶 

𝑒  𝑒  

𝑒  𝑒  

𝑒  

𝐷 

𝐴 

𝐵 

𝐶 

Gambar 2.8 Graf  Bertetangga 

Gambar 2.9 Graf Bersisian 

Gambar 2.10 Derajat Sebuah Titik pada Graf 
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pada graf. Istilah graf berbobot biasanya dikaitkan dengan graf berlabel, namun 

pada istilah graf berlabel juga bisa diberikan pada titik dari suatu graf. 

5. Graf Terhubung (Connected Graph) 

Apabila terdapat lintasan dari titik   ke titik  , maka graf         disebut 

graf terhubung. 

2.4 Operasi Kali Korona 

Operasi hasil korona     dari dua buah graf   dan   yang didefinisikan 

oleh Frucht dan Harary yaitu graf yang didapatkan dengan mengambil sebuah 

duplikat dari graf   yang memiliki      titik dan mendupikat graf   sebanyak 

    , selanjutnya titik ke-  dihubungkan dari graf   ke setiap titik hasil duplikat 

graf   ke-  [8]. Operasi korona memiliki sifat tidak komutatif [9]. Dapat 

ditunjukkan bahwa graf korona     dan     mempunyai hasil berbeda.  

 

 

 

 

 

 

 

 

2.5 Pelabelan Graf 

Tahun 1964 menjadi awal mula pelabelan graf diperkenalkan oleh 

matematikawan bernama Sadlack, kemudian tahun 1966 oleh Stewart dan tahun 

1967 oleh Kotzig dan Rosa. Pelabelan graf adalah suatu fungsi bijektif (satu-satu 

dan pada), memiliki pemetaan yang memetakan unsur-unsur graf (sisi, titik, atau 

keduanya) ke suatu bilangan (umumnya bilangan asli) [10]. Fungsi   yang 

memetakan unsur-unsur graf ke dalam bilangan asli disebut fungsi satu-satu jika 

domain mempunyai tepat satu pasangan di kodomain dan disebut fungsi pada jika 

semua anggota di kodomain mempunyai pasangan di domainnya serta anggota di 

domain boleh mempunyai pasangan yang sama di kodomain. Banyak 

𝑷𝟐 

𝑷𝟑 

𝑷𝟑 𝑷𝟐 
𝑷𝟐 𝑷𝟑 

Gambar 2.11 Graf Hasil Kali Korona pada Graf Lintasan 
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permasalahan yang dapat diselesaikan dengan pelabelan graf, salah satunya 

permasalahan frekuensi radio dengan pelabelan       . 

Berawal pada tahun 1992, penelitian [11] memodelkan permasalahan 

frekuensi radio dalam bentuk graf yaitu pelabelan       . Pelabelan        

merupakan fungsi           sehingga untuk setiap        berlaku: 

|         |  {
               

               
 

Kemudian tahun 2005, penelitian [3] mengembangkan permasalahan ini 

dengan pelabelan         . Pelabelan          merupakan fungsi           

sehingga untuk setiap        berlaku: 

|         |  {

               

               

               

 

Defenisi 2.2 [3] Misalkan        . Pelabelan  -         merupakan 

pelabelan          dengan setiap label yang digunakan tidak lebih besar daripada 

   Bilangan          pada graf  , dinotasikan dengan          , merupakan 

bilangan terkecil   sehingga graf   memiliki pelabelan  -           

Teorema 2.1 [3] Graf lengkap yang memiliki   titik, maka berlaku             

      

Bukti: 

Misalkan                graf lengkap dengan                   dan   

merupakan pelabelan minimal pada          dari   dengan             untuk 

setiap      Kemudian, untuk            dan     berlaku             

sehingga             Dengan demikian, |           |    untuk             

dan       Karena terdapat        , maka         sehingga        . 

Begitu juga, karena   merupakan pelabelan minimal          dari   untuk setiap 

   dengan      , maka                .  

Sehingga, 
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Oleh karena itu,                  

Teorema 2.2 [12] Untuk sebarang graf    dengan          berlaku 

                Jika                 dan   merupakan sebarang 

pelabelan     -          maka untuk setiap        dengan        

berlaku               . 

2.6 Pelabelan          Graf Lintasan      

Teorema 2.3 [3] Setiap graf lintasan    yang berorde   titik  maka: 

           

{
 
 

 
 

                                   
                                   
                                   
                                
                                   

   

Bukti: 

Misalkan                    adalah himpunan titik pada graf     sehingga     

berdekatan dengan      untuk        Didefinisikan              jika 

             

Kasus I :    . 

Ini merupakan kasus trivial. 

Kasus II :      

Pola pelabelan       membuktikan bahwa             , karena penyelesaian 

yang lebih baik selain itu tidak ada. 

Kasus III :        

Dengan kontradiksi, andaikan               Terdapat titik       sedemikian 

sehingga           Jika    mempunyai derajat 1, misal       , maka untuk 

      adalah 3 dan 4,          sehingga kontradiksi. Kemudian jika     

mempunyai  derajat  2,  maka  terdapat  titik       dan        sedemikian  sehingga 
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 (        dan            sehingga kontradiksi dengan nilai             . 

Kasus IV :          

Dengan kontradiksi, andaikan               Terdapat titik        sedemikian 

sehingga          dan terdapat titik      dan      dan atau terdapat      dan 

    . Kemungkinan untuk         adalah 3,4, dan 5. Jika            atau 

            maka           sehingga kontradiksi dengan             . Jika 

         , maka          . Kemudian, jika       memiliki derajat 2 maka 

terdapat      dan            ini kontradiksi dengan               Sedangkan 

jika      mempunyai derajat 1  maka terdapat titik      dan     . Hanya satu 

kemungkinan untuk            sehingga          , maka ini juga 

kontradiksi dengan               Oleh karena itu, dapat terbukti bahwa 

                       

Berikut disajikan beberapa contoh pelabelan          pada graf lintasan.  

 

 

2.7 Pelabelan          Graf Lingkaran      

Teorema 2.4 [3] Setiap graf lingkaran    yang berorde   titik, untuk      

maka: 

           {  

                                               
                                             
                             
                                             

 

 

Gambar 2.12 Pelabelan 𝑳 𝟑 𝟐 𝟏  pada Graf 𝑷𝟐  𝑷𝟑 𝑷𝟓   𝒅𝒂𝒏 𝑷𝟕 
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Bukti: 

Misalkan     dan                   merupakan himpunan titik dari      

kemudian (         dan         untuk       merupakan sisi dari   .  

Kasus I :    . 

Graf lingkaran    merupakan graf lengkap, sehingga berdasarkan Teorema 2.1 

untuk graf lengkap, maka                      

Kasus II :   genap. 

Berdasarkan Teorema 2.3 pada graf lintasan membuktikan bahwa              

untuk      maka untuk setiap graf lingkaran dengan   genap yaitu 

              Pelabelan untuk    yaitu                 dan    yaitu      

               Dapat ditunjukkan bahwa pelabelan untuk    dapat diulang sampai 

tak terhingga untuk     dengan   perkalian dari 4, dan untuk    juga dapat 

diulang untuk setiap    dengan   perkalian dari 6. Kemudian, pelabelan    dan 

   memungkinkan untuk digabung menjadi pelabelan     yaitu didapatkan  

                            Diketahui bahwa setiap     dapat diakui sebagai 

kombinasi dari perkalian positif dari 4 dan 6. Hal ini menjelaskan bahwa setiap 

pelabelan    genap terbentuk dari kombinasi yang berasal dari perkalian positif 

pada pola pelabelan    dan     Oleh karena itu, terbukti untuk   genap diperoleh 

            . 

Kasus III :   ganjil dan        

Diketahui bahwa              untuk graf lingkaran dengan   ganjil, maka 

untuk setiap graf lingkaran dengan   ganjil diperoleh             . Pelabelan 

graf    yaitu                 . Dapat ditunjukkan bahwa pelabelan    dapat 

diulang sampai tak terhingga untuk    dengan   perkalian dari    Kemudian, 

pelabelan    dan    dapat digabung menjadi pelabelan    yaitu      

                     Diketahui bahwa setiap     dan     , dapat diakui 

sebagai suatu kombinasi perkalian positif dari   dan  . Hal ini berarti untuk setiap 

pelabelan    dengan     dan     , terbentuk dari kombinasi yang berasal 

dari perkalian positif    dan   . Oleh sebab itu, karena              maka 

diperoleh              untuk   ganjil,     dan     . Untuk     dapat 
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ditunjukkan bahwa               yaitu                              maka 

             . 

Kasus IV :     

Misalkan                    merupakan himpunan titik dari   . Andaikan 

            , kemudian misalkan pelabelan titik          yaitu      berada di 

himpunan                Karena antara dua titik yang ada dalam   memiliki 

jarak terbesar 3, maka tidak terdapat kemungkinan dapat mengulang nilai untuk 

    . Sehingga hanya didapatkan paling banyak   label yang dapat dipakai dari    

akibatnya ada titik yang dilabeli dengan nilai             , sehingga kontradiksi 

dengan                Pelabelan    yaitu                      menujukkan 

bahwa               

Berikut disajikan beberapa contoh pelabelan          pada graf lingkaran.  

 

 

 

 

 

 

  

Gambar 2.13 Pelabelan 𝑳 𝟑 𝟐 𝟏) pada Graf  𝑪𝟑 𝑪𝟒 𝑪𝟓 𝑪𝟔 𝒅𝒂𝒏 𝑪𝟕 



 

14 
 

BAB III 

METODE PENELITIAN 

 

 Penyelesaian tugas akhir ini menggunakan studi kepustakaan, di mana 

informasi-informasi diperoleh dari buku, jurnal dan artikel yang berkaitan dengan 

penelitian. Penelitian ini menggunakan langkah-langkah sebagai berikut: 

1. Membentuk graf hasil kali korona    dan     dinotasikan      , dengan 

nilai     dan    . 

2. Memberi label setiap titik pada graf       sesuai dengan ketentuan 

pelabelan         . 

3. Membuat dugaan awal yang diperoleh berdasarkan pola yang didapatkan 

dari pelabelan          pada graf        

4. Merumuskan dugaan awal yang menghasilkan teorema tentang pelabelan 

         pada graf      . 

5. Membuktikan batas bawah berdasarkan Teorema 2.2 dari nilai 

      (       menggunakan teknik kontradiksi. 

6. Membuktikan batas atas dari nilai       (       menggunakan teknik 

konstruksi. 
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BAB V 

PENUTUP 

5.1    Kesimpulan 

Berdasarkan hasil pembahasan yang dijelaskan pada Bab IV, diperoleh 

kesimpulan bahwa graf       memiliki        dengan     sebagai berikut: 

              

{
 
 

 
 
                                              

                                              

                                

 

5.2    Saran 

Dalam penelitian ini, pembahasan mengenai pelabelan          graf hasil 

kali korona     dan    hanya meliputi titik pada graf lintasan    untuk    . 

Bagi pembaca yang berminat untuk mengembangkan lebih lanjut tentang 

pelabelan          graf hasil kali korona     dan   , penulis menyarankan untuk 

melanjutkan membahas pelabelan          graf hasil kali korona     dan    

dengan   buah titik lainnya. 
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