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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Matriks merupakan salah satu ilmu peranan penting dalam bidang aljabar 

linier [1]. Dalam pengaplikasiannya, matriks biasanya dapat dimanfaatkan dalam 

menyelesaikan beberapa permasalahan matematika salah satunya mengenai 

penyelesaian sistem persamaan linier. Pada tahun 1846, matriks sirkulan telah 

muncul agak implisit dalam karya Eug‟ene Catalan [2]. Matriks sirkulan 

merupakan matriks berbentuk bujur sangkar dengan menginput entrinya hanya 

pada baris pertama namun setiap entri dari baris sebelumnya akan digeser satu 

posisi ke kanan untuk membentuk baris berikutnya [3]. Matriks sirkulan memiliki 

beberapa jenis antara lain matriks         , matriks         , matriks 

     circ, matriks          , matriks           , matriks           , 

matriks             dan matriks            . 

Beberapa jenis matriks sirkulan telah banyak dibahas oleh penelitian 

sebelumnya yakni penelitian [4] membahas tentang permasalahan determinan 

eksplisit pada matriks sirkulan         dan matriks sirkulan         dengan 

melibatkan empat macam bilangan terkenal yaitu Fibonacci, Lucas, Pell dan Pell-

Lucas yang masing-masing memperoleh hasil determinan eksplisit. Kemudian 

penelitian [5] juga membahas tentang invers pada matriks 

            (       ) berordo     dimana     dengan menerapkan 

operasi baris elementer dan bentuk khusus matriksnya sebagai berikut: 

   

[
 
 
 
 
 
 

       
        
        
       

        
        
        ]

 
 
 
 
 
 

          (1.1) 

dari penelitian tersebut telah mendapatkan hasil bentuk umum inversnya sebagai 

berikut: 

  
   [   ]                                      
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dengan 

    {
    

     
   

     

              (       )                                             

     (                 )      (       )

                                                                                   
   

Selain penelitian diatas, ada juga penelitian yang membahas tentang invers 

dari matriks sirkulan melalui penerapan matriks blok diantaranya penelitian [6] 

membahas permasalahan determinan dan invers pada matriks          

menggunakan matriks blok     dengan bentuk khusus matriksnya sebagai 

berikut: 

   

[
 
 
 
 
 
 
 
 
         
         
         
         
         
         
         
         
           ]

 
 
 
 
 
 
 
 

 , dengan              (1.2) 

sehingga diperoleh bentuk umum pada invers matriks          bentuk khusus 

sebagai berikut:  

(  )   

[
 
 
 
 
 
 
 
 
               

           
           
           
         
         
           
           
           ]

 
 
 
 
 
 
 
 

  

Kemudian, penelitian [7] juga membahas mengenai invers matriks          

menggunakan matriks blok     dalam bentuk khusus sebagai berikut: 
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[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
           
           
           
           
           
           
           
           
           
              
              ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, dengan             (1.3) 

sehingga diperoleh bentuk umum pada invers matriks          bentuk khusus 

sebagai berikut : 

(  )   

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
           (  )  (  )  

            (  )  

             
             
             
           
           
           
             
             
             ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Selanjutnya, penelitian [8] membahas tentang invers matriks 

            (         ) menggunakan matriks blok     dengan bentuk 

khusus matriksnya sebagai berikut : 

   

[
 
 
 
 
 
 
       
         
         
       
        
         
         ]

 
 
 
 
 
 

, dengan             (1.4) 

sehingga didapatkan bentuk umum invers dari matriks             (         ) 

berordo     sebagai berikut: 
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[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

(   (   )) 

 

(   (   )) 

 

(   (   )) 
 

 (   )

(   (   )) 

 (   )

(   (   )) 

 (   )

(   (   )) 

 

(   (   )) 

 

(   (   )) 

  

(   (   )) 
 

 (   )

(   (   )) 

 (   )

(   (   )) 

  

(   (   )) 

  

(   (   )) 

  

(   (   )) 

  

(   (   )) 
 

 (   )

(   (   )) 

  

(   (   )) 

  

(   (   )) 

       
 (   )

(   (   )) 

 (   )

(   (   )) 

 (   )

(   (   )) 
 

  (   )

(   (   )) 

  (   )

(   (   )) 

  (   )

(   (   )) 

 (   )

(   (   )) 

 (   )

(   (   )) 

  

(   (   )) 
 

  (   )

(   (   )) 

  (   )

(   (   )) 

  (   )

(   (   )) 

 (   )

(   (   )) 

  

(   (   )) 

  

(   (   )) 
 

  (   )

(   (   )) 

  (   )

(   (   )) 

  (   )

(   (   )) ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Berdasarkan latar belakang yang telah dipaparkan, penulis tertarik meneliti 

tentang matriks             yaitu menentukan invers pada matriks 

           (         ) menggunakan matriks blok     dengan bentuk 

khusus matriksnya sebagai berikut : 

   

[
 
 
 
 
 
 
 
        
        
        
        
        
        
        
          ]

 
 
 
 
 
 
 

, dengan          , dimana        (1.5) 

Dengan judul penelitian “Invers Matriks            (         ) 

Ordo     dengan     Menggunakan Matriks Blok    ”. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan penjelasan latar belakang yang telah dijabarkan sebelumnya, 

maka rumusan suatu masalah pada penelitian ini yaitu bagaimana bentuk umum 

pada invers matriks            (         ) pada Persamaan (1.5) berordo 

    dengan     menggunakan matriks blok     . 

 

1.3 Batasan Masalah 

Dalam penelitian ini membahas beberapa batasan masalah agar tujuan 

penelitian ini dapat terarah, diantaranya : 
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1. Matriks yang dibahas yaitu matriks            (         ) dengan bentuk 

khusus matriknya yaitu Persamaan (1.5).  

2. Memblok matriks dengan cara 1 dan cara 2 yang berordo     sampai    . 

3. Menggunakan Teorema 2.2, Teorema 2.3 bagian (i), (ii) dan (iii) untuk 

memperoleh invers matriks            (         ) pada Persamaan (1.5) 

yang telah diblok. 

 

1.4 Tujuan  Penelitian 

Tujuan penelitian Tugas Akhir ini adalah untuk menemukan bentuk umum 

invers matriks            (         ) ordo     dengan     berdasarkan 

Persamaan (1.5) menggunakan matriks blok     . 

 

1.5 Manfaat Penelitian 

Adapun beberapa manfaat yang dapat diperoleh dari penelitian ini adalah 

sebagai berikut:  

1. Bagi penulis dapat mendalami kajian tentang matriks, terkhususnya 

mengenai matriks sirkulan         serta dapat meningkatkan wawasan 

penelitian yang sudah menjadi pokok bahasan penelitian sebelumnya 

mengenai masalah aljabar linear.  

2. Penelitian tersebut dapat dijadikan sebagai salah satu referensi terhadap 

pembaca dalam menyelesaikan permasalahan yang berkaitan dengan 

menentukan invers matriks sirkulan        . 

 

1.6 Sistematika Penulisan 

Penulisan Tugas Akhir ini memiliki sistematika yang terdiri dari lima 

bab, antara lain: 

BAB I    PENDAHULUAN 

Pada bab I membahas tentang dasar dasar penelitian, termasuk latar 

belakang yang meliputi penelitian-penelitian sebelumnya yang 

berhubungan tentang matriks sirkulan, matriks blok, serta invers yang 

sebagai acuan dalam penelitian ini, kemudian menetapkan rumusan dan 
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batasan masalah, tujuan dan manfaat penelitian serta sistematika 

penulisan. 

BAB II  LANDASAN TEORI 

Pada bab II berisi teori pendukung yang menjadi dasar dari penelitian 

ini, antara lain matriks circulant, matriks            , matriks blok, 

komplemen schur, dan invers. 

BAB III METODE PENELITIAN 

Pada Bab III berisi tentang langkah-langkah penelitian untuk 

menentukan bentuk umum invers matriks            (         ) 

ordo     dengan     menggunakan matriks blok    . 

BAB IV PEMBAHASAN 

Pada bab IV berisi penjelasan-penjelasan cara menentukan invers 

matriks            (         ) ordo     dengan     

menggunakan matriks blok    . 

BAB V   PENUTUP 

Pada bab V berisi kesimpulan dan saran dari semua pembahasan dari 

hasil penelitian yang telah dilakukan.  
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BAB II 

LANDASAN TEORI 

 

Berikut ini adalah beberapa teori pendukung yang dijadikan sebagai 

landasan pada penelitian ini yaitu : 

 

2.1 Matriks Circulant 

Definisi 2.1 [9] Matriks circulant adalah suatu matriks berukuran     yang 

dibentuk dari   vektor dan entri yang dimasukkan hanya pada baris pertama 

kemudian untuk mencari entri pada baris berikutnya diperoleh dengan 

menggeserkan satu posisi ke kanan dari baris sebelumnya sehingga entri 

sepanjang diagonalnya adalah sama. Bentuk umum matriks circulant dari 

(            ) adalah sebagai berikut. 

  

[
 
 
 
 

           

             

               

     
         ]

 
 
 
 

 

Contoh 2.1 Diberikan matriks circulant   (         ) dengan     

  

[
 
 
 
 
     
     
     
     
     ]

 
 
 
 

 

Matriks circulant memiliki berbagai macam yaitu matriks         , matriks 

        , matriks      circ, matriks          , matriks           , matriks 

          , matriks             dan matriks            . Pada penelitian ini 

akan dibahas adalah matriks            .  

 

2.2 Matriks             

Definisi 2.2 [4] Suatu matriks bujur sangkar dikatakan Row First-Plus-rLast r-

Right atau matriks             dengan baris pertama (            ) dan 

memiliki bentuk umum sebagai berikut : 
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[
 
 
 
 

         

                  

                     

    
                   ]

 
 
 
 

 

dapat ditulis dengan                 (            ). 

Apabila dijabarkan lebih luas maka bentuk umumnya adalah sebagai berikut : 

  

[
 
 
 
 
 

               

                        

                                 

      
                            

                                     ]
 
 
 
 
 

  

dapat ditulis dengan               (                    ). 

 

2.3 Matriks Blok 

Definisi 2.3 [10] Matriks blok adalah suatu matriks dibagi menjadi beberapa 

bagian matriks yang berukuran lebih kecil dengan cara menyisipkan garis-garis 

vertikal dan horizontal di antara baris dan kolom matriks yang diinginkan. Matriks 

yang berukuran kecil tersebut dinamakan sebagai submatriks. 

Definisi 2.4 [11] Matriks blok     adalah memblok suatu matriks bujur sangkar 

yang dibentuk menjadi dua baris dan dua kolom submatriks. Bentuk umum dari 

matriks blok     adalah sebagai berikut : 

Misalkan   merupakan suatu matriks     

  

[
 
 
 
 
 

      (   )   (  (   ))     

      
  (   )   (   )(   )   (   )(  (   ))   (   ) 

 (  (   ))   (  (   )(   )  (  (   ))(  (   ))   (  (   )) 

      
      (   )   (  (   ))     ]

 
 
 
 
 

  

Kemudian matriks tersebut diblok dengan menyisipkan garis vertikal dan garis 

horizontal sehingga terlihat matriks seperti berikut : 
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[
 
 
 
 
 

      (   )   (  (   ))     

      
  (   )   (   )(   )   (   )(  (   ))   (   ) 

 (  (   ))   (  (   )(   )  (  (   ))(  (   ))   (  (   )) 

      
      (   )   (  (   ))     ]

 
 
 
 
 

  

Sehingga menghasilkan beberapa submatriks, dengan memisalkan : 

  [

      (   )

   
  (   )   (   )(   )

]  

  [

  (  (   ))     

   
  (   )(  (   ))   (   ) 

]  

  [

 (  (   ))   (  (   )(   )

   
      (   )

]  

  [

 (  (   ))(  (   ))   (  (   )) 

   
  (  (   ))     

]  

Maka : 

  *
  
  

+  *
  
  

+ 

Contoh 2.2  

Tentukanlah cara memblok matriks berikut menjadi matriks blok    . 

  [
    

    
   

]  

Ada empat cara untuk memblok pada matriks diatas antara lain : 

Cara 1: 

  [
    

    
   

]  

Cara 2: 

  [
    

    
   

]  

 

 



10 
 

Cara 3: 

  [
    

    
   

]  

Cara 4: 

  [
    

    
   

]  

 

2.4 Komplemen Schur 

Definisi 2.5 [12] Komplemen Schur merupakan suatu metode untuk 

mengananalisis matriks yang mengandung pertidaksamaan pada matriks. Dalam 

permasalahan mengenai matriks, komplemen schur dapat dimanfaatkan pada 

matriks bujur sangkar yang berukuran besar dan matriks tersebut sudah di blok. 

Diberikan matriks : 

 (   ) (   )  (
        

        
) 

1. Jika   merupakan matriks yang bersifat invertible, maka didapatkan 

komplemen schur dari   yaitu        . 

2. Jika   merupakan matriks yang bersifat invertible, maka didapatkan 

komplemen schur dari   yaitu        . 

3. Jika   merupakan matriks yang bersifat invertible, maka didapatkan 

komplemen schur dari   yaitu        . 

4. Jika   merupakan matriks yang bersifat invertible, maka didapatkan 

komplemen schur dari   yaitu        . 

 

2.5 Invers Matriks 

Definisi 2.6 [13] Jika   adalah suatu matriks bujur sangkar dan   merupakan 

matriks yang berukuran sama dengan matriks   dan diperoleh         

dimana   adalah matriks identitas, maka dikatakan bahwa matriks   dapat dibalik 

(invertible), sehingga matriks   merupakan invers dari matriks   dan dapat ditulis 

     , kemudian jika matriks   tidak dapat didefinisikan, maka   dikatakan 

matriks singular. 
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Contoh 2.3 

Diketahui matriks   *
   

   
+ merupakan invers dari matriks   *

  
  

+ 

maka    *
  
  

+ *
   

   
+  *

  
  

+    

dan    *
   

   
+ *

  
  

+  *
  
  

+    

Dari contoh diatas dapat dilihat bahwa metode untuk membuktikan invers suatu 

matriks memerlukan perkalian matriks yang bisa dibalik (invertible) dengan  

inversnya atau sebaliknya, sehingga akurat apabila hasil kali keduanya adalah 

matriks identitas. 

Andaikan   merupakan matriks yang kondisinya memiliki invers dimana 

nilai det( )    sehingga matriks tersebut dikatakan matriks tak singular, 

sedangkan jika matriks   dengan kondisinya tidak memiliki invers dimana nilai 

det( )    maka matriks tersebut dikatakan matriks singular [14]. 

Definisi 2.7 [15] Sebuah matriks bujur sangkar tak singular   dan memiliki invers 

yaitu     maka dapat  diblok menjadi blok     sebagai berikut: 

  *
  
  

+ dan     *
  
  

+ 

Untuk melakukan perkalian pada matriks   dengan     dan     dengan  , 

maka ukuran dari semua partisi tidak dapat sembarangan. Misal             

memiliki ukuran berturut-turut             dan    , dengan     

   . Kemudian       dan   harus berturut-turut menjadi           

         . Sehingga dapat diartikan bahwa     ada didalam partisi transpos 

dari  . 

Pada tahap ini, dapat dibuat rumus untuk       dan   dari            . 

Andaikan salah satu partisi dari             merupakan matriks bujur sangkar 

tak singular untuk mencegah invers yang diperumum, maka ada tiga perkiraan 

dalam partisi antara lain: 

1. Partisi diagonal bujur sangkar:     dan    . 

2. Kuadrat partisi diagonal:     dan    . 

3. Setiap partisi bujur sangkar:        . 
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Teorema 2.1 [15] Jika   merupakan suatu matriks persegi, maka: 

i. Untuk matriks   *
  
  

+ akan mempunyai invers jika dan hanya jika   

dan   mempunyai invers, sehingga     * 
   
    +. 

ii. Untuk matriks   *
  
  

+ akan mempunyai invers jika dan hanya jika   

dan   mempunyai invers, sehingga     *     

    
+. 

Teorema 2.2 [15] Jika   merupakan suatu matriks persegi, maka: 

i. Untuk matriks   *
  
  

+ akan mempunyai invers jika dan hanya jika   

dan   mempunyai invers, sehingga     *     
           +. 

ii. Untuk matriks   *
  
  

+ akan mempunyai invers jika dan hanya jika   

dan   mempunyai invers, sehingga     * 
          

    +. 

Teorema 2.3 [15] Misalkan   merupakan suatu matriks persegi: 

i. Diasumsikan submatriks   dalam matriks   adalah matriks tak singular. 

Maka matriks   mempunyai invers jika dan hanya jika komplemen schur 

dari submatriks   mempunyai invers dan (       ) juga mempunyai 

invers yang didapatkan: 

    [
        (       )           (       )  

 (       )      (       )  ]. 

ii. Diasumsikan submatriks   dalam matriks   adalah matriks tak singular. 

Maka matriks   mempunyai invers jika dan hanya jika komplemen schur 

dari submatriks   mempunyai invers dan (       ) juga mempunyai 

invers yang didapatkan:  

    [
(       )   (       )      

     (       )          (       )      ]  

iii. Diasumsikan submatriks   dalam matriks   adalah matriks tak singular. 

Maka matriks   mempunyai invers jika dan hanya jika komplemen schur 

dari submatriks   mempunyai invers dan (       ) juga mempunyai 

invers yang didapatkan: 
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    [
 (       )      (       )  

        (       )           (       )  ]. 

iv. Diasumsikan submatriks   dalam matriks   adalah matriks tak singular. 

Maka matriks   mempunyai invers jika dan hanya jika komplemen schur 

dari submatriks   memiliki invers dan (       ) juga mempunyai 

invers yang didapatkan: 

    [
     (       )          (       )      

(       )   (       )      ]. 

Teorema 2.4 [15] Jika   merupakan suatu matriks persegi, maka: 

i. Untuk matriks   *
  
  

+ akan mempunyai invers jika dan hanya jika   

dan   mempunyai invers, sehingga     *           

    
+. 

ii. Untuk matriks   *
  
  

+ akan mempunyai invers jika dan hanya jika   

dan   mempunyai invers, sehingga     *     

           +.  
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BAB III 

METODE PENELITIAN 

 

Dalam penelitian ini akan dilakukan dengan langkah-langkah penelitian 

yang telah diterapkan antara lain : 

1. Diberikan suatu matriks            (         ) pada Persamaan (1.5) 

yang berordo     hingga berordo 8   8. 

2. Memblok matriks            (         ) pada Persamaan (1.5) yang 

berordo 3   3 hingga berordo     menjadi matriks blok     dengan 

menggunakan cara 1 dan cara 2 yang mempunyai masing-masing 

submatriks dengan memisalkan       dan  . 

3. Menentukan invers submatriks yang invertible dari Persamaan (1.5) berordo 

    hingga berordo     yang telah diblok melalui penerapan 

komplemen schur berdasarkan Teorema 2.2, Teorema 2.3 bagian (i) dan (ii).  

4. Menentukan invers matriks            (         ) pada Persamaan 

(1.5) yang berordo     hingga berordo     dengan matriks blok       

melalui penerapan komplemen schur berdasarkan Teorema 2.3 bagian (i) 

dan (iii). 

5. Memprediksi bentuk umum invers matriks            (         ) yang 

berordo     hingga berordo     . 

6. Melakukan pembuktian bentuk umum invers matriks pada matriks  

           (         ) dengan menunjukkan bahwa     
     

     

 . 

7. Mengaplikasikan bentuk umum invers dari matriks 

           (         ) kedalam contoh soal. 
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BAB V 

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan uraian dari pembahasan pada Bab IV, diperoleh bentuk umum 

invers matriks            (         ) pada Persamaan (1.5) berordo     

dengan     menggunakan matriks blok     adalah sebagai berikut : 

  
   

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

   

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 
  

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

       

 
 

 
   

 

 
 

 

 

 

 
 

 
    

 

 
 

 

 

 
 

 
     

 

 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

        

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   

 
 

 

 

 

 
  

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 
 

 

 
  

 

 

 

 
 

 

 

       

 
 

 
   

 

 
 

 

 

 

 
 

 
    

 

 
 

 

 

 
 

 
     

 

 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

       

  

 

5.2 Saran 

Dalam pembahasan yang telah dikemukakan, penulis hanya membahas 

tentang langkah-langkah dan cara menentukan invers matriks 

           (         ) berordo     dengan     menggunakan matriks 

blok    . Bagi pembaca yang tertarik dengan topik ini dapat menjadikan 

sebagai sumber referensi dengan melanjutkan pembahasan pada matriks tersebut 

menggunakan metode lainnya untuk memperoleh invers matriks             

yang merupakan salah satu matriks sirkulan.  
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