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ABSTRAK 

Ketidakseimbangannya antara persediaan dan permintaan barang merupakan hal umum yang sering 

terjadi di suatu perusahaan. Hal ini disebabkan karena adanya faktor kerusakan dan perubahan 

permintaan. Oleh karena itu, perlu adanya pengendalian terhadp persediaan barang yang dilakukan 

dengan teori kendali optimal yang bertujuan untuk mendapatkan persamaan tingkat persediaan yang 

optimal. Penelitian ini membahas tentang penerapan teori kendali optimal pada model persediaan 

barang yang mengalami penurunan. Model persediaan barang yang digunakan adalah persamaan 

differensial dinamik dimana fungsi permintaannya diubah menjadi fungsi eksponensial. 

Berdasarkan persamaan differensial dinamik dan fungsi tujuan diberikan bentuk persamaan 

Hamilton dan persamaan Lagrange. Persamaan yang ada digunakan untuk mendapatkan solusi 

persamaan tingkat persediaan yang optimal. Berdasarkan contoh yang telah diberikan diperoleh 

tingkat persediaan kurva menurun atau stabil asimtotik pada waktu yang telah ditentukan.     
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ABSTRACT 

 
The imbalance between supply and demand for goods is a common thing that often occurs in a 

company. This is due to the factor of damage and changes in demand. Therefore, it is necessary to 

control the inventory of goods carried out with optimal control theory which aims to obtain the 

optimal inventory level equation. This study discusses the application of optimal control theory to a 

declining inventory model. The supply model used is a dynamic differential equation where the 

demand function is converted into an exponential function. Based on the dynamic differential 

equation and the objective function, the Hamilton equation and Lagrange equation are given. The 

existing equation is used to obtain the optimal inventory level equation solution. Based on the 

examples that have been given obtained inventory level of the curve decreases or stabilizes at a 

given time. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1  Latar Belakang 

Banyak permasalahan yang terjadi dalam kehidupan sehari-hari yang 

melibatkan teori kendali optimal. Salah satunya berupa penerapan teori kendali 

optimal pada masalah tingkat persediaan, dimana permasalahan tersebut sering 

terjadi pada perusahaan yang bergerak dalam bidang perdagangan maupun 

manufaktur. Persediaan didefenisikan sebagai barang yang disimpan untuk 

digunakan atau dijual pada periode mendatang. Persediaan termasuk bagian 

terpenting dalam menjaga kelancaran agar produksi barang  dengan permintaan 

konsumen terpenuhi secara optimal. Ada beberapa faktor dalam suatu model 

persediaan, diantaranya faktor kerusakan dan permintaan barang.  

Hal umum yang sering terjadi dalam sistem persediaan salah satunya berupa 

kerusakan barang. Mutu dan kualitas barang yang menurun selama periode 

penyimpanan dapat menyebabkan kerugian terhadap perusahaan. Akibatnya, 

perusahaan akan menanggung resiko kekurangan persediaan yang menyebabkan 

produksi barang dan permintaan konsumen tidak terpenuhi secara optimal dan 

menurunnya keuntungan. Maka dari itu, pengendalian terhadap persediaan perlu 

dilakukan guna menyeimbangkan tingkat permintaan dan persediaan dengan 

menerapkan aplikasi teori kendali. 

 Kendali optimal pada persediaan menggunakan teori kendali optimal dapat 

diketahui dari beberapa jurnal penelitian, diantaranya pada jurnal penelitian [1] 

Penelitian tersebut membahas mengenai penerapan teori kendali untuk masalah 

persediaan yang menitikberatkan pada analisis sistem persediaan barang dalam 

bentuk nonlinier dengan memperhitungkan tingkat kerusakan sebagai fungsi waktu 

dengan jumlah yang tersedia untuk mencapai hasil yang optimal. Penelitian lainnya 

yang juga dilakukan oleh [2] membahas tentang pengendalian persediaan yang 

mengalami peningkatan dan penurunan barang yang tergarap menggunakan teknik 
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kendali optimal agar persediaan dapat diatur sesuai tingkat permintaan secara 

optimasi dengan biaya penyimpanan.  

Pada penelitian yang dilakukan oleh [3] menyebutkan bahwa perusahaan 

mengalami penurunan yang disebabkan oleh kerusakan dan permintaan. Akibatnya, 

perusahaan tersebut melakukan produksi secara terus menerus untuk meningkatkan 

kembali persediaan sehingga tingkat permintaan terpenuhi. Peneliti juga 

menyebutkan bahwa penelitian tersebut dapat dikembangkan dengan merubah 

tingkat kerusakan menggunakan metode eksponensial. 

Berdasarkan uraian dari beberapa penelitian yang telah dipaparkan, penulis 

tertarik melakukan penelitian mengenai penerapan teori kendali pada masalah 

persediaan barang yang mengalami penurunan dengan mengubah fungsi 

permintaan dan fungsi kerusakan barang pada penelitian [3] ke dalam bentuk fungsi 

eksponensial.  Sehingga penulis mengambil judul “Aplikasi Kendali Optimal 

Dalam Masalah Inventori Dengan Tingkat Permintaan Berupa Fungsi 

Eksponensial”.   

1.2  Rumusan Masalah 

Berdasarkan uraian dari latar belakang di atas, maka rumusan masalah dalam 

tugas akhir ini adalah sebagai berikut: 

1. Bagaimana menentukan tingkat persediaan barang untuk model persediaan 

yang mengalami penurunan dalam waktu berhingga dengan tingkat 

permintaan berupa fungsi eksponensial? 

2. Bagaimana analisis kestabilan bentuk model persediaan barang yang 

mengalami penurunan untuk waktu berhigga dengan tingkat permintaan 

berupa fungsi eksponensial? 

1.3  Batasan Masalah 

Adapun batasan masalah dalam tugas akhir ini adalah sebagai berikut: 

1. Permasalahan difokuskan pada persediaan yang mengalami penurunan.   

2. Fungsi tujuan berbentuk kuadratik untuk waktu berhingga. 
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1.4  Tujuan Penelitian 

Tujuan penelitian tugas akhir ini adalah sebagai berikut: 

1. Mendapatkan persamaan tingkat persediaan yang optimal pada model 

persediaan yang mengalami penurunan untuk waktu berhingga dengan 

tingkat permintaan berupa fungsi eksponensial.  

2. Mendapatkan kestabilan model matematika dari model persediaan yang 

mengalami penurunan untuk waktu berhingga dengan tingkat permintaan 

berupa fungsi eksponensial. 

1.5  Manfaat Penelitian 

Manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Sebagai sarana menambah wawasan dan ilmu pengetahuan mengenai teori 

kendali optimal.  

2. Memberi kontribusi terhadap pembaca dalam mempelajari dan memperdalam 

masalah kestabilan barang yang mengalami penurunan untuk waktu 

berhingga. 

3. Sebagai literature penunjang khususnya bagi mahasiswa yang menempuh 

mata kuliah teori kendali. 

1.6  Sistematika Penelitian 

Agar penulisan Proposal Tugas Akhir inilebih terarah dan mudah dipahami 

maka digunakaan sistematika penulisan yang mencakup tiga bab, diantaranya 

sebagai berikut: 

BAB I PENDAHULUAN 

Bab ini berisi tentang landasan pengambilan ide penelitian yang 

akan dijelaskan melalui latar belakang, rumusan masalah, batasan 

masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian dan sistematika 

penulisan. 
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BAB II LANDASAN TEORI 

Bab ini berisi tentang teori dasar mengenai hal-hal yang dapat 

digunakan sebagai acuan dan landasan untuk mengembangkan 

penelitian ini. Konsep dan teori terkait perlu dijelaskan, seperti: 

tuliskan konsep dan teori terkait dan kajian terkait sebelumnya. 

BAB III  METODOLOGI PENELITIAN 

Bab ini berisi tahapan-tahapan yang dilakukan penulis untuk 

mencapai tujuan penelitian mulai dari metode penelitian, teknik 

penggalian data sampai tahapan penelitian. 

 

  



5 

 
 

BAB II 

LANDASAN TEORI 

 

2.1  Model Persediaan Barang  

Berdasarkan [4] pembentukan model ini didasarkan pada sistem persediaan 

yang mengalami kenaikan dan penurunan barang. Diasumsikan bahwa fase pertama 

dari 𝑡0 hingga 𝑡1 untuk tingkat persediaan yang meningkat, kemudian fase kedua 

dari  𝑡1 hingga 𝑡2 untuk tingkat persediaan yang menurun. Berikut ini digambarkan 

model persediaan sebagai berikut : 

 

Gambar 2.1 Model Persediaan Barang dengan Perubahan Fase [4] 

Pada Gambar 2.1 di atas ada dua kasus model persediaan yang dibahas, yaitu 

kasus model kenaikan barang dan model penurunan barang. Namun dalam 

penelitian ini yang akan dibahas hanya pada kasus penurunan barang. Berdasarkan 

[2] membahas bahwa kasus penurunan barang dapat didefenisikan dalam 

persamaan differensial, yaitu: 

𝐼̇ = 𝑃(𝑡) − 𝐷(𝑡) + 𝑣(𝑡)𝐼(𝑡)     ,     𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2] (2.1) 

dengan 𝑣(𝑡) = 𝑚(𝑡) − 𝜃(𝑡), 𝑃(𝑡) ≥ 0. Kemudian, untuk memastikan tingkat 

persediaan menurun dari 𝑡1 hingga 𝑡2, lebih lanjut Persamaan (2.1) memenuhi : 

𝑃(𝑡) − 𝐷(𝑡) + 𝑣(𝑡)𝐼(𝑡) > 0 (2.2) 

dengan 

𝐼(𝑡) : tingkat fungsi persediaan  

𝑃(𝑡) : tingkat fungsi produksi 
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𝐷(𝑡) : fungsi permintaan 

𝐼0 : tingkat nilai awal persediaan 

𝑚(𝑡) : rata-rata fungsi kenaikan 

𝜃(𝑡) : rata-rata fungsi kemerosotan 

𝑣(𝑡) : selisih rata-rata fungsi kenaikan dan penurunan 

Selanjutya dari [2], diketahui fungsi tujuan dari model persediaan barang yang 

mengalami penurunan sebagai berikut : 

𝐽 =
1

2
∫ {ℎ[𝐼(𝑡) − 𝐼]

2
+ 𝐾[𝑃(𝑡) − �̂�]

2
} 𝑑𝑡

𝑡

0

 (2.3) 

dengan  

�̂� : tingkat produksi tujuan 

𝐼 : tingkat persediaan tujuan 

ℎ : koefisien biaya penyimpanan 

𝐾 : koefisien biaya produksi 

Persamaan dinamik (2.1) dan fungsi tujuan (2.3) akan dicari kendali optimal tingkat 

produksi menggunakan aplikasi kendali optimal. 

2.2  Kendali Optimal Waktu Kontinu 

Berdasarkan [5] diberikan persamaan diferensial dinamik yaitu sebagai berikut: 

�̇�(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡) (2.4) 

Pada bagian ini akan dibahas mengenai kendali optimal waktu kontinu. Dengan 

𝑥(𝑡) vektor state dan 𝑢(𝑡) fungsi kendali dimana 𝑥(𝑡) , 𝑢(𝑡) ∈ 𝑅𝑛 . Kemudian 

persamaan fungsi tujuannya yaitu : 

𝐽(𝑡) = 𝑞 (𝑥(𝑇𝑓)) + ∫ 𝑔(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)𝑑𝑡
𝑇𝑓

𝑡0
  (2.5) 

Dimana :  

𝑡0 : waktu awal   

𝑇𝑓 : waktu akhir 

Selanjutnya, didefenisikan fungsi Hamilton sebagai berikut : 

𝐻 = 𝑔(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡) + 𝜆𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡) (2.6) 
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Berdasarkan [6] diberikan persamaan State, Costate, dan Stasioner sebagai 

berikut: 

1. Persamaan State: �̇� =
𝜕𝐻

𝜕𝜆
 

2. Persamaan Costate: −�̇� =
𝜕𝐻

𝜕𝑥
 

3. Persamaan Stasioner: 
𝜕𝐻

𝜕𝑢
= 0 

Kemudian dibentuk fungsi Lagrange sebagai berikut: 

𝐿 = 𝑔(𝑥(𝑥), 𝑢(𝑥), 𝑡) + (𝜆 − 𝜇)𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡)     ,     𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑇] (2.7) 

Dengan syarat kondisi optimal: 

𝐻𝑢 = 0 

𝐿𝐼 = −𝜆 

𝐿𝑢 = 0 

𝜇 ≥ 0 , 𝜇𝑔 ≥ 0 

 

2.3  Bentuk Kuadratik 

Pada bagian ini dipaparkan bentuk kuadratik suatu matriks yang memiliki 

sifat definit. Diberikan bentuk kuadratik sebagai berikut : 

𝒙𝑇𝐴𝒙 (2.8) 

Dengan entri matriks 𝐴 adalah 𝑐𝑖𝑗 = 𝑐𝑗𝑖 untuk semua 𝑖 dan 𝑗. Selanjutnya untuk 

𝒙𝑇 = [𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛] maka Persamaan (2.8) dapat diuraikan menjadi : 

𝒙𝑇𝐴𝒙 = 𝑐11𝑥1
2 + 𝑐12𝑥1𝑥2 + 𝑐13𝑥1𝑥3 + ⋯ + 𝑐(𝑛−1)𝑛𝑥𝑛−1𝑥1 + 𝑐𝑛𝑛𝑥𝑛

2 

= ∑ ∑ 𝑐𝑖𝑗 𝑥𝑖𝑥𝑗
𝑛
𝑗=1

𝑛
𝑖=1   (2.9) 

  Persamaan (2.9) memiliki  𝑛 banyak variabel 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 dengan 𝑖 = 𝑗 =

𝑛 dan 𝑐𝑖𝑗 ∈ ℝ. Menurut i [7] dijelaskan bahwa sifat definit dari Persamaan (2.8) 

dapat diperoleh dengan menghitung nilai eigen dari matriks 𝐴. Jika matriks 𝐴 

berukuran 𝑛 x 𝑛 dan 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛 merupakan nilai eigen dari matriks 𝐴, maka 

bentuk kuadratik 𝒙𝑇𝐴𝒙 memenuhi: 

1. Definit positif jika dan hanya jika 𝜆𝑖 > 0 untuk semua 𝑖. 

2. Semi definit positif jika dan hanya jika 𝜆𝑖 ≥ 0 untuk semua 𝑖. 
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3. Definit negatif jika dan hanya jika 𝜆𝑖 < 0 untuk semua 𝑖. 

4. Semi definit negatif jika dan hanya jika 𝜆𝑖 ≤ 0 untuk semua 𝑖. 

5. Sifat undefinit tidak memenuhi sifat di atas.     

Berikutnya untuk melengkapi pembahasan bagian ini, diberikan contoh 

sebagai berikut: 

Contoh 2.1: 

Bentuklah persamaan 𝑥1
2 + 4𝑥1𝑥2 + 4𝑥2

2 ke dalam bentuk kuadratik dan tentukan 

sifat definit dari matriks 𝐴. 

Penyelesaian :  

𝑥1
2 + 4𝑥1𝑥2 + 4𝑥2

2 = 𝑥1
2 + 2𝑥1𝑥2 + 2𝑥2𝑥1 + 4𝑥2

2 

= 𝑥1𝑥1 + 2𝑥1𝑥2 + 2𝑥2𝑥1 + 4𝑥2𝑥2 

= (𝑥1 + 2𝑥2)𝑥1 + (2𝑥1 + 4𝑥2)𝑥2 

= [𝑥1 + 2𝑥2 2𝑥1 + 4𝑥2] [
𝑥1

𝑥2
] 

= [𝑥1 𝑥2] [
1 2
2 4

] [
𝑥1

𝑥2
] 

Kemudian untuk sifat definit didapat penyelesaiannya sebagai berikut: 

Dari matriks 𝐴 = [
1 2
2 4

] diperoleh nilai eigennya  

𝐷𝑒𝑡 (𝜆I − 𝐴) = 0 

𝐷𝑒𝑡 ([
𝜆 0
0 𝜆

] − [
1 2
2 4

]) = 0 

𝐷𝑒𝑡 [
(𝜆 − 1) −2

−2 (𝜆 − 4)
] = 0 

((𝜆 − 1)(𝜆 − 4)) − (−2 − 2) = 0 

𝜆2 − 5𝜆 = 0 

𝜆1 = 0,  𝜆2 = 5 

Sehingga, dari nilai eigen diatas dapat disimpulkan bahwa bentuk kuadratik di atas 

bersifat semi definit positif. 

2.4 Persamaan Differensial Biasa  

Berdasarkan Persamaan differensial biasa merupakan suatu persamaan 

differensial yang melibatkan hanya satu variabel bebas. Persamaan differensial 
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biasa dibagi menjadi persamaan differensial biasa orde satu dan persamaan 

differensial orde dua. Bentuk persamaan differensial biasa yang orde satu seperti 

pada persamaan berikut: 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦) (2.10) 

Dengan 𝑓(𝑥, 𝑦) adalah fungsi dalam dua variabel yang diberikan dan kontinu 

di 𝑥 dan 𝑦. Menurut [8], apabila fungsi 𝑓(𝑥, 𝑦)dalam Persamaan (2.10) berbentuk 

linear pada varibel bebas y, maka persamaan tersebut dapat dituliskan dalam 

bentuk: 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
𝑃(𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥) (2.11) 

 Dimana 𝑃 dan 𝑄 dalam fungsi 𝑥. Sehingga solusi untuk Persamaan (2.11) dapat 

ditulis ke dalam bentuk beriku: 

𝑦 = 𝑒− ∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥 [∫ 𝑄(𝑥)𝑒∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥 + 𝐶] (2.12) 

2.4.1  Persamaan Differensial Biasa Nonhomogen Koefisien Konstanta 

Bentuk umum dari persamaan differensial nonhomogen ditulis sebagai 

berikut: 

𝑎
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑏

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑐𝑦 = 𝑔(𝑥) (2.13) 

Apabila 𝑔(𝑥) = 0 maka persamaan tersebut merupakan persamaan 

differensial homogen, sedangkan jika 𝑔(𝑥) ≠ 0 maka persamaan tersebut 

merupakan persamaan differensial nonhomogen. Selanjutnya dimisalkan 𝑦𝑐(𝑥) =

𝑐1𝑦1(𝑥) + 𝑐2𝑦2(𝑥) adalah penyelesaian dari persamaan homogen  

𝑎
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑏

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑐𝑦 = 0 (2.14) 

Persamaan (2.14)dapat diselesaikan dengan memisalkan 𝑦 = 𝑒𝑟𝑥, sehingga 

diperoleh: 

𝑎
𝑑2(𝑒𝑟𝑥)

𝑑𝑥2
+ 𝑏

(𝑒𝑟𝑥)

𝑑𝑥
+ 𝑐𝑒𝑟𝑥 = 0 

𝑎𝑟2𝑒𝑟𝑥 + 𝑏𝑟𝑒𝑟𝑥 + 𝑐𝑒𝑟𝑥 = 0 



10 

 
 

𝑒𝑟𝑥(𝑎𝑟𝑟 + 𝑏𝑟 + 𝑐) = 0 

Sehingga didapat 𝑒𝑟𝑥 = 0, maka 𝑦(𝑥) = 𝑒𝑟𝑥 merupakan penyelesaian dari 

Persamaan (2.14) jika dan hanya jika 𝑟 memenuhi persamaan karakteristik berikut: 

𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐 = 0 (2.15) 

Adapun penyelesaian dari Persamaan karakteristik (2.15) adalah sebagai 

berikut: 

𝑟1 =
−𝑏 + √𝑎2 − 4𝑎𝑐

2𝑎
 

dan 

𝑟2 =
−𝑏 − √𝑎2 − 4𝑎𝑐

2𝑎
 

Penyelesaian persamaan karakteristik pada Persamaan (2.15) bergantung 

pada nilai diskriminan. Adapun bentuk-betuk penyelesaian berdasarkan nilai 

diskriminan adalah sebagai berikut: 

a. Akar-akar Real dan Berbeda (𝑏2 − 4𝑎𝑐 > 0) 

Apanila akar-akar 𝑟1 dan 𝑟2 dalam persamaan karakteristik  

𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐 = 0 merupakan bilangan real dan berbeda, maka didapat 

penyelesaian umum dari Persamaan (2.14) adalah: 

𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑒𝑟1𝑥 + 𝑐2𝑒𝑟2𝑥 (2.16) 

Dengan 𝑐1 dan 𝑐2 adalah konstanta sembarang 

b. Akar-akar Berulang (𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 0) 

Apabila akar-akar 𝑟1 dan 𝑟2 dalam persamaan karakteristik  

𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐 = 0 adalah (𝑟1 = 𝑟2), maka penyelesaian umum dari 

Persamaan (2.14) adalah: 

𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑒𝑟1𝑥 + 𝑐2𝑥𝑒𝑟2𝑥 (2.17) 

Dengan 𝑐1 dan 𝑐2 adalah konstanta sembarang 

c. Akar-akar Imajiner (𝑏2 − 4𝑎𝑐 < 0) 

Apabila akar-akar 𝑟1 dan 𝑟2 dalam persamaan karakteristik  

𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐 = 0 merupakan bilangan kompleks (𝑟1 = 𝛼 + 𝑖𝛽 𝑑𝑎𝑛 𝑟2 =

𝛼 − 𝑖𝛽), maka penyelesaian umum dari Persamaan (2.14) adalah: 
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𝑦(𝑥) = 𝑒𝛼𝑥(𝑐1 cos 𝛽𝑥 + 𝑐2 sin 𝛽𝑥) (2.18) 

Dengan 𝑐1 dan 𝑐2 adalah konstanta sembarang 

Selanjutnya penyelesaian dari persamaan nonhomogen disimbolkan dengan 

𝑦𝑝(𝑥). Sehingga, penyelesaian umum dari Persamaan Nonhomogen (2.13) dapat 

ditulis dalam bentuk berikut: 

𝑦(𝑥) = 𝑦𝑐(𝑥) + 𝑦𝑝(𝑥) (2.19) 

Contoh 2.2 : 

Tentukan penyelesaian umum dari persamaan differensial nonhomogen berikut : 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 3

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 10𝑦 = 𝑥2 

Penyelesaian : 

Langkah awal yang harus dilakukan adalah menentukan penyelesaian umum 

persamaan diferensial biasa homogen 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 3

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 10𝑦 = 0 

Selanjutnya dibentuk persamaan karakteristik untuk persamaan homogen yaitu : 

𝑟2 + 3𝑟 − 10 = 0 

(𝑟 − 2)(𝑟 + 5) = 0 

𝑟1 = 2 , 𝑟2 = −5 

Sehingga diperoleh penyelesaian : 

𝑦𝑐(𝑥) = 𝑐1𝑒2𝑥 + 𝑐2𝑒−5𝑥 

Kemudian untuk penyelesaian 𝑦𝑝(𝑥) diberikan oleh: 

𝑦𝑝(𝑥) = 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥 + 𝐶 

Maka, 

𝑦𝑝
′(𝑥) = 2𝐴𝑥 + 𝐵 dan 𝑦𝑝

′′(𝑥) = 2𝐴 

Untuk menentukan nilai 𝐴, 𝐵, dan 𝐶 maka disubstitusikan nilai-nilai 𝑦(𝑥), 𝑦𝑝
′(𝑥), 

dan 𝑦𝑝
′′(𝑥) ke dalam persamaan 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 3
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 10𝑦 = 𝑥2 sehingga diperoleh: 

2𝐴 + 3(2𝐴𝑥 + 𝐵) − 10(𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥 + 𝐶) = 𝑥2 
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Dengan menggunakan kesamaan koefisien untuk persamaan diatas maka didapat 

nilai 𝐴 = −
1

10
, 𝐵 = −

3

50
, dan 𝐶 = −

19

500
, sehingga: 

𝑦𝑝(𝑥) = −
1

10
𝑥2 −

3

50
𝑥 −

19

500
 

Jadi, penyelesaian umum untuk persoalam diatas adalah menjumlahkan persamaan 

𝑦𝑐(𝑥) dengan persamaan 𝑦𝑝(𝑥) sehingga diperoleh : 

𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑒2𝑥 + 𝑐2𝑒−5𝑥 −
1

10
𝑥2 −

3

50
𝑥 −

19

500
 

2.5 Kestabilan 

Sebelum membahas tentang kestabilan, terlebih dahulu dibahas tentang titik 

ekuilibrium berdasarkan definisi yang diberikan sebagai berikut: 

Defenisi 2.5.1 [5] Diberikan persamaan diferensial orde satu yaitu �̇� = 𝒇(𝒙) 

dengan nilai awal 𝑥(0) = 𝒙0, sebuah vektor �̅� yang memenhi 𝒇(�̅�) = 0 disebut titik 

ekuilibrium. 

Untuk lebih memahami defenisi di atas diberikan contoh sebagai berikut: 

Contoh 2.3 : 

Tentukan titik ekuilibrium dari persamaan berikut: 

�̇� = 6𝑥 

Penyelesaian: 

Diketahui  

�̇� = 6𝑥 

Sehingga diperoleh titik ekuilibriumnya: 

�̅� = 0 

Definisi titik ekuilibrium di atas diberikan untuk memudahkan dalam 

memahami pengertian dari kestabilan, diberikan definisi perihal kestabilan sebagai 

berikut: 

Definisi 2.5.2 [5] Titik ekuilibrium �̅� dikatakan stabil jika ∀휀 > 0, ∃𝛿 > 0 sehingga 

‖𝒙𝟎 − �̅�‖ < 𝛿 maka ‖𝒙(𝑡, 𝒙𝟎) − �̅�‖ < 휀 untuk semua 𝑡 ≥ 0. Titik ekuilibrium �̅� 

dikatakan stabil asimtotik jika �̅� merupakan titik stabil dan ∃𝛿 > 0 sehingga 

lim
𝑡→∞

‖𝒙(𝑡, 𝒙𝟎) − �̅�‖ = 0 memenuhi ‖𝒙𝟎 − �̅�‖ < 𝛿. Titik ekuilibrium dikatakan 
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tidak stabil jika �̅� tidak stabil dan bergerak menjauhi titik kesetimbangan seiring 

bertambahnya 𝑡. 

Contoh 2.4 : 

Tentukan kestabilan dari persamaan diferensial berikut �̇� = −6𝑥 dengan diperoleh 

titik ekuilibrium �̅� = 0 

Penyelesaian : 

Sebelum dianalisa kestabilan, maka diberi solusi sebagai berikut 

�̇� = −6𝑥 

𝑑𝑥

𝑥
= −6𝑑𝑡  

∫
𝑑𝑥

𝑥
= ∫ −6𝑑𝑡  

ln 𝑥 = −6𝑡 + 𝑐  

karena 𝑥(0) = 𝑥0 maka 𝑐 = ln 𝑥0 

Sehingga: 

ln 𝑥 − 𝑐 = −6𝑡 

ln 𝑥 − ln 𝑥0 = −6𝑡 

ln
𝑥

𝑥0
= −6𝑡 

𝑥 = 𝑥0𝑒−6𝑡 

Kemudian, untuk melihat kecenderungan 𝑒−6𝑡 dapat dilihat pada grafik berikut: 
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Gambar 2.2 Grafik fungsi 𝒇(𝒕) = 𝒆−𝟔𝒕 

Berdasarkan Gambar 2.2 jika 𝑡 → 10 maka 𝑥 → 0 sehingga disimpulkan bahwa  

�̇� = −6𝑥 stabil asimtotik karena solusinya menuju 0.   
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BAB III 

METODOLOGI PENELITIAN 

 

Tugas akhir ini membahas penyelesaian sistem kendali optimal persediaan 

barang yang mengalami penurunan dengan tingkat permintaan berupa fungsi 

eksponensial. Dalam penelitian ini akan dilakukan tahapan-tahapan sebagai 

berikut: 

1. Diketahui persamaan differensial dinamik untuk penurunan barang dengan 

tingkat permintaan sebagai berikut:  

𝐼̇ = 𝑃(𝑡) − 𝐷(𝑡) − 𝜃(𝑡)𝐼(𝑡)     ,     𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2] 

diubah fungsi permintaan nya dengan: 

𝐷(𝑡) = 𝑒−𝜃(𝑡) 

dan diketahui fungsi tujuan pada Persamaan (2.3) sebagai berikut: 

𝐽 =
1

2
∫ {ℎ[𝐼(𝑡) − 𝐼]

2
+ 𝐾[𝑃(𝑡) − �̂�]

2
} 𝑑𝑡

𝑡

0

 

2. Diperolah persamaan Hamilton dan fungsi Lagrange dari persamaan 

differensial dinamik untuk kasus penurunan barang. 

3. Kemudian ditentukan kondisi optimal dengan syarat 𝐻𝑃 = 0 sehingga 

didapat fungsi kendali yaitu tingkat produksi 𝑃(𝑡) dan ditentukan 𝐿1 = −�̇�, 

dan 𝐿𝑃 = 0.  

4. Selanjutnya, 𝑃(𝑡) disubstitusikan ke persamaan differensial dinamik yang 

telah dipaparkan pada langkah 1. 

5. Membentuk turunan kedua dari persamaaan differensial dinamik yang telah 

disubstitusi kendali 𝑃(𝑡). 

6. Mencari solusi persamaan diferensial orde dua pada langkah 5, sehingga 

didapat solusi tingkat inventori. 

7. Berdasarkan nilai parameter yang diambil dari [3] dilakukan simulasi 

numerik. 
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BAB V 

PENUTUP 

 

5.1  Kesimpulan  

Berdasarkan hasil penelitian dan uraian yang dilakukan pada Bab 

sebelumnya, maka diperoleh kesimpulan dari persamaan differensial dinamik 

dalam penurunan barang pada waktu berhingga sehingga diperoleh persamaan 

yaitu: 

𝐼̇ = 𝑃(𝑡) − 𝑒−𝜃(𝑡) − 𝜃(𝑡)𝐼(𝑡)       ,      𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2] 

Dengan fungsi tujuan dari model persediaan barang yang mengalami 

penurunan barang yaitu sebagai berikut : 

𝐽 =
1

2
∫ {ℎ[𝐼(𝑡) − 𝐼]

2
+ 𝐾[𝑃(𝑡) − �̂�]

2
} 𝑑𝑡

𝑡

0

 

Kemudian, Persamaan Hamilton didefenisikan sebagai berikut: 

𝐻 =
1

2
[ℎ(𝐼(𝑡) − 𝐼)

2
+ 𝐾(𝑃(𝑡) − �̂�)

2
] + 𝜆 𝑃(𝑡) − 𝜆𝑒−𝜃(𝑡) − 𝜃(𝑡)𝐼(𝑡) 

Dan persamaan Lagrange yang didefenisikan sebagai berikut: 

𝐿 =
1

2
[ℎ(𝐼(𝑡) − 𝐼)

2
+ 𝐾(𝑃(𝑡) − �̂�)

2
] + 𝜆 𝑃(𝑡) − 𝜆𝑒−𝜃(𝑡) − 𝜆𝜃(𝑡)𝐼(𝑡) − 𝜇 𝑃(𝑡) 

+𝜇𝑒−𝜃(𝑡) + 𝜇𝜃(𝑡)𝐼(𝑡) 

Kemudian, dinotasikan 𝛼1(𝑡) =
−ℎ𝐼

𝐾
− 𝜃(𝑡)�̂� + 𝑒−𝜃(𝑡)�̇�(𝑡) + 𝑒−𝜃(𝑡)𝜃(𝑡), 

sehingga diperoleh 𝐼̈ − (
ℎ

𝐾
− �̇�(𝑡) + (𝜃(𝑡))

2
) 𝐼(𝑡) = 𝛼1(𝑡). Persamaan tersebut 

digunakan untuk mendapatkan tingkat persediaan yang optimal dengan mencari 

solusi dari persamaan diferensial orde dua nonhomogen tersebut. Lebih lanjut, 

solusi tersebut diamati dalam kasus dengan bentuk solusi eksplisit yaitu : 

1. Tingkat produksi untuk model persediaan yang mengalami penurunan dan 

perubahan tingkat permintaan, maka persamaan tingkat produksi yaitu : 
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𝑃(𝑡) = −𝑐1(−𝑟 − 𝜃(𝑡))𝑒𝑟𝑡 − 𝑐2(𝑟 − 𝜃(𝑡))𝑒−𝑟𝑡 + �̇�(𝑡) + 𝜃(𝑡)𝑄(𝑡) 

+𝑒−𝜃(𝑡) 

Kendali ini akan memberikan tingkat produksi optimal yang diperlukan pada 

tingkat persediaan yang mengalami penurunan dan perubahan tingkat 

permintaan. 

Dengan persamaan tingkat persediaan yaitu: 

𝐼(𝑡) = 𝑐1𝑒𝑟𝑡+𝑐2𝑒−𝑟𝑡 + 𝑄(𝑡) 

𝑄(𝑡) =
ℎ𝐼 + 𝐾 (−𝜃(𝑡)�̂� + 𝑒−𝜃(𝑡)�̇�(𝑡) + 𝑒−𝜃(𝑡)𝜃(𝑡))

𝐾 (−
ℎ
𝐾 + �̇�(𝑡) − (𝜃(𝑡))2)

 

𝑐1 =
1

(𝑒𝑟𝑡1−𝑟𝑡2)(𝐾(𝑟 − 𝜃(𝑡2))) + (𝑒𝑟𝑡2−𝑟𝑡1 )(𝐾(𝑟 + 𝜃(𝑡2)))
 

(𝐾(𝑟 − 𝜃(𝑡2))𝑒−𝑟𝑡2)(𝑀 − 𝑄(𝑡1)) + ((𝑒−𝑟𝑡1)) 

(𝐾(−𝑄(𝑡2) − 𝜃(𝑡2)𝑄(𝑡2) + �̂� − 𝑒−𝜃(𝑡2))) 

dan 

𝑐2 =
1

(𝑒𝑟𝑡1−𝑟𝑡2)(𝐾(𝑟 − 𝜃(𝑡2))) + (𝑒𝑟𝑡2−𝑟𝑡1 )(𝐾(𝑟 + 𝜃(𝑡2)))
 

(−𝐾(𝑟 − 𝜃(𝑡2))𝑒𝑟𝑡2)(𝑀 − 𝑄(𝑡1)) + ((𝑒𝑟𝑡1 )) 

(𝐾(𝑄(𝑡2) + 𝜃(𝑡2)𝑄(𝑡2) − �̂� + 𝑒−𝜃(𝑡2))) 

Dianalisis kestabilan untuk 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2] pada persamaan 𝐼(𝑡) =

𝑐1𝑒𝑟𝑡+𝑐2𝑒−𝑟𝑡 + 𝑄(𝑡) akan mencapai kestabilan untuk 𝑡 → 𝑡2. Tingkat 

persediaan berdasarkan parameter yang diberikan pada contoh 4.1 mengalami 

penurunan pada saat 𝑡 → 15 dan pada contoh 4.2 mengalami penurunan pada 

saat 𝑡 → 18. Artinya perusahaan mengalami penurunan yang disebabkan oleh 

permintaan barang. 
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5.2  Saran 

Tugas akhir ini memaparkan tentang model persediaan barang yang 

mengalami penurunan dengan perubahan tingkat permintaan dan menyelesaikan 

dengan menggunakan teknik kendali optimal, maka diharapkan bagi pembaca yang 

tertarik dengan penelitian ini dapat mengembangkan penelitian dengan merubah 

tingkat permintaan dalam bentuk fungsi lainnya. 

Demikian, saran yang siampaikan penulis, semoga pembaca bias 

mengembangkan lebih lanjut tentang persamaan differensial dinamik. Penulis juga 

meminta saran dan kritikan yang membangun dari pembaca demi kesempurnaan 

tugas akhir ini. 
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LAMPIRAN 
1. Uji kestabilan untuk barang pada perusahaan ke-1 yang mengalami 

penurunan eksponensial dibantu dengan aplikasi maple. 

>  
>  

>  

>  

>  

>  

>  

>  

 

2. Uji kestabilan untuk barang pada perusahaan ke-2 yang mengalami 

penurunan eksponensial dibantu dengan aplikasi maple. 
>  
>  

>  

>  
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