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ABSTRAK 

 

Aero Pendulum merupakan perangkat yang dirancang sebagai salah satu implementasi nyata pada proses 

pengendalian sikap terbang pada UAV (Unmanned Aerial Vehicle) yang diujung pendulumnya dipasang 

sebuah motor, dengan lengan yang memiliki titik ayun dan bergerak secara aero dinamis. Permasalahan yang 

terdapat pada saat memulai percobaan aero pendulum secara open loop, yang masih mendapatkan osilasi dan 

stabilitas posisi sudut saat mencapai sudut yang diinginkan. Penelitian ini memiliki tujuan yakni merancang 

kendali Linear Quadratic Regulator (LQR)-PID sebagai pengendali posisi sudut pada Aero Pendulum. 

Berdasarkan penelitian yang dilakukan kendali LQR-PID mampu bekerja dengan baik dalam penanganan 

Overshoot, Error Steady state, hingga kembali menuju setpoint yang diinginkan. Pengujian menggunakan 

setpoint 45˚, 60˚ dan 90˚, dengan respon terbaik pada sudut 45˚ dengan Delay Time (Td) = 0.1216 detik, Settling 

Time (Ts) = 0.6235 detik, Maximum Overshoot = 0 % dan Ess = 0˚. Hasil yang baik juga didapatkan saat 

melakukan pengujian dengan perubahan setpoint. Sistem mampu mempertahankan kestabilan. Namun, 

didapatkannya nilai error steady state sebesar 0.047˚. 

Kata Kunci: Aero Pendulum, UAV, (LQR)-PID, Setpoint, Sudut 
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ABSTRACT 

 

The Aero Pendulum is a device designed as one of the real implementations of the flight attitude control process 

on a UAV (Unmanned Aerial Vehicle) with a motor attached to the end of the pendulum, with an arm that has 

a swing point and moves aero dynamically. The problem is when starting the open loop aero pendulum 

experiment, which still gets oscillations and stability of the angle position when it reaches the desired angle. 

This study has the aim of designing a Linear Quadratic Regulator (LQR)-PID control as a controller for the 

angle position of the Aero Pendulum. Based on research conducted, LQR-PID control is able to work well in 

handling Overshoot, Error Steady state, until it returns to the desired setpoint. The test uses setpoint 45˚, 60˚ 

and 90˚, with the best response at an angle of 45˚ with Delay Time (Td) = 0.1216 seconds, Settling Time (Ts) 

= 0.6235 seconds, Maximum Overshoot = 0% and Ess = 0˚. Good results are also obtained when testing with 

setpoint changes. system is able to maintain stability. However, the steady state error value is 0.047˚. 

Key Word: Aero Pendulum, UAV, (LQR)-PID, Setpoint, Angle 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1. Latar Belakang 

Seiring perkembangan ilmu pengetahuan dan teknologi saat sekarang ini sudah maju 

dan berkembang pesat. Perkembangan pada saat ini terjadi untuk memenuhi permasalahan 

yang terjadi sehingga kemajuan ini bertujuan untuk mempermudah permasalahan tersebut. 

Perkembangan ini berpengaruh terhadap beberapa hal yaitu salah satunya dibidang 

penerbangan yang mengkaji perkembangan pesawat tak berawak atau Unmanned Aerial 

Vechine (UAV)[1]. Unmanned Aerial Vechine (UAV) merupakan pesawat tanpa awak yang 

dapat dikendalikan dari jarak jauh dimana pilot tidak lagi dipergunakan untuk 

mengoperasikannya atau dapat mengendalikan dirinya sendiri melalui rancangan program 

komputer[2].  

Aero pendulum merupakan pendulum dengan baling-baling disalah satu ujungnya 

(lengan bebas). Baling-baling tersebut digerakkan oleh motor arus searah (DC) yang 

menghasilkan gaya dorong untuk menyesuaikan posisi pendulum sesuai dengan besar 

tegangan yang diberikan[3]. Aero pendulum terdiri dari dua posisi ekuilibrium yaitu stabil 

dan tidak stabil. Posisi stabil adalah posisi pendulum mengarah ke setpoint dan dapat 

mempertahankan nilai yang telah diberikan dan posisi tidak stabil adalah posisi pendulum 

tidak berada pada setpoint yang telah ditentukan[2]. Permasaahan mendasar pada Aero 

Pendulum yaitu pada kestabilan terbangnya, dimana hasil respon sistem memiliki osilasi dan 

overshoot sehingga dibutuhkan pengendali pada sistem Aero Pendulum yang nantinya 

mampu menyesuaikan setpoint yang diberikan. 

Penelitian yang telah membahas tentang sistem Aero pendulum. Salah satunya 

pengendalian sudut pada aero pendulum menggunakan pengendali PID dengan metode 

genetic algorithm optimization. Nilai yang diperoleh menggunakan metode optimasi yaitu 

Kp 0.91, Ki 6.529, dan Kd sebesar 0.65. Dengan data analisa respon respon settling time 

3.379 detik, time delay 1.457 detik dan rise time 4.054 detik. Namun hasil respon masih 

memiliki error steady state 0.0116% pada sudut 45°[2]. 

Kemudian penelitian yang serupa menggunakan Kontroller PID dengan metode 

Tyreus-Luyben dalam mengendalikan sudut pada aero pendulum. Nilai diperoleh 

menggunakan metode tuning Tyreus-Luyben yaitu Kp 0.0313, Ki 0.0355, dan Kd 0.002 

sehingga menghasilkan respon dengan setpoint 60° yaitu time delay 14.49 detik, rise time 
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45.95 detik, settling time 62.74 detik. namun hasil respon pada sistem ini memiliki overshoot 

sebesar 60.8° dan error steady state sebesar 0.1%[4]. 

Penelitian selanjutnya menggunakan kontroller adaptive neuro fuzzy inference sistem 

(ANFIS) dalam mengendalikan sudut pada aero pendulum. Kendali ANFIS digunakan untuk 

mengontrol suatu sistem dengan pergerakan yang kurang baik. Hasil respon keluaran dengan 

menggunakan ANFIS didapatkan rise time 0.8903 detik, settling time 1.1035 detik, time 

peak 1.1484 detik. Pada kontroller menggunakan ANFIS masih adanya overshoot 

sebesar0.4868 % dan error steady state 0.006%[5]. 

Dari beberapa penelitian diatas dan hasil simulasi dari penguji secara open loop pada 

aero pendulum menunjukkan hasil respon keluaran yang berosilasi sangat besar. Studi 

pustaka pada penelitian diatas menunjukkan beberapa pengendali belum menunjukan hasil 

yang bagus dalam kestabilan sistem karena pada penelitian diatas masih memiliki overshoot 

dan error steady state. Sementara kestabilan sistem merupakan faktor penting pada aero 

pendulum saat posisi sudut yang diinginkan. Oleh karena itu, diperlukannya pengendali yang 

mampu meredam error steady state dan mampu mencapai keadaan stabil dalam 

permasalahan kestabilan sistem ini. Maka dari itu pengendali yang dipilih adalah pengendali 

Linear Quadtratic Regulator (LQR). Pengendali LQR dipilih didasari adanya keunggulan 

bersifat Regulator yang terdapat pada LQR. Regulator sebagai pengendalian agar system 

tetap konstan dan dapat bertahan pada keadaan setpoint[6]. Pengendali LQR dengan 

menggunakan IAE diharapakan dapat menjaga kestabilan sistem aero pendulum dari awal 

hingga akhir. Sehingga, dapat memperthankan nilai setpoint yang telah diberikan[7]. 

Namum, berdasarkan hasil uji simulasi pra penelitian aero pendulum belum didapatkan hasil 

yang diharapkan. Karena berdasarkan simulasi hasil pra penelitian, sistem mampu mencapai 

setpoint yang ditentukan namun, masih terdapat osilasi pada sistem Ketika mencapai 

setpoint. Oleh karena itu, pada penelitian ini menggunakan pengendali Linear Quadratic 

Regulator (LQR) akan dikombinasikan dengan pengendali PID. 

Penelitian menggunakan kendali hybrid LQR-PD pada kecepatan motor brushless DC. 

Sistem motor brushless DC dengan pengendali LQR menghasilkan respon keluaran time 

delay 0.00106 detik, settling time 0.00536 detik, rise time 0.00393 detik, dan error steady 

state 0.3%. Pada saat penambahan PD pada pengendali LQR hasil respon keluaran sangat 

cepat dibandingkan hanya menggunakan pengendali LQR saja, hasil respon keluaran LQR-

PD yaitu time delay 0.00045 detik, settling time 0.00228 detik, rise time 0.00168 detik dan 

tidak adanya error steady state maupun overshoot yang terjadi pada sistem ini[8].   
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Pada penelitian yang menggunakan kendali hybrid LQR-PID terihat bahwa error 

steady state yang ada pada pengendali LQR sudah menjadi 0%. Pengendali PID berperan 

untuk mengatasi kelemahan dari pengendali LQR. Pada pra simulasi menggunakan 

pengendali LQR pada sistem aero pendulum yang menimbulkan osilasi dan error steady state 

pada sistem ini, dimana pengendali kendali proporsional (P) mempunyai keunggulan rise 

time yang cepat, aksi kendali integral (I) mempunyai keunggulan untuk memperkecil error, 

dan aksi kendali derivative (D) mempunyai keunggulan untuk memperkecil overshoot dan 

osilasi[9]. 

Berdasarkan studi literatur yang telah dilakukan. Penulis akan mengkombinasikan 

pengendali LQR-PID dalam menjaga kestabilan pada sistem aero pendulum. Maka penulis 

akan mengajukan judul Tugas Akhir yaitu “PERANCANGAN KENDALI HYBRID 

LINEAR QUADRATIC REGULATOR (LQR)-PID UNTUK MENGENDALIKAN 

SUDUT PADA AERO PENDULUM”. 

 

1.2. Rumusan Masalah 

Adapun rumusan masalah pada penelitian ini yaitu: 

1. Bagaimana merancang kendali LQR terhadap sistem aero pendulum yang masih 

menghasilkan osilasi? 

2. Bagaimana performansi kendali LQR setelah ditambahkan PID sistem aero 

pendulum dalam mengatasi osilasi yang terjadi? 

 

1.3. Tujuan Penelitian 

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah : 

1. Menghasilkan hasil keluaran respon tanpa adanya overshoot, error steady state 

dan osilasi saat ditambahkan kendali PID pada LQR dalam menjaga 

keseimbangan sistem aero pendulum 

2. Mengetahui performansi kendali LQR-PID dalam perubahan setpoint aero 

pendulum 

 

1.4. Batasan Masalah 

Pada penelitian ini, penulis membuat batasan masalah sebagai berikut:  

1. Pemodelan sistem aero pendulum yang di gunakan adalah model sistem yang 

diturunkan dari persamaan matematis pada jurnal yang di rujuk yang berjudul “Desain 
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Sistem Kontroller PID Tyreus-Luyben Pada Kendali Sudut Aero Pendulum Berbasis 

Labview” 

2. Tidak membahas hardware pada aero pendulum 

3. Aplikasi yang digunakan untuk simulasi menggunakan MATLAB  

 

1.5.  Manfaat Penelitian 

1. Menghasilkan rancangan sistem kendali LQR untuk mengedalikan keseimbangan 

pada aero pendulum 

2. Meningkatkan perfomasi keseimbangan pada aero pendulum yang kemudian bisa 

diterapkan pada sistem yang sebenarnya.  

3. Dapat dijadikan acuan untuk melanjutkan dan mengembangkan sistem aero pendulum 

dengan menggunakan pengendalu lainnya untuk penelitian-penelitian berikutnya 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

2.1 Penelitian Terkait 

Dalam penelitan Tugas akhir perlu dilakukannya studi litelatur yang merupakan 

pencarian teori-teori dan referensi yang relevan denga kasus dan permasalahan yang akan 

diselesaikan. Teori dan referensi ini didapatkan melalui jurnal, paper, buku dan sumber 

lainnya. 

Ada beberapa penelitian yang telah membahas tentang sistem Aero pendulum. Salah 

satunya pengendalian sudut pada aero pendulum menggunakan pengendali PID dengan 

metode genetic algorithm optimization. Nilai yang diperoleh menggunakan metode optimasi 

yaitu Kp 0.91, Ki 6.529, dan Kd sebesar 0.65. Dengan data analisa respon respon settling 

time 3.379 detik, time delay 1.457 detik dan rise time 4.054 detik. Namun hasil respon masih 

memiliki error steady state 0.0116% pada sudut 45°[2]. 

Kemudian penelitian yang serupa menggunakan Kontroller PID dengan metode 

Tyreus-Luyben dalam mengendalikan sudut pada aero pendulum. Nilai diperoleh 

menggunakan metode tuning Tyreus-Luyben yaitu Kp 0.0313, Ki 0.0355, dan Kd 0.002 

sehingga menghasilkan respon dengan setpoint 60° yaitu time delay 14.49 detik, rise time 

45.95 detik, settling time 62.74 detik. Namun, hasil respon pada sistem ini memiliki 

overshoot sebesar 60.8° dan error steady state sebesar 0.1%[4]. 

Penelitian selanjutnya menggunakan kontroller adaptive neuro fuzzy inference sistem 

(ANFIS) dalam mengendalikan sudut pada aero pendulum. Kendali ANFIS digunakan untuk 

mengontrol suatu sistem dengan pergerakan yang kurang baik. Hasil respon keluaran dengan 

menggunakan ANFIS didapatkan rise time 0.8903 detik, settling time 1.1035 detik, time 

peak 1.1484 detik. Pada kontroller menggunakan ANFIS masih adanya overshoot 

sebesar0.4868 % dan error steady state 0.006%[5] 

Penelitian menggunakan kendali hybrid LQR-PD pada kecepatan motor brushless DC. 

Sistem motor brushless DC dengan pengendali LQR menghasilkan respon keluaran time 

delay 0.00106 detik, settling time 0.00536 detik, rise time 0.00393 detik, dan error steady 

state 0.3%. Pada saat penambahan PD pada pengendali LQR hasil respon keluaran sangat 

cepat dibandingkan hanya menggunakan pengendali LQR saja, hasil respon keluaran LQR-

PD yaitu time delay 0.00045 detik, settling time 0.00228 detik, rise time 0.00168 detik dan 

tidak adanya error steady state maupun overshoot yang terjadi pada sistem ini[8]. 
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Berdasarkan pada hasil dari penelitian diatas yang telah dilakukan sebelumnya, 

didapatkan beberapa pengendali telah digunakan pada sistem ini. Hasil keluaran yang 

diperoleh dari beberapa pengendali sudah baik walaupun masih tedapat error steady state, 

overshoot dan osilasi. Maka dari itu pengendali yang dipakai selain menghilangkan error 

steady state, overshoot dan osilasi, dapat menjaga performa sistem dalam kaeadaan stabil. 

Oleh karena itu penulis mengajukan melakukan penelitian dalam menganalisis identifikasi 

keseimbangan pada aero pendulum dengan menggunakan pengendali LQR-PID. 

2.2 Dasar Teori 

2.2.1 Aero Pendulum 

Aero pendulum merupakan pendulum mekanik yang memiliki baling-baling disalah 

satu ujungnya (lengan bebas), sehingga pendulum berayun disalah satu titik tetap dengan 

menggunakan aerodinamik yang dihasilkan oleh baling-baling. Aero pendulum terdiri dari 2 

posisi ekuibrium yaitu stabil dan tidak stabil. Posisi stabil adalah posisi pendulum mengarah 

ke setpoint dan mempertahankan nilai tersebut. Sedangkan, posisi tidak stabil adalah posisi 

pendulum tidak berada pada setpoint yang ditentukan. Aero pendulum digerakkan oleh 

motor arus searah (DC) yang menghasilkan gaya dorong untuk menyesuaikan posisi 

pendulum sesuai dengan besar tegangan yang diberikan[3]. 

 

Gambar 2.1 aero pendulum[10] 

Pada gambar 2.1, u(t) merupakan masukan kontrol dan sudut yang terletak di antara 

lengan bandul dengan sumbu vertikal adalah variabel kontrol. Saat tegangan telah 

ditetapkan, baling-baling pada bandul akan berputar dan menghasilkan torsi T sebagai penak 

pendulum[11][12]. 
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2.2.2 Model Matematika Aero Pendulum 

Aero pendulum yang memiliki motor berbaling-baing di satu ujungnya, dan ujung 

lainnya berada pada satu titik pumpu. Sehingga saat motor berputar akan menghasilkan gaya 

dorong dan membuat pendulum terangkat. Saat motor diberikan tegangan, baling baling 

berputar dan menghasilkan torsi T untuk menarik pendulum. Gambar 2.2 berikut merupakan 

gambaran dari diagram sistematis dari aero pendulum. 

 

Gambar 2.2 sistematis aero pendulum 

Pada gambar 2.2 menunjukkan bahwa terdapatnya batang silinder yang poros nya 

berada di tengah. Oleh karena itu, dapat diketahui adanya momen inersia yaitu: 

𝐽 =  
1

3
𝑀𝐿2                   (2.1) 

Berdasarkan hukum Newton dan momentum sudut, persamaan sistem dapat 

dijabarkan menjadi persamaan berikut: 

𝐽. �̈� + 𝑐. �̇� +  𝑚𝑙 . 𝑔. 𝑑. 𝜃 = 𝑇                 (2.2) 

Dari persamaan (2.2), akan dilakukan transformasi Laplace dengan domain (s). 

sehingga menjadi persamaan berikut ini: 

𝐽. 𝑠 𝜃(𝑠) + 𝑐. 𝑠  𝜃(𝑠) + 𝑚𝑙 . 𝑔. 𝑑. 𝜃(𝑠) = 𝑇 (𝑠)               (2.3) 

Dari persamaan (2.3) tersenut dilakukan pemindahan ruas, maka didapatkan fungsi 

alih sebagai berikut: 

𝜃 (𝐽. 𝑠2  + 𝑐. 𝑠 + 𝑚𝑙 . 𝑔. 𝑑) = 𝑇 (𝑠)  

 
𝜃(𝑠)

𝑇 (𝑠)
=  

1

𝐽.𝑠2 +𝑐.𝑠 + 𝑚𝑙.𝑔.𝑑
               (2.4) 

Dari fungsi alih diatas dilakukan penyederhanaan dengan membagi persamaan dengan 

𝐽 sehingga didapatkan hasil sebagai berikut: 

𝜃(𝑠)

𝑇 (𝑠)
=  

1

𝐽

𝐽

𝐽
𝑠2+

𝑐

𝐽
𝑠+

𝑚𝑙.𝑔.𝑑

𝐽
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𝜃(𝑠)

𝑇 (𝑠)
=  

1
𝐽⁄

𝑠2+
𝑐

𝐽
𝑠+

𝑚𝑙.𝑔.𝑑

𝐽

                (2.5) 

Keterangan: 

𝜃   = sudut (Derajat) 

𝜃 (𝑆)  = sudut dalam domain waktu (Laplace) 

�̇�  = kecepatan sudut (rad/s) 

J  = momen inersia (Kg.𝑚2) 

�̈�  = percepatan sudut (rad/𝑠2) 

𝐾𝑚 = koefesien motor propeller 

g  = percepatan gravitasi (m/𝑠2) 

m  = berat bandul (Kg) 

L  = Panjang lengan 

c  = koefesien redaman (Kg. 𝑚2/𝑠) 

d  = jarak ujung lengan ke titik tumpu (m) 

Hasil dari persamaan diatas terdapat gaya dorong yang dihasilkan, dimana gaya dorong 

bukan merupakan variable yang digunakan untuk dikontrol, karena pada sistem tersebut 

menggunakan tegangan yang dimasukkan, sehingga persamaa tegangan motor brushless DC 

dengan gaya dorong, dapat dijabarkan sebagai berikut[5]: 

𝑇 (𝑠) =  𝐾𝑚. 𝑉 (𝑠)                (2.6) 

Dimana: 

𝐾𝑚  = kecepatan putaran baling-baling motor (
𝑟𝑎𝑑

𝑠⁄

𝑣
) 

𝑇 (𝑠)  = gaya angkat dalam domain waktu yang dihasilkan oleh motor brushless DC 

(Nm/Kg) 

𝑉 (𝑠)  = tegangan dalam domain waktu yang diberikan ke motor brushless DC 

(Volt) 

 

Gambar 2.3 blok diagram sistem aero pendulum 

Dari blok diagram pada gambar 2.3, maka didapatkan fungsi alih sebagai berikut: 
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𝜃(𝑠)

𝑇 (𝑠)
=  

𝐾𝑚
𝐽⁄

𝑠2+
𝑐

𝐽
𝑠+

𝑚𝐿.𝑔.𝑑

𝐽

  

𝐺 (𝑠) =  
𝐾𝑚

𝐽⁄

𝑠2+
𝑐
𝐽
𝑠+

𝑚𝐿.𝑔.𝑑

𝐽

               (2.7) 

Dalam menentukan fungsi alih suatu sistem, perlu diketahui spesifikasi dari sistem 

tersebut. Berikut ini merupakan tabel spesifikasi fisik dari plant sistem aero pendulum. 

Tabel 2.1 spesifikasi sistem aero pendulum[13] 

No. Parameter Spesifikasi Satuan 

1. Panjang Lengan (L) 0.4 m 

2. Panjang Pusat Massa (d) 0.2 m 

3. Masa (m) 0.32 Kg 

4. Momen Inersia (J) 0.0512 Kg.𝑚2 

5. Percepatan Gravitasi (g) 9.8 m/𝑠2 

6. Koefesien redaman (c) 0.0001 Kg.𝑚2/s 

7. koefesien motor propeller 

(Km) 

0.7 𝑟𝑎𝑑
𝑠⁄

𝑣
 

 

2.2.3 Linear Quadratic Regulator (LQR) 

Pokok bahasan dalam kendali optimal adalah menentukan sinyal kendali yang akan di 

proses untuk memenuhi batasan fisik sesuai dengan kriteria performansi yang diinginkan. 

Kendali optimal dengan kriteria Quadratic dalam menyelesaikan masalah regulator yaitu 

kendali Linear Quadratic Regulator (LQR)[14]. Perancangan model dan bentuk kendalinya 

berupa garis lurus disebut dengan linear, sedangkan Quadratic memiliki cost function 

berupa kuadrat, dan disebut regulator karena referensi sistem bukan fungsi waktu. Dari hasil 

linierisasi didapatkan suatu plant linear dalam bentuk: 

ẋ = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢              (2.8) 

y = 𝐶𝑥 

Dimana: 

A = matriks sistem 

B = matriks input 

C = matriks output 

y = state output 
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x = state sistem 

u = state output 

Dalam perancangan kendali optimal LQR yang perlu dilakukan yaitu menentukan 

matriks Q dan matriks R. Selanjutnya matriks Q dan matriks R digunakan untuk menentukan 

indeks performansi sistem. Harga dari matriks Q dan matriks R ditentukan dengan kriteria 

yang diingginkan menggunakan indeks performansi[14][15]. 

𝐽(𝑡𝑜) =  
1

2
 𝑆(𝑇)𝑥2(𝑇) +  

1

2
∫ (𝑄𝑥2 + 𝑅𝑢2)

𝑇

𝑡0
            (2.9) 

Dengan syarat: 

S (T) ≥ 0, Q ≥ 0, R ≥ 0 

Dimana: 

𝑡0 = waktu awal 

T = waktu akhir 

x = matriks state akhir 

Q = matriks semi definit positif 

R = matriks definit positif 

S = matriks semi defenit positif 

 

Sehingga diperoleh persamaan Hamilton[14] : 

𝐻 (𝑥, 𝑢, 𝜆, 𝑡) = 𝐿 (𝑥, 𝑢, 𝑡) + 𝜆𝑇𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡) 

𝐻 (𝑥, 𝑢, 𝜆, 𝑡) =
1

2
 (𝑥𝑇𝑄𝑥 +  𝑢𝑇𝑅𝑢) + 𝜆𝑇(𝐴𝑥 + 𝐵𝑢)         (2.10) 

Dari persamaan Hamilton tersebut dapat diperoleh syarat perlu dan syarat batas yaitu: 

1. Syarat perlu 

a) Persamaan State 

ẋ =  (
𝜕𝑥

𝜕𝑥
)

𝜏

𝑄𝑥 + (
𝜕𝑄𝑥

𝜕𝜆
)

𝜏

𝑢 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑥           (2.11) 

b) Persamaan constate 

− �̇� = [
1

2
(

𝜕𝑥

𝜕𝑥
)

𝜏

𝑄𝑥 + (
𝜕𝑄𝑥

𝜕𝜆
)

𝜏

𝑥 + (
𝜕𝑥

𝜕𝑥
)

𝜏

𝑅𝑢 + (
𝜕𝑅𝑢

𝜕𝑥
)

𝜏

𝑢] + (
𝜕𝜆

𝜕𝜆
)

𝜏

(𝐴𝑥 + 𝐵𝑢) + (
𝜕(𝐴𝑥 + 𝐵𝑢)

𝜕𝑥
)

𝜏

𝜆  

 

− �̇� = 𝑄𝑥 + 𝐴𝜏𝜆             (2.12) 

c) Kondisi stationer 

𝜕𝐻

𝜕𝑢
= 0 
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[
1

2
(

𝜕𝑥

𝜕𝑥
)

𝜏

𝑄𝑥 + (
𝜕𝑄𝑥

𝜕𝑥
)

𝜏

𝑥 + (
𝜕𝑢

𝜕𝑥
)

𝜏

𝑅𝑢 + (
𝜕𝑅𝑢

𝜕𝑥
)

𝜏

𝑢] + (
𝜕𝑥

𝜕𝑢
)

𝜏

(𝐴𝑥 + 𝐵𝑢) + (
𝜕(𝐴𝑥 + 𝐵𝑢)

𝜕𝑥
)

𝜏

𝜆 = 0 

𝑅𝑢 + 𝐵𝜏𝜆 = 0 

𝑢 = −𝑅−1 + 𝐵𝜏𝜆            (2.13) 

 

2. Syarat batas 

a) Batas awal 

t = 0 x(0) = 0 

b) Batas akhir 

( ∅𝑥 + 𝜓𝑥
𝜏𝑣 − 𝜆)𝜏 𝑑𝑥Ι𝑡=𝜏 + (𝜙𝑡 + 𝜓𝑡

𝜏𝑣 − 𝐻)𝑑𝑡Ι𝑡=𝜏 = 0        (2.14) 

Karena ψ = 0 dan 

∅(𝑇) =
1

2
𝑥𝑇(𝑇)𝑠(𝑇)𝑥(𝑇) 

∅𝑥 =
𝜕∅

𝜕𝑥
= 𝑠(𝑇)𝑥(𝑇)            (2.15) 

Sehingga diperoleh persamaan 

(𝑠(𝑇)𝑥(𝑇) + 𝑣. 0 − 𝜆)𝑇𝑑𝑡Ι𝑡=𝜏 = 0 

𝑠(𝑇)𝑥(𝑇) = 𝜆(𝑡)            (2.16) 

Dari persamaan costrate dan (2.16), keduanya menggunakan variabel λ. Pada saat 

keduanya didistribusikan, maka akan menghasilkan persamaan[14]: 

𝑆(𝑇)𝑥(𝑇) = 𝜆(𝑡) 

�̇�(𝑡) = �̇�(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝑆(𝑡)�̇�(𝑡)̇  

�̇�(𝑡) = −𝑄𝑥 − 𝐴𝜏𝜆 

�̇�(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝑆(𝑡)�̇�(𝑡)̇ = −𝑄𝑥 − 𝐴𝜏𝜆 

�̇�(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝑆(𝑡){𝐴𝑥 + 𝐵𝑢} = −𝑄𝑥 − 𝐴𝜏𝜆 

�̇�(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝑆(𝑡){𝐴𝑥 + 𝐵(−𝑅−1𝐵𝑇𝜆)} = −𝑄𝑥 − 𝐴𝜏𝜆 

�̇�𝑥 = (𝐴𝑇𝑆 + 𝑆𝐴 − 𝑆𝐵𝑅−1𝐵𝑇𝑆 + 𝑄)𝑥 

�̇� = 𝐴𝑇𝑆 + 𝑆𝐴 − 𝑆𝐵𝑅−1𝐵𝑇𝑆 + 𝑄          (2.17) 

Persamaan (2.17) disebut dengan persamaan diferensial Riccati. Dimana untuk �̇� = 0 

persamaannya disebut dengan Algerraic Riccati Equetion (ARE)[14]. Dengan di 

dapatkannya matriks S dari Persamaan ARE ini sehingga didapatkan persamaan sinyal 

kendali yang dapat dihitung: 

𝑢 = −𝑅−1𝐵𝑇𝜆 = −𝑅−1𝐵𝑇𝑆𝑥 = −𝐾𝑥           (2.18) 
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Maka konstanta umpan balik keadaan K dapat dicari sebelum menghasilkan sinyal 

kendali pada persamaan (2.18): 

𝑘 = 𝑅−1𝐵𝑇𝑆             (2.19) 

 Karena nilai S adalah unik, maka solusi semi definit positif untuk persamaan ARE 

haruslah memenuhi syarat persamaan (2.17). Dalam perancangan kendali optimal LQR 

dengan mengetahui nilai S, lalu nilai S tersebut disubtitusikan ke persamaan (2.18) sehingga 

didapatkan nilai matriks optimal K, dengan K adalah Gain State Feedback, sehingga sistem 

kendali optimal LQR hasil desain dapat diperlihatkan pada gambar[14] 

 

Gambar 2.4 Sistem Kendali dengan Skema Kendali Optimal LQR[16] 

 

Dari penjabaran di atas dapat disimpulkan bahwa langkah-langkah untuk merancang 

kendali LQR adalah sebagai berikut: 

1. Ubah bentuk Transfer Fungsion Plant nonlinier menjadi bentuk State Space 

dan dapatkan matriks A, B, C dan D dari Plant tersebut. 

2. Tentukan matriks pembobol Q dan R 

3. Selesaikan persamaan aljabar riccati hingga menghasilkan suatu matriks S 

yang definit positif 

4. Hitung optimal Gain Feedback K 

 

2.3 Sistem Kendali PID 

Pengendali PID adalah pengendali paling umum digunakan pada industri seperti pada 

mesin cuci, mesin pompa air, sepeda motor, dll. Menurut survey, 97% mesin industry yang 

berkecimpungan dalam pengolahan industri menggunakan sistem pengendali PID sebagai 

pengendali utamanya[17]. Alasan menggunakan pengendali PID adalah karena 

algoritmanya sederhana sehingga mudah dipakai dan diimplementasi pada alat industri.  
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Sistem kendali Proportional-Integrative-Derivative Controller (PID) merupakan 

pengendali yang digunakan untuk menentukan presisi pada suatu sistem pengukuran dengan 

adanya umpan balik pada setpoint sistem tersebut. Pengendali PID memepunyai 3 komponen 

pengendali utama yaitu : kendali Proportional (P), Integrative (I), Derivative (D) yang 

memiliki kelebihan dan kekurangan tersendiri dan dapat saling membantu dalam 

mengerjakan suatu sistem. Seperti pada gambar 2.5 dibawah:  

 

Gambar 2.5 Blok Diagram Pengendali PID[17] 

 

2.3.1 Pengendali Proportional (P) 

Pengendali proporsional sering di simbol dengan P pada sistem kendali PID. 

Kontribusi pengendali P pada sistem, yaitu dapat menambah atau mengurangi tingkat 

kestabilan sistem, dapat menaikan rise time  dan setting time pada respon transient dan juga 

pengendali P dapat mengurangi steady state error sistem yang mana apabila kita 

menginginkan mengurangi error maka kita harus menaikkan nilai Kp-nya sehingga nilai kp-

nya besar semakin tinggi nilai Kp-nya maka semakin berkurang errornya tapi dengan 

menaikkan nilai Kp maka sistem menjadi tidak stabil[18]. Pengendali P ini akan memberikan 

pengaruh langsung pada sistem yang sebanding dengan error. Adapun kekuranganya apabila 

apabila pengendali P terlalu tinggi maka semakin tinggi overshoot yang dihasilkan dan 

respon sistem akan berosilasi. 

Persamaan pengendali proporstional sebagai berikut: 

𝑢(𝑡) = 𝐾𝑝𝑒(𝑡)              (2.20) 

 

2.3.2 Pengendali Integrative (I) 

Pengendali integral biasanya disimbolkan dengan I pada pengendali PID. Pengendali 

I berfungsi untuk menghilangkan steady state error pada sistem sehinnga respon sistem tidak 
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mengalami osilasi. Dengan menggunakan hanya pengendali P sistem kadang tidak mencapai 

nilai setpoint yang diingin maka dari itu dibantu dengan pengendali I. Kekurangan dari 

pengendali I adalah apabila nilai I terlalu tinggi maka membuat ketidakstabilan dalam sistem 

dan overshoot yang tinggi, dan juga pengendali I tidak bisa berdiri sendiri dengan artian 

pengendali I harus dibarengi dengan pengendali P[19]. 

Persamaan pengendali integrative sebagai berikut: 

𝑢(𝑡) = 𝐾𝑖𝑒(𝑡)𝑑𝑡              (2.21) 

 

2.3.3 Pengendali Derivative (D) 

Pengendali Derivatif biasanya disimbolkan dengan D. Besar output dari pengendali 

derivatif memiliki sifat seperti operasi diferensial pada umumnya. Pengontrol derivatif 

menggunakan kecepatan perubahan sinyal kesalahan sebagai parameter pengendali. Apabila 

tidak ada perubahan sinyal error, maka output dari pengendali derivatif tidak akan berubah. 

Pengendali D berfungsi sebagai penurun overshoot dan meningkatkan kestabilan pada 

sistem[19]. Kekurangan dari pengendali D adalah  pengendali membuat rise time sistem 

semakin lama dan pengendali D tidak bisa berdiri sendiri. 

Persamaan pengendali derivative sebagi berikut: 

𝑢(𝑡) = 𝐾𝑑 
𝑑𝑢

𝑑𝑡
 𝑒(𝑡)             (2.22) 

 

2.4 Identifikasi Sistem 

Respon sistem adalah perubahan perilaku output terhadap perubahan sinyal input. 

Respon sistem ini berupa kurva yang akan menajadi dasar untuk menganalisa karakteristik 

sistem dengan menggunakan persamaan atau model matematis.  

 

Gambar2.6 Respon waktu orde 2[14] 
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Pada Gambar 2.6 Bentuk kurva respon sistem ini dapat dilihat setelah mendapatkan 

sinyal input. Sinyak input yang diberikan untuk mengetahui karakteristik sistem disebut 

dengan sinyal test[14]. 

 

a. Waktu tunda (delay time) 

Waktu tunda adalah waktu yang diperlukan respon untuk mencapai setengah harga 

akhir yang pertama kali. 

b. Waktu naik (rise time) 

Waktu naik adalah waktu yang diperlukan respon untuk naik dari 10% sampai 90%, 

5% sampai 95%, atau 0% sampai 100% dari harga akhir 

c. Waktu puncak 

Waktu yang diperlukan respon untuk mencapai puncak lewatan yang pertama kali 

d. Maximum Overshoot (𝑴𝒑) 

Maximum overshoot adalah harga puncak maksimum dari kurva respon yang diukur 

dari satu. Jika harga keadaan tunak respon tidak sama dengan satu, maka biasa 

digunakan persen lewatan maksimum. Parameter ini didefenisikan sebagai berikut: 

% 𝑚𝑎𝑥𝑖𝑚𝑢𝑚 𝑂𝑣𝑒𝑟𝑠ℎ𝑜𝑜𝑡 =
𝑐(𝑡𝑝)−𝑐(∞)

𝑐(∞)
× 100%        (2.22) 

e. Waktu penetapan (settling time) 

Settling time adalah waktu yang diperlukan kurva respon untuk mencapai dan 

menetapkan dalan daerah sekitar harga akhir yang ukurannya dengan persentase 

mutlak dari harga akhir (5% atau 2%) 

 

2.5 Kriteria Integral Menggunakan Integral Of Absolute Error (IAE) 

Kriteria integral membutuhkan data tanggapan mulai dari t = 0 hingga mencapai 

keadaan tunak. Kriteria ini didasarkan pada seluruh tanggapan dari proses yang 

bersangkutan. Kriteria integral yang digunakan pada penelitian ini adalah kriteria IAE 

(integral Absolute Error) yang bertujuan untuk medapatkan nalai IAE sekecil mungkin 

dengan pemilihan kriteria tergantung pada karakteristik sistem proses dan beberapa syarat 

tambahan yang diperoleh dari tanggapan lup tertutup. Kriteria IAE lebih popular dikalangan 

praktisi industry sebab mudah dalam pemakaiannya serta sangat cocol untuk menekan 

error[6]. 

𝐼𝐴𝐸 =  ∫ |𝑒|𝑑𝑡
∞

0
             (2.23) 
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2.6 Metode Heuristik 

Sebuah metode pemecahan masalah menggunakan eksplorasi dan cara coba-coba. 

Heuristik adalah suatu aturan atau metode untuk bisa menyelesaikan solusi secara penalaan. 

Rancangan metode heuristik ini diperoleh dengan cara perubahan parameter yang 

disesuaikan dengan kinerja plant yang akan dikendalikan. Untuk perancangan sistem 

pengendalian PID dilakukan pencarian nilai besar Kp, Ki dan Td. Maka pengujian dilakukan 

dalam beberapa tahap, dengan penalaan (metode heuristik) dimana penalaan parameter 

pengendali dimulai dengan hanya menggunakan pengendali P kemudian baru ditambahkan 

PI, lalu ditambahkan pengendali D. Pemberian nilai ini di sesuaikan dengan karakteristik 

respon sistem yang diperoleh[20].  

 

2.7 Interpolasi Linier 

Interpolasi adalah menentukan titik-titik antara dari n buah titik dengan menggunakan 

suatu fungsi pendekatan tertentu. Salah satu metode interpolasi adalah interpolasi linier yaitu 

menentukan titik-titik antara 2 buah titik dengan menggunakan garis lurus.  

 

Gambar 2.7 kurva untuk Interpolasi Linier 

 

Persamaan garis lurus yang melalui 2 titik P1 (𝑥1, 𝑦2) dan P2(𝑥2, 𝑦2) dapat dituliskan 

dengan: 

𝑦 − 𝑦1

𝑦2 − 𝑦1
=

𝑥 − 𝑥1

𝑥2 − 𝑥1
 

Sehingga diperoleh persamaan dari interpolasi linier sebagai berikut: 

𝑦 = (
𝑦2 − 𝑦1

𝑥2 − 𝑥1
) (𝑥 − 𝑥1) +  𝑦1 

Algoritma Interpolasi Linier adalah sebagai berikut: 
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1. Tentukan dua titik P1 dan P2 dengan koordinasi masing-masing (𝑥1, 𝑦2) dan 

(𝑥2, 𝑦2) 

2. Tentukan nilai x dari titik yang akan dicari 

3. Hitung nilai y dengan persamaan 

4. Tampilkan nilai titik yang baru Q(x,y) 

 

2.8 Matlab (Matrix Laboratory) 

MATLAB (Matrix Laboratory) adalah suatu program untuk analisis dan komputasi 

numerik dan merupakan suatu bahasa pemrograman matematika lanjutan yang dibentuk 

dengan dasar pemikiran menggunakan sifat dan bentuk matriks. 

 

Gambar 2.8  Ikon Matlab 

MATLAB merupakan merk software yang dikembangkan oleh Mathworks.Inc 

dimana, dalam software ini menggunakan bahasa pemrograman tingkat tinggi berbasis pada 

matriks dan sering digunakan untuk teknik komputasi numerik, untuk menyelesaikan 

masalah-masalah yang melibatkan operasi matematika elemen, matrik, optimasi, 

aproksimasi dan lain-lain.  Sehingga Matlab banyak digunakan pada Matematika dan 

Komputansi, Pengembangan dan Algoritma, Pemrograman modeling, simulasi, dan 

pembuatan prototype, Analisa Data , Eksplorasi dan visualisasi, Analisis numerik dan 

statistic, dan Pengembangan aplikasi teknik. 

Pada perangkat lunak Matlab terdapat beberapa bagian penting yang digunakan dalam 

menjalankan program, yaitu : 

1. Command window digunakan untuk mengetik fungsi yang diinginkan. 

2. Current Directory berfungsi untuk menampilkan isi dari direktori kerja saat 

menggunakan matlab 

3. Command history berfungsi yang telah digunakan sebelumnya dapat kembali. 

4. Workspace digunakan untuk membuat variabel yang ada dalam Matlab. 
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Pada penelitian ini dilakukan pemograman modeling dan simulasi untuk mendapatkan 

hasil penelitian yang diinginkan. fitur matlab yang digunakan untuk simulasi ini disebut 

Simulink. 

Simulink adalah salah satu bagian dari Matlab program dimana simulink dapat 

digunakan untuk mensimulasi sistem, dalam artian mengamati dan menganalisa perilaku 

dari sebuah tiruan sistem yang sudah di modelkan. Tiruan sistem diharapkan memiliki 

perilaku yang sangat mirip dengan sistem fisik. Jika digunakan dengan benar, simulasi akan 

membantu proses analisis dan desain sistem.  

Simulink dalam aplikasi Matlab juga dapat menunjukkan performansi sistem dalam 

bentuk dua ataupun tiga dimensi. Dalam perancangan user menjadi mudah karena adanya 

blok-blok diagram yang dapat dengan mudah diatur sedemikian rupa, sesuai dengan model 

matematis dari sistem atau plant yang akan dikendalikan. 

 

Gambar 2.9 Tampilan Model Simulink pada Matlab 

  

Gambar 2.10 Kotak Dialog Simulink Library
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BAB III 

METODOLOGI PENELITIAN 

 

3.1 Proses Alur Penelitian 

Dalam penelitian ini terdapat beberapa tahapan maupun langkah-langkah yang 

dilakukan penulis, mulai dari studi litelatur hingga hasil akhir dalam penelitian Tugas Akhir 

ini. Berikut ini merupakan tahapan yang dilakukan penulis: 

 

Gambar 3.1 Flowchart Penelitian 
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3.2 Tahapan Penelitian 

Berdasarkan Flowchart diatas, dalam penelitain yang dilakukan dapat mencapai tujuan 

yang diharapkan, maka beberapa tahapan yang harus dilakukan sebagai berikut:  

1. Identifikasi masalah 

Mencari masalah yang terdapat pada sistem aero pendulum dengan melakukan review 

dari beberapa referensi yang berkaitan dengan pengendalian pada aero pendulum 

2. Studi Literatur 

Melakukan review dan mempelajari referensi yang berkaitan dengan penelitian ini, 

mengenai aero pendulum dan perancangan pengendali LQR dan PID 

3. Pengumpulan data 

Tahap pengumpulan data dilakukan dengan mengumpulkan data-data sebelum 

membuat desain yang diperlukan untuk tahap selanjutnya 

4. Penentuan Variabel 

Data-data yang didapat dari pengumpulan data pra desain diubah dalam bentuk model 

matematis dengan persamaan transfer fungsi sebagai berikut: 

𝐺 (𝑠) =  
𝐾𝑚

𝐽⁄

𝑠2+
𝑐
𝐽
𝑠+

𝑚𝐿.𝑔.𝑑

𝐽

  

5. Verifikasi model matematis 

Tahapan ini untuk pengujian model matematis plant dalam bentuk transfer fungsi dari 

sistem aero pendulum yang diubah ke dalam bahasa program matlab Simulink untuk 

menyesuikan hasil keluaran dari sistem dengan referensi yang digunakan 

6. Desain pengendali 

Penelitian ini menggunakan pengendali LQR yang dikombinasikan dengan pengendali 

PID. Untuk merancang pengendali LQR, terlebih dahulu dilakukan penurunan 

matematis pengendali LQR. Selanjutnya melakukan perancangan pengendali PID dan 

mengkombinasikan pengendali LQR dengan pengendali PID 

7. Skenario Penelitian 

Skenario penelitian merupakan tahap atau Langkah secara umum tentang penelitian 

yang dilakukan seperti melakukan pengujian terhadap sistem 

8. Analisa hasil 

Pada tahapan ini digunakan untuk melihat hasil keluaran respon sistem yang meliputi 

rise time, selting time, serta error steady state dari perancangan pengendali apakah 

respon sistem sudah sesuai dengan tujuan yang diharapkan. 
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9. Kesimpulan dan saran 

Setelah dilakukan analisa hasil dan sesuai dengan tujuan maka penelitian yang 

dilakukan berhasil dan dapat ditarik kesimpulan dari hasil penelitian. Serta 

memberikan saran-saran yang berguna untuk dijadikan referensi penelitian 

selanjutnya. 

 

3.3 Pemodelan matematis 

Pada perancangan matematis ini data-data parameter aero pendulum yang sudah 

ditetapkan sebelumnya disubstitusikan ke model matematis yang diturunkan pada 

persamaan (2.7). Berikut ini adalah parameter dari aero pendulum yang digunakan: 

Tabel 3.1 spesifikasi sistem aero pendulum[13] 

No. Parameter Spesifikasi Satuan 

1. Panjang Lengan (L) 0.4 m 

2. Panjang Pusat Massa (d) 0.2 m 

3. Masa (m) 0.32 Kg 

4. Momen Inersia (J) 0.0512 Kg.𝑚2 

5. Percepatan Gravitasi (g) 9.8 m/𝑠2 

6. Koefesien redaman (c) 0.0001 Kg.𝑚2/s 

7. koefesien motor propeller 

(Km) 

0.7 𝑟𝑎𝑑
𝑠⁄

𝑣
 

Berdasarkan persamaan (2.7) setelah dimasukkan nilai-nilai parameter aero pendulum pada 

tabel 3.1 ke dalam fungsi alih aero pendulum, maka didapatkan fungsi alih aero pendulum 

sebagai berikut: 

𝐺 (𝑠) =  
𝐾𝑚

𝐽⁄

𝑠2+
𝑐
𝐽
𝑠+

𝑚𝐿.𝑔.𝑑

𝐽

  

Dengan mendapatkan nilai Km, J, C, 𝑚𝐿, g dan d. selanjutnya memasukkan nilai 

tersebut kedalam fungsi alih sebagai berikut: 

𝐺 (𝑠) =  
𝐾𝑚

𝐽⁄

𝑠2+
𝑐
𝐽
𝑠+

𝑚𝐿.𝑔.𝑑

𝐽

  

𝐺 (𝑠) =  
0.7

0.0512⁄

𝑠2+
0.0001
0.0512

𝑠+
0.32∙9.8∙0.2

0.0512

  

𝐺 (𝑠) =  
13.6719

𝑠2+0.000195 𝑠+12.25
         (3.1) 
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3.4 Verifikasi Model Matematis 

Untuk Verifikasi model matematis untuk aero pendulum dilakukan mengunakan 

perangkat lunak Simulink Matlab R2014a secara open loop dari penurunan nilai yang 

didapatkan. Variabel yang digunakan pada simulasi ini yaitu setpoint bernilai 45°. 

Rangkaian open loop untuk menguji sistem pada plant keseimbangan sudut pada aero 

pendulum dapat disusun sebagai berikut: 

  

Gambar 3.2 Rangkaian aero pendulum secara Open Loop 

   

Gambar 3.3 Respon Open Loop sistem keseimbangan sudut pada aero pendulum 

 

Berdasarkan pada gambar 3.3 menunjukkan grafik dari hasil respon pengujian sistem 

tanpa pengendali (open loop) diatas menampilkan respon keluaran sistem yang sama dengan 

jurnal rujukan. Terlihat bahwa respon sistem dari posisi sudut aero pendulum yang tidak 

stabil dan terjadinya osilasi yang sangat besar. Hal ini membuktikan bahwa sistem tidak bisa 

mempertahankan posisinya dalam keadaan stabil. Oleh karena itu, diperlukannya pengendali 

agar dapat menghasilkan sistem yang stabil dan dapat mencapai setpoint yang diberikan. 
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3.5 Perancangan Pengendali 

3.5.1 Perancangan Pengendali Linear Quadratic Regulator (LQR) 

Persamaan transfer fungsi dari dari posisi sudut aero pendulum diubah dalam bentuk 

state space karena pada perancangan pengendali LQR membutuhkan pemodelan state space 

dari sistem. Adapaun pemodelan state space tersebut adalah: 

𝑌(𝑠)

𝑈 (𝑠)
=

13.6719

𝑠2 + 0.000195 𝑠 + 12.25
 

Dari turunan transfer fungsi pada persamaan dari aero pendulum tersebut kemudian 

diturunkan dengan menggunakann transformasi laplace balik sehingga diperoleh persamaan 

diferensial orde dua: 

𝑌(𝑠)

𝑈 (𝑠)
=

13.6719

𝑠2 + 0.000195 𝑠 + 12.25
 

13.6719 𝑈(𝑠) = 𝑠2𝑌(𝑆) + 0.000195 𝑠 𝑌(𝑆) + 12.25 𝑌(𝑆) 

13.6719 𝑈 =
𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+ 0.000195

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ +12.25 

13.6719 𝑈 = �̈� + 0.000195�̇� + +12.25 

�̈� = −0.000195 − 12.25 + 13.6719 𝑈 

�̈� =
−0.000195 �̇� − 12.25 + 13.6719 𝑈

1
 

�̈� = −0.000195 �̇� − 12.25 + 13.6719 𝑈 

 

Didefenisikan: 

𝑥1 = 𝑦 ⟶  �̇�1 =  𝑥2 =  �̇�  

𝑥1 = 𝑦 ⟶  �̇�2 =  �̈� =  −0.000195 �̇� − 12.25 + 13.6719 𝑈  

                       �̇�2 =  �̈� =  −0.000195 �̇� − 12.25 + 13.6719 𝑈 

[
𝑥1

𝑥2
] = [

0 1
−.12.25 −0.000195

] [
𝑥1

𝑥2
] + [

0
13.6719

] 𝑈  (3.2) 

𝑦 = [1 0] [
𝑥1

𝑥2
] 

Jadi, dari persamaan diatas didapatkan nilai matriks A, B, C, D yaitu sebagai berikut: 

𝐴 = [
0 1

−12.15 −0.000195
]  

𝐵 = [
0

13.6719
] 

𝐶 = [1 0] 

𝐷 = [0] 
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Perancangan pengendali LQR adalah berdasarkan penurunan persamaan matematis 

LQR pada bab 2. Sehingga berdasarkan turunan matematis dan skema LQR yang sudah 

didapatkan akan dibuat ke Simulink. Blok-blok diagram dan rangkaian Simulink 

pengendalian LQR pada sistem aero pendulum diperlihatkan pada gambar berikut: 

 

Gambar 3.4 blok diagram aero pendulum menggunakan pengendali LQR 

 

Gambar 3.5 rangkaian aero pendulum menggunakan pengendali LQR 

 

Setelah rangkaian pengendali LQR dirancang. Maka langkah selanjutnya membuat 

program yang bertujuan untuk mencari nilai matriks R dan Q dengan memasukkan nilai 

matriks A, B, C, dan D. Adapun program yang dimasukkan dalam M-file adalah seperti yang 

di tunjukkan pada gambar dibawah ini: 
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Gambar 3.6 Tampilan Program M-file aero pendulum Menggunakan Pengendali LQR 

 

Perhitungan untuk pengendali LQR dilakukan dengan memasukkan persamaan state 

space yang telah didapatkan kedalam software matlab. Dalam melakukan simulasi 

menggunakan pengendali LQR dibutuhkan matriks Q dan R yang optimal. Untuk 

mendapatkan matriks Q dan R yang optimal dilakukanlah dengan cara menetapkan matriks 

R bernilai konstan yaitu 1, sehingga didapatkan nilai matriks Q adalah bilangan itu sendiri, 

karena hal inilah yang diinginkan. Penentuan matriks Q menggunakan trial and error dengan 

analisa IAE. Percobaan trial and error dengan analisa IAE dapat dilihat pada tabel 

 

Tabel 3.2 matriks R konstan dengan analisa IAE 

No. Matriks R Matriks Q IAE 

1. 
[1] [

0.1 0
0 0

] 61.93 

2. 
[1] [

0.11 0
0 0

] 58.48 

3. 
[1] [

0.12 0
0 0

] 55.25 

4. 
[1] [

0.13 0
0 0

] 52.21 

5. 
[1] [

0.14 0
0 0

] 49.34 

6. 
[1] [

0.15 0
0 0

] 46.61 
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7. 
[1] [

0.16 0
0 0

] 44.02 

8. 
[1] [

0.17 0
0 0

] 41.59 

9. 
[1] [

0.18 0
0 0

] 39.38 

10. 
[1] [

0.19 0
0 0

] 37.35 

11. 
[1] [

0.191 0
0 0

] 37.16 

12. 
[1] [

0.192 0
0 0

] 36.98 

13. 
[1] [

0.193 0
0 0

] 36.81 

14. 
[1] [

0.194 0
0 0

] 36.64 

15. 
[1] [

0.195 0
0 0

] 36.48 

16. 
[1] [

0.196 0
0 0

] 36.33 

17. 
[1] [

0.197 0
0 0

] 36.21 

18. 
[1] [

0.1971 0
0 0

] 36.2 

19. 
[1] [

0.1972 0
0 0

] 36.19 

20. 
[1] [

0.1973 0
0 0

] 36.18 

21. 
[1] [

0.1974 0
0 0

] 36.17 

22. 
[1] [

0.1975 0
0 0

] 36.16 

23. [1] [
0.1976 0

0 0
] 36.15 

24. [1] [
0.1977 0

0 0
] 36.15 
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25. [1] [
0.1978 0

0 0
] 36.14 

26. [1] [
0.1979 0

0 0
] 36.13 

 

Pada tabel percobaan dilakukan trial and error dengan memasukkan nilai matriks Q 

yaitu [
0.1 0
0 0

] kemudian didapatkan nilai IAE namun respon keluaran melebihi dari nilai 

setpoint. Selanjutnya dilakukan penambahan nilai matriks Q sebesar 0.01, nilai IAE semakin 

kecil namun respon keluaran masih melebihi nilai setpoint. Pada nilai matriks Q sebesar 0.19 

nilai respon keluaran mendekati set point sehingga dilakukan penambahan nilai lagi sebesar 

0.001, sampai pada matriks [
0.197 0

0 0
] pada matriks ini keluaran respon sistem semakin 

mendekati setpoint dan didapatkan nilai IAE yang kecil. Selanjutnya dilakukan kembali 

penambahan nilai matriks sebesar 0.0001 pada matriks [
0.1957 0

0 0
], pada penambahan nilai 

matriks ini mendapatkan nilai IAE yang semakin kecil dan respon keluar sistem mencapai 

nilai setpoint. Pada matriks Q = [
0.1975 0

0 0
] nilai IAE lebih semakin kecil dari pada matriks 

Q = [
0.1975 0

0 0
] dan respon keluaran sistem menjauhi setpoint. Sehingga dilakukan 

perancangan pengendali LQR dengan menggunakan matriks Q = [
0.1975 0

0 0
], matriks R = 

[1] dan nilai IAE = 36.16. 

 

3.5.2 Perancangan kendali Linear Quadrtic Regulator (LQR)-PID 

Setelah mempelajari desain pengendali LQR maka langkah selanjutnya dapat 

dilakukannya penggabungan antara pengendali optimal LQR dengan pengendali PID agar 

kinerja dari pengendali LQR menjadi optimal dan lebih baik. 

Nilai parameter PID didapatkan pada saat melakukan tunning menggunakan metode 

heuristik. Rangkaian pengendali LQR-PD pada sistem pengendalian posisi sudut pada aero 

pendulum adalah sebagai berikut: 



 

III-10 

 

 

Gambar 3.7 rangkaian pengendali LQR-PID 

 

Penalaan PID didapatkan dengan menggunakan metode Heuristic, berikut ini penalaan 

PID dengan metode Heuristic 

Tabel 3.3 tabel penalaan PID menggunakan metode Heuristic 

Setpoint 

(Derajat) 

Uji Metode Heuristic 
Rise Time 

(detik) 

Settling 

Time 

(detik) 

Error 

Steady 

State(°) Kp Ki Kd 

45° 

 

5 0.1 1 0.1478 0.1841 0.0078 

10 0.2 2 0.3782 0.6741 0.1305 

15 0.1 1 0.0682 0.166 0.0419 

20 0.2 2 0.159 0.3071 0.0593 

25 0.18 3 0.2355 0.4255 0.0339 

30 0.12 4 0.2802 0.494 0.0231 

10 0.1 5 1.0317 1.737 0.1763 

20 0.15 6 0.6512 1.1087 0.0911 
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30 0.2 0.1 0.0271 0.0796 0.1812 

5 0.14 1 0.2836 0.553 0.1632 

10 0.18 2 0.3793 0.6766 0.1189 

15 0.15 3 0.4169 0.7194 0.0732 

20 0.12 4 0.4264 0.7388 0.0555 

25 0.1 5 0.0673 0.1397 0.0383 

30 0.15 6 0.0689 0.139 0.0433 

5 0.1 0.1 0.1892 0.1939 0,0217 

10 0.12 1 0,1122 0.2335 0,0295 

15 0.14 2 0.237 0.4418 0.0617 

20 0.16 3 0.3978 0.5403 0.0583 

25 0.18 4 0.4383 0.5913 0.045 

30 0.2 5 0.4623 0.6235 0 

Nilai parameter PID setelah melakukan tunning menggunakan metode heuristik, didapatkan 

nilai Kp = 30, Ki = 0.2 dan Kd = 5 

3.5.3 Perancangan kendali Linear Quadratic Regulator (LQR)-PID Dengan 

Perubahan Setpoint 

Untuk mengetahui performa pengendali LQR-PID dalam perubahan setpoint yang 

terjadi pada aero pendulum yang dimana perubahan setpoint di defenisikan sebagai posisi 

sudut. Perubahan terjadi pada detik ke 4 dan ke 7 dengan posisi sudut dari 45 ke 60 dan 90, 

kemudian menganalisa hasil respon sistem dari pengendali tersebut. Berikut ini adalah 

rangkaian pengendali LQR-PID saat perubahan posisi sudut: 
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Gambar 3.8 rangkaian pengendali LQR-PD dengan gangguan 

 

3.6 Skenario penelitian 

Pada skenario penelitian pada model sistem harus disimulasikan dengan beberapa 

skenario (minimal 3 skenario), dimana masing-masing skenario menghasilkan satu grafik 

respon keluaran. Penelitian ini menggunakan pengendali Linear Quadtratic Regulator 

(LQR) dan memasukkan data-data yang telah didapatkan pada pemodelan matematis 

sebelumnya ke dalam program matlab. Berdasarkan parameter untuk pemodelan matematis 

pada penelitian terkait menggunakan nilai setpoint yang telah ditentukan. Adapun skenario 

penelitian yang dilakukan yaitu: 

1. Simulasi sistem secara open loop dengan setpoint 45° 

2. Simulasi menggunakan pengendali LQR dengan setpoint 45° 

3. Simulasi menggunakan pengendali LQR-PID dengan setpoint 45°, 60°, 90° 

4. Simulasi pengendali LQR-PID dengan perubahan setpoint 



 

 

 

BAB V 

PENUTUP 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan simulasi dan Analisa respon sistem yang telah dilakukan pada penelitian 

ini, dapat disimpulkan bahwa pengendali LQR-PID mampu mencapai setpoint dan dapat 

mengurangi osilasi dan Error Steady State yang terjadi pada aero pendulum. Respon pada 

sistem aero pendulum dengan posisi sudut 45, 60, dan 90 menunjukkan keluaran berbeda-

beda setiap setpoint yang diberikan. Hasil respon sistem LQR-PID pada sudut 45° dengan 

nilai time delay 0.1216 detik, settling time 0.6235 detik, overshoot 0%, dan error steady state 

0. Pada pengendali LQR-PID dengan perubahan setpoint masih memiliki Error Steady State 

pada setiap setpoint yang diberikan. Pada sudut 45° terjadi Error Steady State sebesar 

0.0477°, pada sudut 60° sebesar 0.0463°, dan pada sudut 90° sebesar 0.09°. 

 

5.2 Saran 

Berdasarkan hasil dari penelitian ini, untuk penelitian selanjutnya bisa digunakan 

dengan pengendali yang berbeda dalam mengatasi osilasi yang ada pada sistem. Pada 

penelitian ini, untuk mendapatkan nilai matriks R dan Q, dengan metode trial and error 

membutuhkan waktu yang sangat lama sehingga, untuk proses penelitian selanjutnya dapat 

dilakukan dengan pengendali seperti JST, MPC, MRAC dan lain lain agar dapat dilakukan 

perbandingan. 
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LAMPIRAN A 

PROSES TUNNING PENGENDALI LQR PADA MATRIKS Q DAN R PADA 

SISTEM AUTOMATIC VOLTAGE REGULATOR (AVR) 

 

1. Hasil Simulasi LQR dengan R = 1 dan Q = [0,1 0
0 0

] 

 
2. Hasil Simulasi LQR dengan R = 1 dan Q = [0,11 0

0 0
] 

 
3. Hasil Simulasi LQR dengan R = 1 dan Q = [0,12 0

0 0
] 

 

 

 

 



4. Hasil Simulasi LQR dengan R = 1 dan Q = [0,13 0
0 0

] 

 

5. Hasil Simulasi LQR dengan R = 1 dan Q = [0,14 0
0 0

] 

 

6. Hasil Simulasi LQR dengan R = 1 dan Q = [0,15 0
0 0

] 

 



7. Hasil Simulasi LQR dengan R = 1 dan Q = [0,16 0
0 0

] 

 

8. Hasil Simulasi LQR dengan R = 1 dan Q = [0.17 0
0 0

] 

 

9. Hasil Simulasi LQR dengan R = 1 dan Q = [0,18 0
0 0

] 

 



10. Hasil Simulasi LQR dengan R = 1 dan Q = [0.19 0
0 0

] 

 

11. Hasil Simulasi LQR dengan R = 1 dan Q = [0,191 0
0 0

] 

 

12. Hasil Simulasi LQR dengan R = 1 dan Q = [0,192 9
0 0

] 

 



13. Hasil Simulasi LQR dengan R = 1 dan Q = [0,193 0
0 0

] 

 
 

14. Hasil Simulasi LQR dengan R = 1 dan Q = [0,194 0
0 0

] 

 

15. Hasil Simulasi LQR dengan R = 1 dan Q = [0,195 0
0 0

] 

 

16. Hasil Simulasi LQR dengan R = 1 dan Q = [0.196 0
0 0

] 



 

17. Hasil Simulasi LQR dengan R = 1 dan Q = [0.197 0
0 0

] 

 



18. Hasil Simulasi LQR dengan R = 1 dan Q = [0.1971 0
0 0

] 

 

19. Hasil Simulasi LQR dengan R = 1 dan Q = [0.1972 0
0 0

] 

 

 

 

 

 

 



20. Hasil Simulasi LQR dengan R = 1 dan Q = [0.1973 0
0 0

] 

 

21. Hasil Simulasi LQR dengan R = 1 dan Q = [0.1974 0
0 0

] 

 

 

 

 

 

 



22. Hasil Simulasi LQR dengan R = 1 dan Q = [0.1975 0
0 0

] 

 



LAMPIRAN B 

PROSES TUNNING PENGENDALI PID PADA SISTEM LINEAR QUADRATIC 

REGULATOR (LQR) 

 

1. Hasil simulasi pengendali PID dengan nilai Kp =10 , Ki =0.2, Kd = 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. Hasil simulasi pengendali PID dengan nilai Kp =15 , Ki =0.1, Kd = 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. Hasil simulasi pengendali PID dengan nilai Kp =25 , Ki =0.2, Kd = 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



4. Hasil simulasi pengendali PID dengan nilai Kp =25 , Ki =0.18, Kd = 3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5. Hasil simulasi pengendali PID dengan nilai Kp = 30, Ki =0.12 , Kd = 4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6. Hasil simulasi pengendali PID dengan nilai Kp = 10, Ki =0.1 , Kd = 5 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



7. Hasil simulasi pengendali PID dengan nilai Kp = 20, Ki =0.15 , Kd = 6 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8. Hasil simulasi pengendali PID dengan nilai Kp = 30, Ki =0.2 , Kd = 0.1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

9. Hasil simulasi pengendali PID dengan nilai Kp = 5, Ki =0.14 , Kd = 1 

 

 

 

 

 

 

 



 

10. Hasil simulasi pengendali PID dengan nilai Kp = 10, Ki =0.18 , Kd = 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

11. Hasil simulasi pengendali PID dengan nilai Kp = 15, Ki =0.15 , Kd = 3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

12. Hasil simulasi pengendali PID dengan nilai Kp = 20, Ki =0.12 , Kd = 4 

 

 

 

 

 

 

 

 



13. Hasil simulasi pengendali PID dengan nilai Kp = 25, Ki =0.1 , Kd = 5 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

14. Hasil simulasi pengendali PID dengan nilai Kp = 30, Ki =0.15 , Kd = 6 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

15. Hasil simulasi pengendali PID dengan nilai Kp = 5, Ki =0.1 , Kd = 0.1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



16. Hasil simulasi pengendali PID dengan nilai Kp = 10, Ki =0.12 , Kd = 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

17. Hasil simulasi pengendali PID dengan nilai Kp = 15, Ki =0.14 , Kd = 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

18. Hasil simulasi pengendali PID dengan nilai Kp = 20, Ki = 0.16, Kd = 3 

 

 

 

 

 

 

 

19. Hasil simulasi pengendali PID dengan nilai Kp = 25, Ki = 0.18, Kd = 4 

 

 

 

 

 

 



20. Hasil simulasi pengendali PID dengan nilai Kp = 30, Ki = 0.2, Kd = 5 
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