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ABSTRAK 

 
Tugas akhir ini bertujuan untuk menentukan bentuk umumtrace matriks          berbentuk 

khusus berpangkat dua, tiga dan empat.Sebelum menentukan bentuk umum trace matriks 

         berbentuk khusus tersebut maka akan ditentukan perpangkatan matriks FLDcircr 

berbentuk khusus dari     
  sampai     

 . Selanjutnya pembuktiantrace matriks FLDcircr  

berbentuk khusus berpangkat dua, tiga dan empat dengan pembuktian langsung menggunakan 

definisi tracematriks. Diberikan juga contoh aplikasi dari trace matriks FLDcircr  berbentuk 

khusus dari     
  sampai    

 . 

Kata Kunci : matriks         ,matriks         berbentuk khusus, perpangkatan matriks, 

pembuktian langsung, trace matriks.  
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ABSTRACT 

 

This final project aims to determine the general form of a special shaped trace matrix 

        with powers of two, three and four. Before determine the general form of the special 

shaped          trace matrix, the power of special shaped          matrix will be determine 

from      to     .Then the proof of the trace matrix          is of special from to the power of 

two, three and four by direct proof using the definition of the trace matrix. Also given An 

application example of a special shape         from      to      . 
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BAB I  

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Terdapat beberapa jenis matriks, diantaranya matriks segitiga, matriks 

simetris, matriks diagonal, matriks circulant dan lain sebagainya. Menurut [1] 

matriks circulant adalah matriks dengan elemen baris pertama dan baris 

berikutnya merupakan pergeseran kekanan sekali (satu elemen) dari elemen-

elemen baris sebelumnya. Bentuk umum dari matriks circulant adalah sebagai 

berikut:  

   

[
 
 
 
 

                

                    

                        

     
            ]

 
 
 
 

 

 

(1.1) 

 

Matriks Toeplitz adalah matriks berukuran     dinotasikan    

                     dengan           [1]. Bentuk umum dari matriks 

Toeplitz sebagai berikut: 

   

[
 
 
 
 

                

               

              

     
                     ]

 
 
 
 

 

 

(1.2) 

 

Matriks          adalah sebuah tipe baru dari matriks circulant [2]. 

Bentuk umum dari matriks          adalah sebagai berikut: 

  

[
 
 
 
 
 

               

                        

                                 

      
                            

                                     ]
 
 
 
 
 

 

 

(1.3) 

 

dapat ditulis dengan                                . 

 Matriks          bentuk khusus pada Persamaan (1.4) dibawah ini telah 

dibahas oleh [3] tetapi pembahasannya hanya mengenai bagaimana bentuk umum 
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determinan dan invers dari matriks tersebut. Berikut diberikan matriksnya 

determinanya dan inversnya: 

   

[
 
 
 
 
 
 
 
 
         

         

         

         

         

         

         

         

            ]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
(1.4) 

maka bentuk umum determinan dan invers dari Persamaan (1.4) tersebut yaitu: 

|  |            , dan  

 

       

[
 
 
 
 
 
 
 
 
                

           
           
           
         
         
           
           
           ]

 
 
 
 
 
 
 
 

.  
 

 Pembahasan mengenai trace  matriks berpangkat telah banyak diteliti oleh 

beberapa peneliti sebelumnya. Diantaranya [4] dalam makalahnya yang 

membahas mengenai analisis jaringan kompleks, suatu permasalahan yang 

penting untuk menghitung jumlah bilangan pada segitiga dalam graf terhubung 

sederhana. Bilangan yang diperoleh adalah        ⁄ , dengan    adalah matriks 

ketetanggaan pada graf. 

 Menurut [5] dalam makalahnya dengan judul “Trace Matriks Berbentuk Khusus 

    Berpangkat Bilangan Bulat Positif”, yang membahas tentang bentuk umum 

trace  matriks berbentuk khusus     dengan pangkat bilangan bulat positif dengan 

entri bilangan real.  
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Matriks yang digunakan adalah      [
   
   
   

]        . Hasil yang diperoleh 

adalah bentuk umum perpangkatan matriks atau       
  dan         

  yaitu: 

      
  

[
 
 
 
 
   

 ∑               
   

   
∑               

   

   

 ∑                     
   

   
∑                     

   

   ]
 
 
 
 

  

 

 
 

        
    ∑          

  

 

   

 

                           . 

 

 
 

 Selanjutnya menurut [6] dalam penelitiannya yang berjudul “Bentuk umum 

trace matriks ordo     berpangkat bilangan bulat positif” juga membahas 

mengenai pembentukan bentuk umum trace matriks ordo     berpangkat 

bilangan positif. Hasil dari persamaan bentuk umum trace matriks tersebut 

terdapat dua bentuk persamaan trace matriks berpangkat. Pertama bentuk 

persamaan trace  matriks berpangkat untuk   genap:  

     ∑
     

  

   

   

                    [  (       )]                  
 

Kedua, bentuk persamaan trace matriks berpangkat untuk   ganjil: 

     ∑
     

  

       

   

                    [  (       )]                  
 

 Menurut [7] dalam penelitiannya yang berjudul ”Trace Matriks Berbentuk 

Khusus     Berpangkat Bilangan Bulat Positif”, membahas mengenai bentuk 

umum dari trace matriks     berpangkat bilangan bulat positif untuk   genap 

dan   ganjil. Matriks yang digunakan adalah      *
  
  

+          hasil 

yang diperoleh ada dua bentuk umum. Pertama bentuk umum dari perpangkatan 

matriks atau    yaitu: 
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{
 
 

 
 [   

   

  
   

 

 
   

  
   

  
]                       

[ 
 

  
 

  

  
 

  
 

 

]                   

  
 

dan yang kedua bentuk umum trace matriks berbentuk khusus berpangkat 

bilangan bulat positif yaitu: 

    
   

   {
                             

     
 

                  
  

 

 Berdasarkan hasil uraian penelitian diatas maka penulis tertarik untuk 

menyelesaikan bentuk umum trace matriks         pada Persamaan (1.4). 

Sehingga pada tugas akhir penulis tertarik untuk melakukan kajian mengenai 

bentuk umum “Trace Matriks          Berbentuk Khusus Berpangkat 

Bilangan Bulat Positif”. 

1.2  Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang yang diuraikan oleh penulis, maka rumusan 

masalah dalam tugas akhir ini adalah “Bagaimana bentuk umum trace  matriks 

        bentuk khusus pada Persamaan (1.4) Berpangkat Bilangan Bulat 

Positif?”. 

 

1.3 Batasan Masalah 

 Berdasarkan rumusan masalah, maka harus dilakukan batasan masalah 

agar penelitian ini dapat tercapai dengan baik dan tepat. Adapun batasan 

masalahnya yaitu: 

1 Matriks         pada Persamaan (1.4) 

2 Perpangkatan matriks hanya untuk  
 ,  

  dan  
  dengan     

 

1.4 Tujuan Masalah 

Berdasarkan dari rumusan masalah maka tujuan penelitian ini adalah 

untuk mendapatkan bentuk umum dari trace matriks          bentuk khusus 

pada Persamaan (1.4) Berpangkat Bilangan Bulat Positif. 
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1.5 Manfaat Penelitian 

 Ada beberapa manfaat dari penelitian yaitu : 

1. Menambah ilmu dan wawasan bagi penulis tentang subbab mengenai 

matriks dan trace  matriks. 

2. Diharapkan dapat memeberikan wawasan mengenai materi dalam 

mendpatkan bentuk umum trace matriks         berpagkat bilangan 

bulat positif. 

3. Diharapkan dapat dijadikan referensi bagi yang membutuhkan. 

 

1.6 Sistematika Penelitian 

BAB I  PENDAHULUAN 

Bab ini berisi latar belakang, rumusan masalah, batasan masalah, 

tujuan penelitian, manfaat penelitian dan sistematika penulisan. 

BAB II  LANDASAN TEORI 

Bab ini berisi teori-teori pendukung yang berkaitan dengan matriks, 

circulant, perkalian matriks, trace matriks dan trace  matriks 

berpangkat bilangan positif.  

BAB III  METODE PENELITIAN 

Bab ini menjelaskan langkah-langkah dalam menentukan bentuk 

umum trace matriks         berpangkat bilangan bulat positif. 

BAB IV PEMBAHASAN 

Bab ini menjelaskan bagaimana mendapatkan bentuk umum trace 

matriks         berpangkat bilangan bulaat positif. 

BAB V PENUTUP 

Bab ini berisikan  kesimpulan secara singkat dari pembahasan dan 

saran dari penulis. 
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BAB II  

LANDASAN TEORI 

Bab ini berisi teori-teori pendukung yang berkaitan dengan matriks, 

circulant, perkalian matriks, trace matriks dan trace  matriks berpangkat bilangan 

positif.  

 

2.1 Matriks Circulant 

Definisi 2.1Matriks Circulant [8] Matriks circulant adalah matriks dengan elemen 

baris pertama dan baris berikutnya merupakan pergeseran kekanan sekali (satu 

elemen) dari elemen-elemen baris sebelumnya. Jadi elemen matriks circulant 

tergantung  pada input baris pertamanya. Bentuk umum dari matriks circulant 

sebagai berikut: 

   

[
 
 
 
 

             

                 

                     

     
         ]

 
 
 
 

. 

 

 (2.1) 

 

Contoh 2.1 Diberikan matriks circulant berode     adalah sebagai berikut: 

   

[
 
 
 
 
     
     
     
     
     ]

 
 
 
 

. 

 

 

 

 

Definisi 2.2 Matriks          [2] Suatu matriks bujur sangkar dikatakan 

matriks FLDcircr (the first and the last difference r-circulant matrix). Bentuk 

umum dari matriks FLDcircr sebagai berikut: 

  

[
 
 
 
 
 

               

                        

                                 

      
                            

                                     ]
 
 
 
 
 

. 

 

(2.2) 

 

dapat ditulis dengan                                . 
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Contoh2.2 Diberikan matriks         berorde     adalah sebagai berikut: 

   

[
 
 
 
 
 
      
         
         
        
        
        ]

 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

Matriks    diatas dapat ditulis dengan                           

2.2 Perkalian Matriks 

2.2.1 Perkalian Matriks dengan Skalar 

Definisi 2.2 Perkalian Matriks dan Skalar[9] jika   adalah suaatu matriks dan   

adalah suatu skalar, maka hasil kalinya (product)    adalah matriks yang 

diperoleh dengan mengalikan masing-masing entri   oleh  .  

   [

             

             

    
             

] 

 

      (2.3) 

Contoh 2.3  

Jika   [

    
    
    
    

] dan     maka, 

    [

    
    
    
    

]  [

    
     
    
     

]. 

 

2.2.2 Perkalian Dua Matriks 

Definisi 2.3 Perkalian Dua Matriks [9] jika   adalah matriks     dan   

adalah matriks     maka hasil kali (product)   adalah matriks     yang 

entri-entrinya ditentukan sebagai berikut. Untuk mencari entri pada baris   dan 

kolom   dari   , yaitu dengan memisahkan baris   dari matriks   dan kolom   

dari matriks  . Kalikan entri-entri yang bersesuaian dari baris dan kolom tersebut 

dan kemudian jumlahkan hasil yang diperoleh.  
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[
 
 
 
 
 
             

             

     
             

     
             ]

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
             

             

     
             

     
             ]

 
 
 
 
 

 

 

        (2.4) 

 

Entri        pada baris   dan kolom   dari    diperoleh dengan : 

                            ∑       
 
   . 

Contoh 2.4 Jika   [
   
   
   

]dan   [
  
  
  

] 

Penyelesaian: 

   [
   
   
   

] [
  
  
  

]  [
    
    
    

]. 

 

2.2.3 Perpangkatan Matriks 

Definisi 2.4 Perpangkatan Matriks[9] jika   adalah matriks bujursangkar, maka 

definisi dari pangkat bilangan bulat tak negatif dari   adalah: 

            ⏟    
        

     . 

Selanjutnya, jika   dapat di balik, maka definisi dari pangkat bulat negatif dari   

adalah: 

                     ⏟        
        

. 

Teorema 2.1 Perpangkatan Matriks[9] jika   adalah matriks bujursangkar 

dengan   dan   adalah bilangan bulat, maka:  

                   . 

Definisi 2.5 Menurut [10] misalkan   adalah suatu matriks bujursangkar. Pangkat 

dari   didefinisikan                              dan     . 

Contoh 2.6 Diberikan matriks   [
   
   
   

] maka hasil dari    sebagai berikut: 

        

  [
   

   

   

] [
   

   

   

] [
   

   

   

] 
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 [
      

      

      

] [
   

   

   

] 

 [
         

         

         

]. 

 

2.3 Trace Matriks 

Definisi 2.5 Trace Matriks [9] jika   adalah matriks bujursangkar, maka trace 

dari  , yang dinyatakan sebagai      , didefinisikan sebagai jumlah entri-entri 

pada diagonal utama  . Trace dari   tidak dapat didefenisikan jika   bukan 

matriks bujursangkar.  

Diberikan matriks   berukuran     sebagai berikut: 

  

[
 
 
 
 
             

             

             

     
             ]

 
 
 
 

  
 

        (2.5) 

 

maka trace matriks   adalah 

                        ∑    
 
   .  

 

 

Contoh 2.7 Diberikan matriks   [

    
    
    
    

]  maka nilai trace dari matriks 

 , yaitu: 

                .  

 

 

Teorema 2.2 Sifat-sifat Trace Matriks [11] jika   dan   adalah matriks 

bujursangkar dengan orde yang sama dan   adalah skalar, maka berlaku:  

i.              

ii.                

iii.                     

iv.             . 
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Bukti: Diberikan  

  

[
 
 
 
 
             

             

             

     
             ]

 
 
 
 

, 

maka, 

                       .         (2.6) 

 

dan 

  

[
 
 
 
 
             

             

             

     
             ]

 
 
 
 

, 

maka, 

                       .         (2.7) 

 

i. Akan ditunjukkan bahwa             . Transpose dari matriks   yaitu: 

   

[
 
 
 
 
             

             

             

     
             ]

 
 
 
 

, 

sehingga diperoleh                         .         (2.8) 

 

Berdasarkan Persamaan (2.6) dan Persamaan (2.8) maka terbukti             . 

ii. Akan di tunjukkan bahwa               , untuk   adalah sebarang 

skalar. 

Diberikan: 

   

[
 
 
 
 
                 

                 

                 

     
                 ]
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sehingga diperoleh  

                              

                        

        . 

        (2.9) 

 

Oleh karena itu, terbukti                  

iii. Akan ditunjukkan bahwa                       Berdasarkan 

matriks   dan  , diperoleh: 

    

[
 
 
 
 
             

             

             

     
             ]

 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
             

             

             

     
             ]

 
 
 
 

 

  

[
 
 
 
 
                             

                             

                             

     
                             ]

 
 
 
 

, 

maka,                                       

                                                    

                                         

                                       ,  

                                                 

                         

      (2.10) 

 

Berdasarkan Persamaan (2.5) dan Persamaan (2.6) maka terbukti bahwa 

                   . 

iv. Akan ditunjukkan bahwa              . Dari matriks   dan   maka 

diperoleh: 

   

[
 
 
 
 
             

             

             

     
             ]

 
 
 
 

[
 
 
 
 
             

             

             

     
             ]

 
 
 
 

,, 
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sehingga 

                                        +(       

                                                        

                           

      (2.11) 

 

selanjutnya untuk 

   

[
 
 
 
 
             

             

             

     
             ]

 
 
 
 

[
 
 
 
 
             

             

             

     
             ]

 
 
 
 

  

sehingga 

                                                    

                                                    

                                                      

                                        

                                                

                                                 

             . 

 

(2.12) 

 

Berdasarkan  Persamaan (2.11) maka terbukti                                            

Diberikan contoh untuk menentukan trace matriks ordo     berpangkat 

bilangan bulat positif untuk   genap dan   ganjil. 

Contoh 2.8 Tentukan        dari matriks berikut: 

  [
   
   
   

]. 

Untuk mendapatkan trace matriks tersebut, maka harus dikalikan sebanyak 5 kali 

sehingga diperoleh: 

      [
   

   

   

] [
   

   

   

]  [
      

      

      

]  

       [
      

      

      

] [
   

   

   

]  [
         

         

         

]  

       [
         

         

         

] [
   

   

   

]  [
            

            

            

]  
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       [
            

            

            

] [
   

   

   

]  [
               

               

             

], 

Sehingga diperoleh  

                            

                                

 

2.4 Trace Matriks Berpangkat Bilangan Bulat Positif 

Pembahasan mengenai trace matriks berpangkat telah di bahas oleh [12] 

pada penelitian tersebut menggunakan matriks ketetanggaan     dari graf roda. 

Berikut langkah-langakah untuk mendapatkan ketetanggaan     berpangkat dua 

dan trace matriks ketetanggaan     berpangkat negatif dua: 

1. Diberikan matriks ketetanggaan     dari graf roda yaitu: 

   

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
           
           
           
           
           
           
           
           
           
           
           ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   

 

 
 

2. Mendapatan bentuk umum matriks ketetanggaan     berpangkat dua dari 

graf roda      . 

Teorema 2.3 Bentuk umum   
  dari matriks berbentuk ketetanggaan     dari 

graf roda yaitu: 

      

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
           
           
           
           
           
           
           
           
           
           
               ]
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Bukti: 

Membuktikan bentuk umum   
 dengan menggunakan pembuktian langsung. 

Maka terlebih dahulu ditentukan  
  sebagai berikut: 

  
        

  
  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
           

           

           

           

           

           

           

           

           

           

           ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
           

           

           

           

           

           

           

           

           

           

           ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

  
  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
           

           

           

           

           

           

           

           

           

           

               ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Penjabaran pembuktian Teorema (2.3) terdapat pada laporan Tugas Akhir[12]  

halaman IV-4. 
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3. Membuktikan bentuk umum trace matriks ketetanggaan    berpangkat dua 

dari graf roda 

Berdasarkan Teorema 2.3 maka dapat ditentukan bentuk umum trace matriks 

ketetanggaan     berpangkat dua dari graf roda yang di sajikan pada Teorema 

2.5 sebagai berikut: 

Teorema 2.5 Diberikan matriks ketetanggaan    berpangkat graf roda 

   

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
           
           
           
           
           
           
           
           
           
           
           ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   

 

 
 

maka, 

    
 
          

Bukti. Pembuktian Teorema (2.5) telah dibuktikan pada laporan Tugas Akhir [12] 

pada halaman IV-50.
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BAB III  

METODE PENELITIAN 

 

Metode penelitian yang penulis gunakan adalah studi literatur dengan 

langkah-langkah sebagai berikut : 

 

1. Diberikan suatu matriks         sebagai berikut : 

   

[
 
 
 
 
 
 
 
 
         
         
         
         
         
         
         
         
            ]

 
 
 
 
 
 
 
 

     

2. Membuktikan bentuk umum matriks   
   dengan cara      . 

3. Membuktikan bentuk umum matriks   
 , dengan cara   

    . 

4. Membuktikan bentuk umum matriks   
 , dengan cara   

    . 

5. Membuktikan bentuk umum        ,         dan        menggunakan 

pembuktian langsung. 

6. Mengaplikasikan bentuk umum        ,          dan         pada 

beberapa contoh soal. 
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BAB V  

PENUTUP 

Bab ini berisi penutup yang dibagi menjadi dua bagian, yaitu kesimpulan 

yang membahas tentang rangkuman hasil yang diperoleh dari Bab IV, dan saran 

yang berisi masukan bagi pembaca yang tertarik untuk melanjutkan penulisan 

tugas akhir ini. 

5.1 Kesimpulan  

Berdasarkan pembahasan yang telah di paparkan pada Bab IV tentang bentuk 

umum trace matriks          berbentuk khusus berpangkat dua sampai empat, 

maka diperoleh kesimpulan sebagai berikut: 

1. Diberikan    suatu matriks          berbentuk khusus sebagai berikut: 

   

[
 
 
 
 
 
 
 
 
         
         
         
         
         
         
         
         
            ]

 
 
 
 
 
 
 
 

     

maka diperoleh   

a)       

[
 
 
 
 
 
 
 
 

          
          
         
         
         
          
          

              
              ]

 
 
 
 
 
 
 
 

     

atau dapat ditulis       [    ] dengan: 

     

{
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b)       

[
 
 
 
 
 
 
 
 

          
         
         
         
         
          

                
                    
                    ]

 
 
 
 
 
 
 
 

     

atau dapat ditulis       [    ] dengan: 

     

{
 

 
                                      

                   

                    
                    

 

c)       

[
 
 
 
 
 
 
 
 

         
         
         
         
         

              
                  
                
                ]

 
 
 
 
 
 
 
 

     

atau dapat ditulis       [    ] dengan: 

     {

                     

                     
                    

 

2. Bentuk umum trace  matriks          berbentuk khusus  

Bentuk umum matriks          berbentuk khusus berpangkat dua sampai 

empat adalah sebagai berikut: 

    
 
       

 
       

 
     

5.2 Saran  

Dalam pembahasan yang telah dikemukakan, penulis membahas tentang 

langkah-langkah dalam menentukan trace  suatu matriks          berpangkat 

dua sampai empat. Bagi pembaca yang tertarik dengan topik yang dibahas ini 

maka dapat membahas trace matriks          bentuk khusus berpangkat negatif 

atau menentukan trace dari bentuk matriks lain. 
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