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ABSTRAK 

 
Tugas akhir ini bertujuan untuk mendapatkan bentuk umum trace matriks Hankel ke-  bentuk 
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dahulu melakukan perpangkatan dari (  )
  sampai (  )

  dan dapat diduga dua bentuk umum 

perpangkatan yaitu (  )
  untuk   ganjil dan   genap, kemudian dibuktikan dengan induksi 

matematika. Selanjutnya, diperoleh bentuk umum trace matriks Hankel ke-  bentuk khusus 

berpangkat bilangan bulat positif dengan menggunakan definisi trace matriks. Diberikan contoh 

pengaplikasian dari   (  )
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BAB I  

 PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Aljabar merupakan salah satu cabang dari ilmu matematika yang 

didalamnya mempelajari tentang matriks. Matriks adalah susunan bilangan-

bilangan dalam bentuk baris dan kolom yang membentuk suatu persegi panjang. 

Penulisan susunan tersebut dibatasi oleh kurung siku atau kurung biasa. Terdapat 

berbagai jenis matriks, diantaranya matriks Hankel, matriks identitas, matriks 

diagonal, dan matriks simetris. Dalam penelitian ini akan dibahas tentang matriks 

Hankel. Matriks Hankel ke-  dengan     adalah matriks (   )  (   ) 

yang entri (   ) adalah      dengan             dan            . Sehingga 

bentuk umum dari matriks Hankel sebagai berikut : 

   [

         
           
     
              

]

   

                                  (1.1) 

Menentukan perkalian matriks, transpose matriks, determinan matriks, trace  

matriks dan operasi matriks lainnya adalah operasi yang biasa digunakan pada 

suatu matriks. Menentukan trace dari suatu matriks tidak begitu sulit, tetapi untuk 

trace matriks berpangkat maka diperlukan bentuk matriks berpangkatnya terlebih 

dahulu. Misalkan   [   ] adalah matriks bujursangkar, trace matriks   

merupakan penjumlahan setiap elemen pada diagonal utama matriks bujur sangkar 

dan diberi notasi    ( ). 

Pembahasan tentang trace matriks berpangkat sudah banyak dikaji oleh para 

penetili terdahulu. Diantaranya dibahas oleh [1] mengenai trace matriks 

berpangkat dan mendapatkan dua bentuk umum trace matriks real      

berpangkat bilangan bulat positif, sebagai berikut : 

  (  )  ∑
(  ) 

  
  [  (   )][  (   )] [  (  (   ))](   ( )) (  ( ))

    
 

   
     genap  

 

  (  )  ∑
(  ) 

  
  [  (   )][  (   )] [  (  (   ))](   ( )) (  ( ))

    
 

     
     ganjil  
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Selanjutnya [2] telah mendapatkan bentuk umum dari trace matriks real      

berpangkat bilangan bulat negatif, yaitu : 

  (   )  
∑

(  ) 

  
  [  (   )][  (   )] [  (  (   ))](   ( )) (  ( ))

       
   

(    ( )) 
   genap    

  (   )  
∑

(  ) 

  
 [  (   )][  (   )] [  (  (   ))](    ( ))

 
(  ( ))

         
   

(    ( ))
    ganjil  

Kedua penelitian tersebut menggunakan bentuk umum matriks real sebagai 

berikut : 

      *
  
  

+                                                                           (1.2)           

Pada tahun 2019, [3] juga melakukan penelitian mengenai trace matriks 

berpangkat, tetapi pada penelitian ini bentuk umum matriks yang digunakan 

berbeda dari penelitian [1] dan [2], bentuk umum matriks yang digunakan yaitu 

matriks toeplitz simetris ordo      sebagai berikut: 

     [
   
   
   

]                                         (1.3) 

dengan pangkat yang ditentukan adalah pangkat bilangan bulat positif sehingga 

diperoleh bentuk umum trace matriks toeplitz simetris bentuk khusus ordo     

berpangkat bilangan bulat positif, sebagai berikut: 

  (  )  {
                         

 
 
 
                

 

Penelitian [4] juga masih membahas mengenai trace matriks berpangkat, 

tetapi bentuk umum matriks yang digunakan berbeda dari penelitian [3] pada 

penelitian ini menggunakan bentuk umum matriks toeplitz kompleks ukuran      

sebagai berikut : 

     [
      

         
      

]                                   (1.4) 

dengan pangkat yang ditentukan adalah pangkat bilangan bulat positif dan 

memperoleh bentuk umum trace matriks toeplitz kompleks     berpangkat 

bilangan bulat positif sebagai berikut : 
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            (  )  {
                                     

 
 

 
  (    )           

 

Padal tahun 2017, [5] juga melakukanl penelitian mengenail trace matriksl 

berpangkat, tetapi dalam penelitianl ini bentuk umum matriks yang digunakan 

berbeda dari penelitian [4] dan ukuran matriks yang digunakan diperbesar dari 

penelitian sebelumnya yaitu    , penelitian ini menggunakan bentuk umum dari 

matriks ketetanggaan     daril graf lengkap sebagail berikut :  

   

[
 
 
 
 
 
 
   
   
   

   
   
   

 
 
 

   
   
   

   
   
   

 
 
 

       ]
 
 
 
 
 
 

           (1.5)  

pangkat yang ditentukan dari penelitian ini yaitu berpangkatl bilangan bulatl positif 

sehingga bentukl umum tracel matriks ketetanggaan     dari graf lengkap  

berpangkatl bilangan bulatl positif  yaitul : 

Jika    genap, makal diperoleh : 

  (  )  ∑ (   ) (   ) (   )    

   

   

 

Jika   ganjil, maka diperoleh :  

  (  )  ∑  (   ) (   ) (   )    

     

   

 

 (   ) adalahl bilangan yangl bergantung padal   danl   yangl didefinisikan olehl : 

 (   )     (  
 

 
*     (    

 

 
*  

   

 
 

 (   )   (     )   (       ). 

Penelitian serupa juga dapat dilihat pada [6] yang masih membahas 

mengenai  trace matriks berpangkat, tetapi dalam penelitian ini diperoleh pangkat 

bilangan bulat negatif yang melanjutkan dari penelitian [5] yaitu trace matriks 

ketetanggaan     berpangkat -2, -3, dan -4 dari graf lengkap sesuai Persamaan 

(1.5). Penelitianl tersebut memperoleh bentukl umum  tracel matriks ketetanggaanl 

    berpangkatl -2, -3, dan -4 dari graf lengkap, sebagai berikut : 
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  (  
  )  

 ((   )  (   ) )

(   ) 
     

  (  
  )  

 [  (   )(   )  (   ) ]

(   ) 
     

  (  
  )  

 [(   )   (   )(   )  (   ) ]

(   ) 
     

Pada tahun 2021, [7] melakukanl penelitian tentangl determinanl matriks 

Hankell bentukl khususl ordo     berpangkatl bilangan bulatl positif menggunakanl 

ekspansi lkofaktor. Berdasarkan hasil penelitian didapatkan bentuk umum 

determinan matriks Hankel dengan bentuk khusus matriks yang digunakan 

sebagail berikut : 

               [
   
   
   

] 

Berdasarkan  latar belakang di atas tentangl trace matriksl berpangkat, makal 

penulis tertarik inginl mengkaji mengenai bentuk umum “Trace Matriks Hankel 

ke-  Bentuk Khusus Berpangkat Bilangan Bulat Positif”. 

1.2 Rumusan Masalah 

Rumusanl masalah yangl akan dibahasl dalam penelitianl ini adalahl 

“Bagaimana Bentuk Umum Trace Matriks Hankel ke-  Bentuk Khusus 

Berpangkat Bilangan Bulat Positif ?”.   

1.3 Batasan Masalah 

Adapun batasanl masalah agar penelitian padal tugas akhirl ini lebih terarah 

dan tepat dalam penyelesaiannya digunakan matriks Hankel ke-  bentuk khusus 

sebagai berikut : 

   

[
 
 
 
 
 
 
  
  

  
  

   
   

  
   

  
   

   
     

  
  
  

  
  
  

   
   
   ]

 
 
 
 
 
 

   

 , dengan     dan          (1.6) 

1.4 Tujuan Masalah 

Tujuanl penelitianl ini adalahl untuk memdapatkan bentukl umum tracel 

matriks Hankel ke-  bentuk khusus berpangkatl bilanganl bulat lpositif. 
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1.5 Manfaat Penelitian 

Berikut adalahl manfaatl dari penelitianl inil : 

1. Memberikanl pemahaman baru kepada penulis maupun pembaca mengenai 

tracel matriks terutamal tentang trace matriksl Hankel ke-  bentuk khusus 

berpangkatl bilangan bulatl positif. 

2. Memperdalam pengetahuan dibidang matematika murni khususnya tentang 

trace matriks. 

3. Diharapkan menjadi sebuah referensi baru untuk dunial pendidikan dalam 

menentukanl nilai tracel dari sebuah lmatriks. 

1.6 Sistematika Penelitian 

Sistematikal penulisan tugas akhirl ini mencakup berbagai permasalahan 

yang akan dibahas dalam penelitianl ini, lyaitu:  

BAB I   PENDAHULUAN  

Bab ini berisi tentang latar belakang masalah, rumusan masalah, 

batasan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian dan sistematika 

penelitian.   

BAB II   LANDASAN TEORI 

Bab ini berisikan teori-teori dasar yang digunakan dalam penelitian. 

Teori-teori tersebut berkaitan dengan pengertian matriks, matriks 

Hankel, operasi matriks, trace matriks, induksi matematika dan trace 

matriks berpangkat bilangan bulat positif. 

BAB III   METODE PENELITIAN  

Babl ini berisikanl langkah-langkahl penulis untukl mendapatkan bentukl 

umum tracel matriks Hankel ke-  bentuk khusus berpangkat bilanganl 

bulat lpositif. 

BAB IV    PEMBAHASAN  

Bab ini berisi penjelasan bagaimana mendapatkan bentuk umum trace 

matriks Hankel ke-  bentuk khusus berpangkat bilangan bulat positif. 

BAB V     PENUTUP 

Bab ini berisi tentang kesimpulan dari hasil pembahasan yang telah 

dilakukan pada Bab IV dan saran dari penulis. 
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BAB II   

LANDASAN TEORI 

 

2.1  Matriks  

Definisi 2.1 [8] Matriks adalah suatu susunan elemen-elemen yang disusun 

berbentuk empat persegi  panjang yang terdiri dari beberapa baris dan beberapa 

kolom dan diberi kurung biasa atau dikurung siku. 

Suatu elemen     dalam sebuah matriks,   menunjukan barisl dan   

menunjukkan lkolom. Suatu matriks yangl terdiri dari   barisl dan   koloml disebut 

matriks berukuranl     dan dilambangkan dengan notasi      atau (   )   . 

Bentuk umum suatu matriks      adalah suatu matriks yang terdiri dari   baris 

dan   kolom sebagai berikut : 

              [   ]     [

      
      

    
    

  
      

  
    

]        

 

Beberapa jenis matriks, diantaranya sebagai berikut: 

a. Matriks Diagonal 

Suatu matriks bujur sangkar yang semua elemen di luar diagonal utama 

nilainya nol dan paling tidak terdapat satu elemen pada diagonal utama yang tidak 

nol. Matriks diagonal biasanya dinotasikan dengan D.  Bentuk matriks diagonal : 

    [

    
    

     
     

      
      

    
      

] 

b. Matriks identitas  

Matriks kuadrat berukuran       yang elemen-elemen pada diagonal utama 

bernilai 1 dan pada tempat lain di luar diagonal utama bernilai 0. Matriks identitas 

ditulis sebagai    . Secara umum dapat ditulis 

   [
   
   
   

] 
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c. Matriks Simetris  

Suatul matriks bujur sangkar   disebut simetrisl jika     , yaitu jika  

        untukl setiap nilai    ldan  . Suatu matriks simetrisl secara umuml dapat 

ditulisl sebagai lberikut : 

    [

      
      

    
    

  
      

  
    

] 

 

2.2  Matriks Hankel  

Definisi 2.2 [9] Matriksl Hankel ke-  dengan     adalahl matriks (   )  

(   ) yangl entri (   ) adalah      dengan             dan            . 

Matriksl Hankel adalahl matriks persegi dimana setiap diagonal miring 

menaik dari kiri ke kanan adalah konstan. Secaral umum, bentuk matriksl Hankell 

(   )  (   ) sebagai berikut : 

   [

              
                
 
  

 
    

   
        

]

   

 

Daril segi lkomponen, jika (   ) elemen dari   dilambangkanl dengan      danl 

diasumsikan    , maka:              , untukl semua          . Matriksl 

Hankel adalahl matriks lsimetris. 

Contoh 2.1 : 

Diberikanl matriks Hankel ordo ke-3 sebagail berikut : 

   * 

                
              
    
   

        
       

+

   

 

Dapatl dilihat bahwal matriks   mempunyai semual elemen disepanjangl diagonal 

     lkonstan, sesuai denganl Definisi 2.2 makal matriks   disebutl matriks lHankel. 

2.3  Operasi Matriks  

Adapun beberapa cara Operasi Matriks yaitu perkalian dengan skalar, 

perkalian matriks dengan matriks dan perpangkatan lmatriks. 
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2.3.1 Perkalian Matriks dengan Skalar  

Definisi 2.3 [10] Misalkan   [   ] adalahl matriks     dan   adalahl skalar, 

makal perkalian skalarl dari   denganl   adalahl  matriks     yangl didefinisikan 

ldengan: 

          [    ]  [

        
        

 
 

    
    

            
             

] 

 

Denganl kata llain,    [    ] adalahl matriks yangl diperolehl denganl 

mengalikan setiapl entril dari    denganl  . 

Contoh 2.2 : 

Diketahui matriksl   dan skalar   sebagai berikut : 

 

  [
     
      
    

] dan     

 

maka 

    [
      
       
    

]  [
       
     
         

] 

 

2.3.2 Perkalian Matriks dengan Matriks 

Definisi 2.4 [11] Dua buah matriks dapat dikalikan jika jumlah kolom matriks 

pertama sama dengan jumlah baris matriks kedua. Misalkan    [   ] adalah 

matriks     dan   [   ] adalah matriks    . Maka, perkalian    dan   , 

dilambangkan dengan    , menghasilkan matriks    [   ] yang berukuran 

   , yang dalam hal ini : 

                           ∑   

 

   

    

Contoh 2.3 : 

Diketahuil matriks    danl matriks  . Tentukan    ! 

  [
             
            
       

] dan    [
      
       
     

]  
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Penyelesaian : 

Karena matriks   berordo      dan matriks   berordo     , maka hasil kali 

   adalah matriks  berodo    , yaitu: 

   [
            
            
       

] [
      
       
     

] 

       = [
           
         
          

] 

 

2.3.3 Perpangkatan Matriks 

Definisi 2.5 [12] Misalkan   adalahl sebuah matriks lbujursangkar, maka dapatl 

didefinisikan llpangkat-pangkat bilanganl bulat takl negatif   menjadil 

    ,         ⏟    
        

(   ) 

Akanl tetapi, jikal   dapatl dibalik, makal dapat didefinisikanl pangkat bilanganl 

bulat negatifl menjadi 

    (   )               ⏟          
        

 

 

Contoh 2.4  : 

Diketahui matriksl    [
   
   
   

], hitunglah pangkat daril   
 ! 

Penyelesaian : 

Didapatkan hasil dari   
  sebagai berikut : 

  
       

      [
   
   
   

]  [
   
   
   

] 

      [
      
      
      

] 
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2.4  Trace Matriks 

Definisi 2.6 [13] Misal   adalahl suatu matriksl kuadrat, maka tracel    yangl 

dinotasikan denganl   ( ), didefinisikanl sebagail jumlah elemen-elemen padal 

diagonall utamal  . Tracel   tidakl terdefinisi jikal   bukanl matriksl kuadrat. Suatul 

trace matriksl secaral umuml dapat ditulisl sebagail lberikut: 

      

[
 
 
 
 
         
         
         

    
    
    

   
         

  
    ]

 
 
 
 

         

   ( )                              

Contoh 2.5 : 

Diberikanl matriks   

[
 
 
 
 
   
   
   

  
  
  

   
   

  
  ]

 
 
 
 

, tentukan   ( )! 

Penyelesaian : 

   ( )            

                

Teorema 2.1 [13] Misalkan   [   ] dan   [   ] adalahl matriks-matriksl 

kuadrat   dengan   adalahl suatu lskalar, maka : 

a.    (  )    ( )  

b.   (  )      ( ) 

c.   (   )    ( )    ( ) 

d.   (  )    (  ) 

Bukti : 

a. Akanl dibuktikan bahwal   (  )    ( ) 

Ambil sembarang matriks      

[
 
 
 
 
         
         
         

    
    
    

   
         

  
    ]

 
 
 
 

, maka 
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  (  )    

(

 
 

[
 
 
 
 
         
         
         

    
    
    

   
         

  
    ]

 
 
 
 
 

)

 
 

 

   

(

 
 

[
 
 
 
 
         
         
         

    
    
    

   
         

  
    ]

 
 
 
 

)

 
 

 

                   

   ( ) 

 

b. Akan dibuktikan bahwa   (  )      ( ) 

Ambil sembarang matriks      

[
 
 
 
 
         
         
         

    
    
    

   
         

  
    ]

 
 
 
 

  dan skalar  , maka:  

  (  )    

(

 
 
 

[
 
 
 
 
         
         
         

    
    
    

   
         

  
    ]

 
 
 
 

)

 
 

 

                  

(

 
 

[
 
 
 
 
            
            
            

     
     
     

   
            

  
     ]

 
 
 
 

)

 
 

 

                            

     (                 ) 

        ( ) 

 

c. Akan dibuktikan bahwa   (   )    ( )    ( ) 

Ambil sembarang matriks      

[
 
 
 
 
         
         
         

    
    
    

   
         

  
    ]
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dan matriks    

[
 
 
 
 
         
         
         

    
    
    

   
         

  
    ]

 
 
 
 

 

maka  

  (   )    

(

 
 

[
 
 
 
 
         
         
         

    
    
    

   
         

  
    ]

 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
         
         
         

    
    
    

   
         

  
    ]

 
 
 
 

)

 
 

 

                      

(

 
 

[
 
 
 
 
                     
                      
                     

        
        
        

   
                     

  
        ]

 
 
 
 

)

 
 

 

                                                      

                    (                 )  (                 ) 

                      ( )    ( ) 

 

d. Akan dibuktikan bahwa   (  )    (  ) 

Ambil sembarang matriks   

[
 
 
 
 
             
             
   
 
   

   
 
   

   
 
   

 
 
 

   
 
   ]

 
 
 
 

 dan  

matriks   

[
 
 
 
 
             
             
   
 
   

   
 
   

   
 
   

 
 
 

   
 
   ]

 
 
 
 

 

maka 

  (  )    

(

 
 

[
 
 
 
 
             
             
   
 
   

   
 
   

   
 
   

 
 
 

   
 
   ]

 
 
 
 

[
 
 
 
 
             
             
   
 
   

   
 
   

   
 
   

 
 
 

   
 
   ]

 
 
 
 

)

 
 

 

   

(

 
 

[
 
 
 
 
                                                                                                                     
                                                                                                                     
                             

 
                             

                             
 

                             

                             
 

                             

 
 
 

                             
 

                             ]
 
 
 
 

)
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   (  ) 

Contoh 2.6 : 

 

Diberikan matriks bujursangkar      dibawah ini :  

  

  

[
 
 
 
 
    
   
   

  
  
  

   
   

  
  ]

 
 
 
 

  dan   

[
 
 
 
 
    
   
   

  
  
  

   
   

  
  ]

 
 
 
 

    

 

Buktikan : 

a.   (  ) 

b.    (  ) 

c.    (   ) 

d.   (  ) 

Penyelesaian : 

Denganl menggunakan Teoremal 2.1 maka : 

a.   (  )    ( ) 

                       

           

b.   (  )     ( ) 

               (  ) 

                 

c.   (   )    ( )    ( ) 

                   (         )  (5+2+2+1+4) 

                         

                 

d.   (  )    (  ) 

                 (     )      
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2.5  Induksi Matematika 

Definisi 2.7 [14] Misalkan   ( ) adalah suatu proposisi yang akan dibuktikan 

benar untuk setiap bilangan asli  . Langkah-langkah pembuktiannya dengan 

induksi matematika sebagai berikut : 

1. Ditunjukkan bahwa  ( ) benar. 

2. Diasumsikan bahwa  ( ) benar untuk suatu bilangan asli    dan ditunjukkan 

bahwa  (   ) benar. 

Jika langkah-langkah (1) dan (2) berhasil menunjukkan kebenarannya, maka 

selanjutnya disimpulkan bahwa  ( ) benar untuk setiap bilangan asli  . Langkah 

(1) diatas sering disebut basis(dasar) induksi, dan langkah (2) disebut langkah 

induksi. 

Contoh 2.7 : 

Dengan induksi matematika, buktikan bahwa : 

               (   )  
 (   )(   )

 
 , untuk semua      

Bukti : 

Misalkan  ( ) adalah pernyataan                (   )  
 (   )(   )

 
  

1. Akan ditunjukkan  ( ) benar, yaitu : 

 (   )(   )

 
 
 (   )(   )

 
 
 ( )( )

 
 
 

 
   

Sehingga  ( ) benar. 

2. Asumsikan  ( ) benar dan memperoleh hipotesis induksi sebagai berikut : 

               (   )  
 (   )(   )

 
 

Hipotesis ini digunakan untuk membuktikan bahwa  (   ) menyatakan  

               (   )  (   )[(   )   ]  
(   )[(   )   ][(   )   ]

 
 

     Pembuktian dimulai dari :     

                     (   )  (   )[(   )   ]  [               (   )]  (   )[(   )   ] 

              
 (   )(   )

 
 (   )(   ) 

                                                                                       (   )(   ) (
 

 
  ) 

                                                                                       (   )(   ) (
   

 
) 

                                                                                       
 (   )(   )

 
 
 (   )(   )
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(   )(   )(   )

 
 

                                                                       
(   )[(   )  ][(   )  ]

 
 

Berdasarkan langkah 1 dan 2, dapat disimpulkan dengan menggunakan induksi 

matematika bahwa  ( ) benar untuk semua bilangan bulat positif  .  

 

2.6  Trace Matriks Berpangkat Bilangan Bulat Positif  

Padal tahun 2021, [15] membahas mengenail trace matriksl simetris     

berpangkat bilangan bulat, namun disini lebih menekankan langkah dari trace 

matriks simetris berpangkat bilanganl bulat lpositif. Berikut adalah llangkah-

langkah penyelesaiannya : 

a. Diberikanl matriks simetris     sebagai berikut : 

          

[
 
 
 
 
   
   
   

  
  
  

   
   

   
  ]

 
 
 
 

            

 

b. Menduga bentuk matriks   
  

Untuk menduga bentuk umum matriks   
 , maka dilakukan dengan 

perpangkatan matriks   
  sampai   

  . Maka dari hasil matriks   
  sampai 

  
   dapat diduga bentuk umum matriks   

  sebagai berikut : 

  
  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   (  )    

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )    

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )    

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )    

 
  

   (  )   

 
   

   (  )   

 
  

   (  )    

 
  ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

atau 

  
  [   ]  

{
 
 

 
 (
   (  )    

 
)       

(
   (  )   

 
)       
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c. Membuktikan bentuk umum matriks   
 . 

Padal penelitian lini, digunakan metode induksil matematika dalaml pembuktian 

bentukl umum matriksl   
 . Berikut langkah-langkah dalam pembuktiannya 

yaitu: 

Misal : 

 ( )   
    

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   (  )    

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )    

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )    

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

 

   (  )    

 
  

   (  )   

 
   

   (  )   

 
  

   (  )    

 
  ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

1. Akan ditunjukkan      maka  ( ) benar, yaitu :  

 ( )   
    

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   (  )    

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )    

 
  

   (  )   

 
  

    (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )    

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )    

 
  

   (  )   

 
   

   (  )   

 
  

   (  )    

 
   ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

         
    

[
 
 
 
 
 
 
 
 
  (  )  

 
  

  (  ) 

 
 

  (  ) 

 
 

   (  ) 

 
 

  (  )  

 
  

  (  ) 

 
 

   (  ) 

 
 

  (  ) 

 
 

  (  )  

 
  

  (  ) 

 
 

  (  ) 

 
 

  (  ) 

 
 

  (  ) 

 
 

  (  ) 

 
 

  (  ) 

 
 

   (  ) 

 
 

  (  ) 

 
 

  (  ) 

 
 

   (  ) 

 
 

  (  ) 

 
 

  (  ) 

 
 

  (  )  

 
  

  (  ) 

 
  

  (  ) 

 
 

  (  )  

 
  ]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

             

[
 
 
 
 
   

   

   

  

  

  
   

   

   

  ]
 
 
 
 

 

 Terbukti  ( ) benar. 
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2. Asumsikan  bahwa  ( ) benar, yaitu : 

 ( )   
    

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   (  )    

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )    

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )    

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )    

 
  

   (  )   

 
   

   (  )   

 
  

   (  )    

 
  ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Akanl ditunjukkan  (   ) jugal benar, yaitul : 

    

 (   )   
      

[
 
 
 
 
 
 
 
 
     (  )    

 
    

     (  )   

 
    

     (  )   

 
    

     (  )   

 
    

     (  )    

 
    

     (  )   

 
    

     (  )   

 
    

     (  )   

 
    

     (  )    

 
    

     (  )   

 
    

     (  )   

 
    

     (  )   

 
    

     (  )   

 
    

     (  )   

 
    

     (  )   

 
    

     (  )   

 
    

     (  )   

 
    

     (  )   

 
    

     (  )   

 
    

     (  )   

 
    

     (  )   

 
    

     (  )    

 
    

     (  )   

 
     

     (  )   

 
    

     (  )    

 
    ]

 
 
 
 
 
 
 
 

 

Perhatikan bahwa : 

          [   ] 

  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
   (  )    

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )    

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )    

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )    

 
  

   (  )   

 
   

   (  )   

 
  

   (  )    

 
  ]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
   
   
   

  
  
  

   
   

   
  ]

 
 
 
 

   

  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
     (  )    

 
    

     (  )   

 
    

     (  )   

 
    

     (  )   

 
    

     (  )    

 
    

     (  )   

 
    

     (  )   

 
    

     (  )   

 
    

     (  )    

 
    

     (  )   

 
    

     (  )   

 
    

     (  )   

 
    

     (  )   

 
    

     (  )   

 
    

     (  )   

 
    

     (  )   

 
    

     (  )   

 
    

     (  )   

 
    

     (  )   

 
    

     (  )   

 
    

     (  )   

 
    

     (  )    

 
    

     (  )   

 
     

     (  )   

 
    

     (  )    

 
    

 

]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Dengan melihat hasil matriks      makal  (   ) lbenar. Karena langkah 1 

danl 2  telah dibuktikan benar, makal bentuk umuml matriks   
  terbuktil benar. 

 

d. Membuktikan bentuk umum trace matriks   
 . 

Berdasarkanl hasil bentukl umum matriksl   
 , maka dapatl diperolah trace 

matriksl   
  sebagai lberikut : 

  (  
 )  (   (  )    )   
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Bukti : 

  (  
 )  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
   (  )    

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )    

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )    

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )   

 
  

   (  )    

 
  

   (  )   

 
   

   (  )   

 
  

   (  )    

 
  ]
 
 
 
 
 
 
 
 

    

    (  
 )  (

   (  )    

 
)    (

   (  )    

 
)    (

   (  )    

 
)    (

   (  )    

 
)    (

   (  )    

 
)    

        (
   (  )    

 
)    

       (   (  )    )   

 

Sehingga diperoleh : 

  (  
 )  (   (  )    )   
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BAB III   

METODE PENELITIAN 

 

Penulisanl tugas akhirl ini menggunakanl metode studil pustaka dengan 

mengumpulkan informasi daril buku maupunl jurnal yang terkaitl dengan penelitian 

ini. Langkah-langkahl yang dilakukanl dalam penelitianl ini lyaitu: 

1. Diberikanl matriks Hankel pada Persamaan (1.6). 

2. Menentukan perpangkatan matriks (  )
  sampai (  )

   

3. Mendugal bentuk umuml perpangkatan matriksl (  )
  dengan   bilangan 

bulatl positif. 

4. Membuktikanl bentuk umuml matriks (  )
  denganl   bilangan bulatl positif 

menggunakanl induksi lmatematika. 

5. Membuktikan bentuk umuml   (  )
  dengan   bilanganl bulat positifl 

menggunakan pembuktian llangsung. 

6. Mengaplikasikan bentuk umum   (  )
  dengan   bilangan bulat positif 

dalam bentuk contoh soal. 
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BAB V  

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan  

Berdasarkan pembahasan yang telah di paparkan pada Bab IV tentang trace 

matriks Hankel ke-  bentuk khusus berpangkat bilangan bulat positif dengan 

matriks pada Persamaan (1.6), maka diperoleh : 

1. Bentuk umum perpangkatan matriks Hankel ke-  bentuk khusus berpangkat 

bilangan bulat positif yaitu : 

Untuk    bilangan bulat positif ganjil, diperoleh :       

(  )
  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

√ 
((
  √ 

 
)

   

 (
  √ 

 
)

   

+        
 

√ 
((
  √ 

 
)

 

 (
  √ 

 
)

 

+  

        
        
       
        
        

 

√ 
((
  √ 

 
)

 

 (
  √ 

 
)

 

+       
 

√ 
((
  √ 

 
)

   

 (
  √ 

 
)

   

+  

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   

 

 atau (  )
  [    ] dengan : 

     

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
  

√ 
((
  √ 

 
)

   

 (
  √ 

 
)

   

+                                                                                                                            

 

√ 
((
  √ 

 
)

 

 (
  √ 

 
)

 

+          
                       

               
                                                                                             

 

√ 
((
  √ 

 
)

   

 (
  √ 

 
)

   

+                                                                                                                           

                                                                                                
                                                                                                                                   

  

 

Untuk   bilangan bulat positif genap, diperoleh :       

(  )
  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

√ 
((
  √ 

 
)
   

 (
  √ 

 
)
   

*        
 

√ 
((
  √ 

 
)
 

 (
  √ 

 
)
 

*   

        
        
       
        
        

 

√ 
((
  √ 

 
)
 

 (
  √ 

 
)
 

*        
 

√ 
((
  √ 

 
)
   

 (
  √ 

 
)
   

*   ]
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atau (  )
  [    ] dengan : 

     

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
  

√ 
((
  √ 

 
)

   

 (
  √ 

 
)

   

+                                                                                                                        

 

√ 
((
  √ 

 
)

 

 (
  √ 

 
)

 

+          
                   

          
                                                                                           

 

√ 
((
  √ 

 
)

   

 (
  √ 

 
)

   

+                                                                                                                          

                                                                                                           
                                                                                                                              

  

 

2. Bentuk umum trace matriks Hankel ke-  bentuk khusus berpangkat bilangan 

bulat positif  yaitu : 

  (  )
  

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
  

√ 
((
  √ 

 
)

 

(√ )  (
  √ 

 
)

 

( √ ))                            

 

√ 
((
  √ 

 
)

 

(√ )  (
  √ 

 
)

 

( √ ))                            

 

√ 
((
  √ 

 
)

 

(√ )  (
  √ 

 
)

 

( √ ))   (   )  
                        
                      

   

 

5.2 Saran  

Pada tugas akhir ini penulis membahas mengenai trace matriks Hankel ke-  

bentuk khusus berpangkat bilangan bulat positif. Disarankan bagi pembaca untuk 

melanjutkan perpangkatan negatif ataupun mencari bentuk umum trace matriks 

Hankel untuk entri yang berbeda. 
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