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ABSTRAK 

 
Penelitian ini bertujuan untuk mendapatkan bentuk umum determinan matriks 

                           bentuk khusus    ,     menggunakan ekspansi kofaktor. 

Untuk mendapatkan bentuk umum ini, proses dimulai dengan mencari determinan matriks 

                           orde     hingga       dengan metode ekspansi kofaktor. 

Berdasarkan perhitungan tersebut diperoleh pola dan mendapatkan bentuk umum determinan yaitu 
|  |               matriks                           . Berdasarkan hasil penelitian 

diperoleh bentuk umum yang disajikan dalam suatu teorema dan disertai pembuktian. Lebih lanjut 

implementasi rumus tersebut disajikan dalam bentuk contoh. 

 
Kata Kunci = induksi matematika, matriks RSFPLRcircfr, ekspansi kofaktor. 

 

  



viii 

 

DETERMINANTS OF THE MATRIX 

                          SPACIAL FORM           
USING CAFACTOR EXPANSION 

 

YOLA SUNDARI 

11554202762 

 

 Date of Final Exam  : 05 July 2022  
 Date of Graduation :  

 
Department of Mathematics 

Faculty of Science and Technology 
State Islamic University of Sultan Syarif Kasim Riau 

Soebrantas Street. No. 155 Pekanbaru 
 

 

 

ABSTRACT 

 

This study aims to obtain the general form of the determinant matrix 

                          special form           using cofactor expansion. To obtain 

this general form, the process begins by finding the determinant of the 

                          of the orde     to       using the cofactor expansion method. 

Based on these calculation, the pattern is obtained and the general form of the determinant matrix 
|  |                                          is obtained. Based on the results of the 

study obtained a general form which is presented in a theorem and accompanied by proof. 

Furthermore, the implementation of the formula is preseted in the form of an example. 
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BAB I  

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Determinan merupakan salah satu pokok bahasan yang termasuk dalam 

Aljabar Linear. Determinan dari suatu matriks   biasanya dinyatakan oleh     

atau | |. Determinan suatu matriks menggunakan beberapa metode diantaranya 

Metode Ekspansi Kofaktor, aturan Sarrus, aturan Segitiga. Mengenai determinan 

suatu matriks telah banyak diteliti pada tahun sebelumnya , Pada tahun 2020 

terdapat sebuah skripsi yang membahas tentang determinan matriks dengan judul 

“Determinan Matriks          Bentuk Khusus         Dengan 

Menggunakan Ekspansi Kofaktor” [1]. 

Dalam perhitungan determinan suatu matriks dapat dilakukan salah satunya 

dengan cara menggunakan metode ekspansi kofaktor yang mana ekspansi 

kofaktor merupakan perkalian entri-entri pada baris atau kolom dari   dengan 

kofaktor-kofaktornya yang bersesuain dan menjumlahkan hasilkali-hasilkali yang 

diperoleh. Secara umum, strategi yang paling baik untuk menghitung determinan 

dengan ekspansi sepanjang baris atau kolom yang memiliki bilangan nol yang 

terbanyak. Pada tahun 2019  terdapat penelian yang membahas determinan suatu 

matris dengan judul “Determinan Matriks          Bentuk Khusus         

Menggunakan Metode Kondensasi Chio” [2]. Kemudian pada tahun 2017 juga 

terdapat penelitian sebuah penilitian yang membahas invers suatu matriks dengan 

judul “ Invers Matriks Positif Menggunakan Metode Adjoin” [3]. 

Adapun beberapa jenis matriks, diantaranya matriks          . Matriks 

          merupakan matriks bujur sangkar yang setiap elemen dari baris identik 

dengan baris sebelumnya, namun secara pengulangan pindah satu posisi ke kanan. 

Terdapat beberapa jenis matriks sirkulan, diantaranya adalah matriks sirkulan 

                                  ,         , dan lain sebagainya.   
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Matriks sirkulan        adalah matriks bujur sangkar dengan baris 

pertama                yang dinotasikan dengan 

                           , dengan bentuk umum: 

   

[
 
 
 
 
 
 

  

     
     

 
   
   

   

  

       

          

    
      

      

      

 
 
 
 
 
 
 

    

    
    

   
  

       

          

    

    
    

 
  

  

        ]
 
 
 
 
 
 

     (1.1) 

Pada tahun 2018, Fitri Aryani dan Corry Corazon Marzuki [4] melakukan 

penelitian tentang matriks Toeplitz dengan judul ”Determinan Matriks Toeplitz 

Bentuk Khusus Menggunakan Ekspansi Kofaktor” dengan bentuk khusus sebagai 

berikut: 

  

[
 
 
 
 
 
                 
               
             
           
         
       ]

 
 
 
 
 

             

Adapun hasil dari penelitian tersebut adalah sebagai berikut: 

|  |  {

                                   

                                  

                                   

 

 Kemudian pada tahun 2020, Nela Afrianti [5] pada penelitiannya 

membahas “ Determinan Matriks          Bentuk Khusus           

menggunakan Ekspansi Kofaktor” dengan bentuk khusus sebagai berikut: 

  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
           
           
            
               
               
           
                        
                        
                           
                              
                                 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

        (1.2) 

Dapat ditulis dengan                             
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Pada tahun 2020, Rahmawati, dkk [6] melakukan penelitian tentang invers 

matriks                       dengan bentuk umum pada Persamaan (1.1). 

Penelitian ini membahas mengenai salah satu bentuk khusus matriks sirkulan 

yaitu matriks                            dengan mengganti         

                          , pada Persamaan (1.1) sehingga 

menjadi matriks                      , sebagai berikut: 

   

[
 
 
 
 
 
 
         
        
  
   
  
  
  

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 ]
 
 
 
 
 
 

         (1.3) 

Adapun hasil dari penelitian tersebut adalah sebagai berikut: 

  
   [   ]                         

Dengan 

|  |  {

                           

                                           
                   

 

Berdasarkan penelitian diatas penulis tertarik untuk mengkaji Penelitian 

Rahmawati dkk tentang matriks              berdasarkan Persamaan (1.1) 

dengan bentuk khusus seperti berikut: 

   

[
 
 
 
 
 
 
 
 
    
      
       

   
   
   

   
   
   

     
      
       

   
   
   

   
   
   

     
     
     

   
   
   

   
   
   ]

 
 
 
 
 
 
 
 

 

    (1.4) 

Dapat ditulis                               

 Sehingga tugas akhir ini diberi judul “Determinan matriks              

              bentuk khusus dengan ekspansi kofaktor”. 
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1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan uraian  latar belakang di atas, maka dapat dirumuskan suatu 

masalah yaitu bagaimana menentukan bentuk umum determinan matriks 

                          bentuk khusus menggunakan Ekspansi kofaktor.  

1.3 Batasan Masalah 

Berdasarkan rumusan masalah, permasalahan yang diperoleh dari penelitian 

ini adalah menentukan determinan matriks                           bentuk 

khusus sesuai Persamaan (1.4) menggunakan ekspansi kofaktor. 

1.4 Tujuan Masalah 

Berdasarkan rumusan masalah yang telah diuraikan maka tujuan dari 

penulisan tugas akhir ini adalah mendapatkan bentuk umum dari determinan 

                          menggunakan ekspansi kofaktor. 

1.5 Manfaat Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah dan tujuan penilitian diatas, maka manfaat 

dari penelitian tugas akhir ini adalah sebagai berikut: 

1. Bagi penulis  

Adapun manfaat yang didapat melalui penelitian ini adalah memperdalam 

pemahaman penulis mengenai matriks dan mengembangkan wawasan 

disiplin ilmu yang telah dipelajari untuk mengkaji suatu permasalahan 

aljabar linear khususnya dalam hal menyelesaiakan determinan matriks 

                          

2. Bagi lembaga Pendidikan 

Sebagai referensi dalam memecahkan masalah yang berkaitan dengan 

masalah yang dikaji dalam penilitian ini, yaitu menentukan determinan 

matriks                            
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1.6 Sistematika Penulisan 

Sistematika penelitian tugas akhir ini terdiri dari pokok-pokok permasalahan 

yang masing-masing akan diuraikan menjadi beberapa bagian sebagai berikut : 

Adapun sistematika pada saat penulisan Tugas Akhir ini yaitu: 

BAB I PENDAHULUAN 

  Bab ini berisi tentang latar belakang, rumusan masalah, batasan 

masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian dan sistematika 

penulisan. 

BAB II LANDASAN TEORI 

  Bab ini berisiskan teori-teori pendukung yang berkaitan dengan 

matriks, determinan matriks                           matriks 

kofaktor. 

BAB III METODE PENELITIAN 

 Bab ini berisi tahapan-tahapan yang dilakukan penulis untuk 

mencari determinan matriks                           

menggunakan ekspansi kofaktor. 

BAB IV PEMBAHASAN 

Bab ini berisi uraian langkah-langkah untuk memperoleh bentuk 

umum matriks                           bentuk khusus 

          menggunakan ekspansi kofaktor. 

BAB V PENUTUP 

Bab ini berisiskan kesimpulan dan saran dari keseluruhan 

pembahasan.  
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BAB II  

LANDASAN TEORI 

Bab ini berisi teori-teori pendukung yang berkaitan dengan matriks, 

determinan matriks                            dan induksi matematika. 

2.1 Pengertian Matriks dan Operasinya 

Definisi 2.1 [7] Jika  dan   adalah matriks-matriks dengan ukuran yang sama, 

maka jumlah     adalah matriks yang diperoleh dengan menjumlahkan entri-

entri   dengan entri-entri bersesuaian dengan   dan selisi     adalah matriks 

yang diperoleh dengan mengurangkan entri-entri pada   dengan entri-entri yang 

bersesuaian pada  . Matriks dengan ukuran yang berbeda tidak dapat dijumlahkan 

atau dikurangkan. 

Contoh 2.1: Perhatikan matriks-matriks 

  [
            
            
           

]    [
          
     
        

]    [
  
  

] 

Maka 

    [
           
           
          

]         [
                 
              
             

] 

Pernyataan        , dan     tidak terdefinisi. 

Definisi 2.2 [7] Jika   adalah matriks     dan   adalah matriks     maka 

hasil kali    adalah matriks     yang entri-entrinya ditentukan sebagai 

berikut. Untuk mencari entri pada baris   dan kolom   dari   , pisahkanlah 

matriks   dari matriks   dan kolom   dari matriks  . Kalikan entri-entri yang 

bersesuaian dari baris dan kolom tersebut dan jumlahkan hasil yang diperoleh. 

Contoh 2.2: Perhatikan matriks-matriks 

  [
   
   

]    [
      
     
       

] 

Karena matriks   adalah matriks     dan   adalah matriks    , maka hasil 

kali    adalah matriks    . Untuk menentukan, misalkan, entri pada baris 2 dan 
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kolom 3 dari   , dimisalkan baris 2 dan kolom 3 dari  . Kemudian sebagaimana 

dijelaskan berikut ini, mengalikan entri-entri yang bersesuaian kemudian 

menjumlahkan hasil kalinya. Sehingga diperoleh hasilnya sebagai berikut: 

   [
         
       

] 

Definisi 2.3 [7] Jika   adalah matriks sebarang dan    adalah skalar sebarang, 

maka hasil kali    adalah matriks yang peroleh dari perkalian setiap entri pada 

matriks   dengan bilangan  . Matriks    disebut dengan kelipatan skalar. 

Jika   [   ]  maka                   

Contoh 2.3 

Misalkan terdapat matriks   [
   
   

] dan skalar     

Maka: 

   [
    
   

] 

Definisi 2.4 [10] Jika   adalah matriks     dan   adalah matriks     maka 

hasil kali    adalah matriks berukuran     yang entri-entrinya ditentukan 

sebagai berikut: untuk mencari enri pada baris   dan kolom ke   dan   , 

pisahkanlah baris   dari matriks    dan kolom    dari matriks  . Kalikan entri-

entri yang sesuai dari baris dan kolom tersebut secara bersamaan kemudian 

jumlahkan hasil kali yang diporoleh: 

   

[
 
 
 
 
          

            
   

 
   

   

 
   

 
 
 

   

 
   ]

 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
           

           

   

 
   

 
 
 

   

 
   

 
 
 

   

 
   ]

 
 
 
 
 

 

Entri        pada baris   dan kolom   dari    diperoleh melalui: 

                                    

Contoh 2.4 

Diberikan suatu matriks   [
   
   

] dan   [
  
    
    

] 

Maka: 
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   [
   
   

] [
  
    
    

]  [
  
 

] 

Definisi 2.5 [7] Jika   adalah suatu matriks kuadrat, maka didefinisikan pangkat-

pangkat bilangan bulat tak negatif dari matriks   adalah: 

     

        ⏟    
        

 

Jika   dapa dibalik, maka pangkat bilangan bulat negatif dari   adalah: 

              ⏟        
        

 

Contoh 2.5 

Tentukan matriks    dari matriks berukuran     berikut ini: 

    [
  
  

] 

Penyelesaian:  

        

  [
  
  

] [
  
  

] 

  [
    
   

] 

Teorema 2.1 [7] Jika   adalah matriks yang dapat dibalik, maka: 

1.     dapat dibalik dan           

2.    dapat dibalik dan                

3. Untuk setiap skalar   yang tak sama dengan nol, maka    dapat 

dibalik dan        
 

 
   . 

2.2 Matriks           

Definisi 2.6 [8] Matriks           adalah matriks bujur sangkar berorde yang 

setiap elemen dari baris identik dengan baris sebelumnya, namun dipindahkan 

satu posisi kekanan. Matriks           dari                adalah. 
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[
 
 
 
 
 

               

                 

    

 
  

  

    

 
  

  

  

 
  

  

 
 
 
 

    

 
  

    

    

 
  

  ]
 
 
 
 
 

 

Contoh 2.6 Diberikan matriks                         dengan     , yaitu: 

  

[
 
 
 
 
     
     
 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 ]
 
 
 
 

 

Matriks           dapat dibagi menjadi beberapa macam salah satunya adalah 

matriks             , sebagai berikut. 

2.3 Matriks              

Definisi 2.7 [9] Suatu matriks bujur sangkar dikatakan matriks              

jika memenuhi formula pada Persamaan (1.1), yaitu: 

   

[
 
 
 
 
 
 

  

     
     

   
   
   

   

  

       

          

    
      

      

      

 
 
 
 
 
 
 

    

    
    

 
  

       

          

    

    
    

 
  

  

       ]
 
 
 
 
 
 

 

dan dapat ditulis dengan                             . 

 Untuk mendapatkan entri-entri pada baris      entri pertama dimulai 

dengan mengambil entri terakhir dari baris      yang dikalikan dengan   . 

Setelah diporelah entri pertama dari baris       maka entri kedua diperoleh 

dengan cara menjumlahkan entri pertama dan entri terakhir pada baris       dan 

kemudian menggeser entri-entri dari baris      (secara siklis) satu posisi ke 

kanan.  

Contoh 2.7 : Diberikan matriks              dengan              

               , yang memenuhi Persamaan (1.1) sebagai berikut : 

  

[
 
 
 
 
              
              
  
  
  

  
  
  

    
   
   

   
   
  

 
 
 ]
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2.4 Determinan Matriks 

Definisi 2.8 [7] Misalkan   adalah matriks bujur sangkar. Fungsi determinan 

dinotasikan dengan        atau | | sebagai jumlah dari semua hasil kali 

elementer bertanda dari  . Angka         disebut determinan dari    

Contoh 2.8 Akan ditentukan determinan dari matriks     dengan 

     [
      

      
] 

Penyelesaian: 

|  |                

Contoh 2.9 Akan ditentukan determinan dari matriks     dengan 

    [

         

         

         

] 

Penyelesaian: 

|  |                                                     

              

    |
      

      
|     |

      

      
|      |

      

      
| 

     |   |     |   |     |   | 

Teorema 2.2 [7] Jika   adalah suatu matriks segitiga     (segitiga atas, segitiga 

bawah, atau diagonal) maka determinan   adalah hasil kali dari entri-entri pada 

diagonal utama matriks tersebut, yaitu | |                  . 

Contoh 2.10 Akan ditentukan determinan dari matriks diagonal     dengan 

    [
    
    

] 

Penyelesaian: 

Berdasarkan Teorema 2.1 maka |  |        . 

Contoh  2.11 Akan ditentukan determinan dari matriks segitiga atas     dengan 

    [

         

       

     

] 

Penyelesaian: 

Berdasarkan Teorema 2.1 maka |  |            
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Teorema 2.3 [7] Misalkan   adalah suatu matriks bujur sangkar. Jika   memiliki 

suatu baris atau satu kolom bilangan nol, maka | |     

Contoh 2.12 Akan ditentukan determinan dari matriks     dengan  

   [
      

  
]  

Penyelesaian: 

Berdasarkan Teorema 2.2 maka |  |     

Contoh 2.13 Akan ditentukan determinan dari matriks     dengan 

   [

       

       

       

] 

Penyelesaian: 

Berdasarkan Teorema 2.2 maka |  |    

Defenisi 2.9 [7] Suatu matriks persegi   dikatakan singular apabila         , 

jika           maka dikatakan matriks nonsingular. Matriks nonsingular 

memiliki invers dan matriks singular tidak memiliki invers. 

Definisi 2.10 [7] Jika   adalah matriks bujur sangkar, maka minor dari entri     

dinyatakan sebagai     dan didefinisikan sebagai determinan dari submatriks 

yang tersisa setelah baris ke-I dan kolom ke   dihilangkan dari  . Bilangan 

           dinyatakan sebagai     dan disebut sebagai kofaktor dari entri    . 

 Berdasarkan penjelasan dari minor dan kofaktor diatas, maka dapat dibentuk 

rumus determinan menggunakan ekspansi kofaktor dalam teorema berikut. 

Teorema 2.4 [7] Determinan dari matriks   berukuran     dapat dihitung 

dengan mengalikan entri-entri pada sebarang baris (atau kolom) dengan kofaktor-

kofaktornya dan menjumlahkan hasil kali yang diperoleh, dimana setiap     

  dan      , 

                                      

(ekspansi kofaktor sepanjang kolom ke- ) 

                                      

(ekspansi kofaktor sepanjang kolom ke- )  
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BAB III 

METODE PENELITIAN 

 Metode penelitian adalah sebuah langkah-langkah sistematis yang 

digunakan penulisan dalam menyelesaikan tugas akhir ini, pada bab ini akan 

dijelaskan mengenai jenis-jenis penelitian dan proses penelitian, selengkapnya 

dijelaskan pada Subbab 3.1 sampai 3.2. 

3.1 Jenis Penelitian 

Jenis penelitian yang penulis gunakan adalah studi liternatur dengan 

referensi seperti jurnal, buku referensi, internet dan lainnya. 

3.2 Prosedur Penelitian 

Langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini adalah sebagai 

berikut: 

1. Diberikan matriks                            dengan bentuk khusus 

yang dibentuk dari Persamaan (1.4). 

2. Menentukan nilai determinan dari matriks                            

berorde     sampai       dengan menggunakan ekspansi kofaktor. 

3. Menduga bentuk umum determinan                            dengan 

mengamati polanya. 

4. Membuktikan bentuk umum determinan                            

dengan menggunakan pembuktian langsung. 

5. Mengaplikasikan matriks                            bentuk khusus ke 

dalam contoh soal. 

  



22 
 

BAB V 

PENUTUP 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan uraian dan pembahasan pada bab-bab sebelumnya, diperoleh 

kesimpulan sebagai yaitu bentuk umum determinan suatu matriks              

bentuk khusus yang sesuai dengan persamaan (1.4) adalah sebagai berikut. 

|  |               

5.2 Saran 

Dalam pembahasan yang telah dikemukakan, penulis hanya membahas 

tentang lngkah-langkah dan cara dalam menentukan determinan dari suatu matriks 

                           bentuk khusus. Bagi pembaca yang tertarik 

dengan topik ini dapat melanjukan pembahasan tentang menentukan determinan 

dari suatu matriks              bentuk khusus lain serta penerapannya. 
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