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ABSTRAK 

 
Tuberkulosis merupakan penyakit menular terbesar kedua di dunia setelah HIV. Penularan 

tuberkulosis dikarenakan bakteri Mycobacterium Tuberculosis yang menyerang paru serta di 

sebagian kasus bakteri ini juga dapat menyerang ginjal, otak, maupun tulang belakang. Salahi satui 

upayai dalami memprediksii pengendaliani penyakiti tuberkulosisi dimasai yangi akani datangi 

yaitui dengani mengunakani modeli matematika. Tujuan dari penelitian ini adalah untuk 

memperoleh modeli epidemik SEIRS dengani saturatedi incidencei rate dan menganalisai 

kestabilani titiki kesetimbangan padai modeli epidemiki SEIRS dengani saturatedi incidencei rate. 

Data yang digunakan dalam penelitian adalah data sekunder yang diperoleh Dinas Kesehatan Kota 

Pekanbaru tahun 2020. Titik kestabilan ditentukan dengan menyelesaikan persamaan pada model 

SEIRS dan diuji kestabilannya dengan kriteria nilai eigen. Hasil yang diperoleh yaitu titik 

kesetimbangan bebas penyakit stabil asimtotik dan titik kesetimbangan endemik penyakit tidak 

stabil. Berdasarkan data tersebut, maka suatu saat penyakit tuberkulosis akan hilang.  

 

Kata Kunci : Tuberkulosis, model SEIRS, titik kesetimbangan, Routh-Hurwitz, Saturated 

incidence rate, Stabil asimtotik  
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ABSTRACT 

 

Tuberculosis is the second largest infectious disease in the world after HIV. Tuberculosis 

transmission is caused by the bacterium Mycobacterium Tuberculosis which attacks the lungs and 

in some cases this bacterium can also attack the kidneys, brain, and spine. One of the attempts to 

predict the control of tuberculosis disease in the future is by using a mathematical model. The 

purpose of this study is to obtain the SEIRS epidemic model with the saturated incidence rate and 

analyze the stability of the equilibrium point in the SEIRS epidemic model with the saturated 

incidence rate. The data used in this study is secondary data obtained by the Pekanbaru City 

Health Office in 2020. The stability point is determined by solving the equations in the SEIRS 

model and testing its stability with the eigenvalue criteria. The results obtained are asymptotically 

stable disease-free equilibrium point and unstable disease endemic equilibrium point. Based on 

these data, then one day tuberculosis will disappear. 
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BAB I  

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Tuberkulosisi adalahi satui darii banyaknya penyakiti menulari berbahaya di 

masyarakat karena salah satu akibat dari penyakit ini adalah kematian [1]. 

Tuberculosis merupakan penyakit terbesar kedua di dunia setelah HIV. Penularan 

Tuberculosis dikarenakan bakteri Mycobacterium Tuberculosis yang menyerang 

paru serta di sebagian kasus bakteri ini juga dapat menyerang ginjal, otak maupun 

tulang belakang [2]. Tuberculosis dapat dicegah dengan cara melakukan 

penyuluhan terkait penyakit ini kepada masyarakat dan menghindari kontak 

langsung dengan orang yang terkena penyakit Tuberkulosis, serta melakukan 

program vaksinasi BCG (Bacillus Calmette-Guerin) yang sudah menjadi 

imunisasi wajib di Indonesia untuk bayi dibawah tiga bulan 

Salahi satui upayai dalami memprediksii pengendaliani penyakiti Tuberkulosisi 

dimasai yangi akani datangi yaitui dengani mengunakani modeli matematika.i Beberapai 

modeli matematikai yangi dapati digunakani antarai laini SI,i SIS,i SIR,i SEIRi dani 

SEIRS.i Padai modeli epidemiki SEIRS,i kelasi populasii manusiai terbagii empat,i yaitui 

kelasi susceptiblei (S)i menyatakani tentangi jumlahi individui yangi rentani terhadapi 

Tuberkulosis,i kelasi exposedi (E)i menyatakani tentangi individui yangi terinfeksii 

Tuberkulosisi namuni tidaki dapati menularkannya,i kelasi infectedi (I)i menyatakani 

jumlahi individui yangi terinfeksii sertai bisai menularkannyai dani kelasi recoveredi (R)i 

menyatakani individui yangi telahi sembuhi darii Tuberkulosisi [3]. 

Beberapa penelitian tentang penyebaran penyakit Tuberkulosis diantarnya 

yaitu penelitian oleh Inaya, dkk [4] dengan menggunakan model matematika SIR 

pada penyebarani penyakiti tuberkulosisi yangi ditambahkani faktori penggunaani 

maskeri medis. Penelitian ini menunjukkan bahwa pengaruh penggunakaan 

masker yang telah dilakukan dapat mengurangi penyebaran penyakit 

Tuberkulosis. Penelitian selanjutnya oleh Indrawati, dkk [5] dengan menggunakan 

model matematika SIR padai penyebarani penyakiti Tuberkulosis dengani 
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menambahkan 2 pengaruhi vaksinasi. Pada penelitian ini menunjukkan bahwa 

populasi yang terinfeksi seiring berjalannya waktu akan hilang dari populasi, 

kemudian populasi yang rentang seiring berjalannya waktu akan mengalami 

penurunan karena pengaruh vaksinasi yang diberikan pada bayi sejak lahir. 

Penelitiani selanjutnyai olehi Rahmat,i dkki [3]i dengani menggunakani modeli 

matematikai SEIRSi padai penyeberani penyakiti Tuberkulosis.i Analisisi kestabilani 

bilangani reproduksii dasari (𝑅0)𝑖 modeli SEIRSi diperolehi nilaii sebesari 0,312i bahwai 

seseorangi yangi terinfeksii penyakiti Tuberkulosisi tidaki menyebabkani orangi laini 

terkenai penyakiti tuberkolusis.i Penelitiani inii menunjukkani bahwai semakini besari 

lajui penularani suatui penyakiti mengakibatkani populasii padai kelasi infectedi 

mengalamii penurunani yangi menyebabkani populasii exposedi semakini menuruni dani 

kelasi susceptiblei semakini menuruni sertai kelasi recoveredi semakini meningkati dani 

semakini besari parameteri yangi digunakani mengakibatkani penyakiti Tuberkulosisi 

menjadii konstan. 

Penelitian selanjutnya oleh Irma dan febby [6] Menggunakan modeli SEIRSi 

pada penyebarani penyakiti Flu Singapurai dengani saturatedi incidence rate. 

Pada penelitian ini menunjukkan bahwai prosesi penularani suatui penyakiti tidaki 

hanyai lajui infeksii bilinieri melainkani jugai lajui infeksii jenuh,i jikai jumlahi individui 

yangi terinfeksii sangati banyaki ataui mencapaii titiki jenuhi makai infeksii semakini 

menurun. Pada penelitian ini menunjukkan bahwa titiki ekuilibriumi bebasi 

penyakiti stabili asimtotik lokal jika 𝑅0 > 1 dan titiki ekuilibriumi endemiki 

penyakiti stabili asimtotiki jikai syarati dani kondisii terpenuhi. Berdasarkani latari 

belakangi dii atas,i penulisi ingini melakukani penelitiani dengani juduli “Kestabilani 

Titiki Kesetimbangani Modeli Epidemiki SEIRSi padai Penyakiti Tuberkulosisi dengani 

Saturatedi Incidencei Rate”. 

1.2 Rumusan Masalah 

Dari uraian pada latari belakangi tersebut, makai rumusani masalahi padai 

tugasi akhiri inii adalah:  

1. Bagaimanai modeli epidemiki SEIRS dengani saturatedi incidencei rate?  

2. Bagaimanai analisis kestabilan titiki kesetimbangan padai modeli epidemiki 

SEIRS dengani saturatedi incidencei rate? 
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1.3 Batasan Masalah 

Berdasarkani rumusani masalah, penulis memberikan pembatasan masalah 

dalam penelitian inii adalahi : 

1. Data penderita Tuberculosis yangi digunakani dalami penelitiani inii diambili 

darii Dinasi Kesehatani Kotai Pekanbaru tahun 2020. 

2. Dalami penelitiani inii diasumsikan bahwai individu yangi sudah pulihi 

Tuberculosis rentani terkenai Tuberculosis kembali. 

1.4 Tujuan  Masalah 

Tujuani darii penelitiani yang dilakukan penulis adalahi i sebagaii berikuti :  

1. Memperoleh modeli epidemiki SEIRS dengani saturatedi incidencei rate. 

2. Menganalisai kestabilani titiki kesetimbangan padai modeli epidemiki 

SEIRS dengani saturatedi incidencei rate. 

1.5 Manfaat Penelitian 

Penelitiani inii memilikii manfaati agari modeli epidemiki SEIRSi dengani 

saturatedi incidencei ratei dapat menganalisia penyeberan serta pengendalian 

Tuberkulosis.  

1.6 Sistematika Penelitian 

Adapuni sistematikai padai tugasi akhiri inii yaitu: 

BABi Ii PENDAHULUAN 

Pendahuluani menguraikani tentangi latari belakangi pemilihani judul,i 

rumusani masalah,i tujuani penelitian,i manfaati penelitian,i dani sistematikai 

penelitian. 

BABi IIi LANDASANi TEORI 

Babi inii berisii tentangi teorii dasari mengenaii hal-hali yangi dapati digunakani 

sebagaii acuani dani landasani untuki mengembangkani penelitiani ini.i Konsepi 

dani teorii terkaiti perlui dijelaskan,i  

BABi IIIi METODEi PENELITIAN 

Babi inii berisii tahapan-tahapani yangi dilakukani penulisi untuki mencapaii 

tujuani penelitiani mulaii darii metodei penelitian,i tekniki pengambilani datai 

sampaii kei tahapani penelitian 
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BABi IVi PEMBAHASAN 

Babi inii berisii tentangi tahapan-tahapani dilakukani olehi penulisi untuki 

mendapatkani hasili sepertii yangi disampaikani padai rumusani masalah. 

BABi Vi PENUTUP 

Babi inii berisii kesimpulani dani sarani darii hasili penelitiani yangi dilakukani 

olehi penulis. 
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BAB II  

LANDASAN TEORI 

 

Padai bagiani inii akani dibahasi teorii pendukungi untuki menyelesaikani 

permasalahani dalami penelitiani ini. 

2.1 Sistem Persamaan Diferensial 

Persamaan diferensial merupakan salah satu bentuk persamaani yangi 

terdapat derivatif (turunan) satui ataui beberapa variabeli tak bebas terhadapi satui 

ataui lebihi variabeli bebasi disuatu fungsi [7]. 

Contohi 2.1 : Diberikani persamaani diferensial  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥 + 10 

Jika persamaani diferensiali mengandung turunan darii satui ataui lebihi 

variabeli taki bebasi terhadapi satui ataui lebihi variabeli bebasi makai disebuti 

persamaani diferensiali biasa [8]. Contoh 2.1 adalah contoh persamaani 

diferensiali biasai karenai padai contohi tersebuti terdapati satui variabeli bebasi 

yaitui y. 

Berdasarkani sifati kelinieran, persamaan diferensial biasa terbagi menjadi 

dua, yaitu persamaan diferensiali biasai linieri dani diferensiali biasai tidaki linier 

[9]. Persamaani diferensiali biasai linieri dapati ditulisi sebagai berikut : 

𝑎0𝑦 + 𝑎1𝑦
′ + 𝑎2𝑦

′′ + ⋯+ 𝑎𝑛𝑦𝑛 = 𝑏. (2.1) 

Contoh 2.2  

1.  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥𝑦2 (tidaki linier,i karenai terdapati pangkati 2i darii 𝑦). 

2. 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 1 (tidaki linier,i karenai terdapati perkaliani 𝑦i dani 𝑦′). 

Dengani demikian,i persamaani diferensiali biasai disebuti linear,i jikai memenuhii 

kriteriai berikuti : 

1. Variabeli taki bebasi dani turunannyai palingi tinggii berderajati satu. 

2. Tidaki terdapati fungsii transendeni dalami bentuki variabeli taki bebas. 

3. Tidaki terdapati perkaliani antarai variabeli taki bebasi dengani turunannya. 
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Persaaman diferensiali yangi tidaki dapati dituliskani kei dalami bentuki 

Persamaani (2.1)i ataui tidaki memenuhii kriteriai diatasi disebuti persamaani diferensiali 

tidaki linier. 

Sedangkani pada sistemi persamaani diferensiali merupakani gabungan dari 

𝑛 buahi persamaani diferensial, kemudian dapati ditulis sebagaii berikuti : 

𝑥1 = 𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + ⋯ + 𝑎1𝑛𝑥𝑛, 

𝑥2 = 𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + ⋯ + 𝑎2𝑛𝑥𝑛, 

⋮ 

𝑥𝑛 = 𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛. 

(2.2) 

 

Kemudian sistemi (2.2) dapati ditulisi dalami bentuk matriksi berikuti : 

𝒙 = 𝐴𝒙 

Persamaan diferensial dikatakan linear ketika persamaan tersebut dapat 

ditulis ke dalam bentuk Persamaan (2.2), tetapi jika persamaan tersebut tidak 

dapat dituliskan kedalam Persamaan (2.2) maka persamaan tersebut adalah 

persamaan diferensial tidak linear. 

2.2 Titik Kesetimbangan 

Titik kesetimbangan adalah solusii darii suatu sistemi yangi tidaki 

mengalamii perubahani terhadapi waktui (konstan). Titik kesetimbangan terdiri 

dari dua titik, yaitu kesetimbangan bebasi penyakiti dimana keadaan ini tidak 

terdapat individui yangi terinfeksii penyakiti dalam populasi (𝐼 = 0) dan 

kesetimbangan endemiki dimana keadaan ini terdapat suatu populasi individui 

yangi terinfeksii penyakiti (𝐼 ≠ 0). 

Berikut akan diberikan definisi mengenai kestabilani titiki kesetimbangani :  

Definisii 2.1 [10] Titiki kesetimbangani 𝑥∗ ∈ 𝑅𝑛 darii Sistemi (2.2) dikatakani :  

1. Titik kesetimbangan 𝒙∗ dikatankan stabil jika untuk setiap   0 terdapati 

  0 sedemikiani sehinggai jikai ‖𝑥0 − 𝑥∗‖ < 𝛿 makai ‖𝑥(𝑡, 𝑥0) − 𝑥∗‖ <

휀, untuki setiap 𝑡  0 . 
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2. Titiki kesetimbangan 𝒙∗ dikatakani stabili asimtotiki jikai titiki 

kesetimbangannya stabili dani terdapati 𝛿1 > 0 sedemikan sehinggai 

lim
𝑡→∞

‖𝑥(𝑡, 𝑥0) − 𝑥∗‖ = 0 asalkani ‖𝑥0 − 𝑥∗‖ < 𝛿1.  

3. Titiki kesetimbangani 𝒙∗ dikatakani tidaki stabili jikai tidaki memenuhii1. 

 

2.3 Analisis Kestabilan 

Pelinearan menggunakan matriks Jacobian dapat digunakan untuk mencari 

hasil dari analisa kestabilan sistem persamaan diferensial yang tidak linear 

𝐽(𝑓(𝑥∗)) =

[
 
 
 
 
𝜕𝑓1
𝜕𝑥1

(𝑥∗) ⋯
𝜕𝑓1
𝜕𝑥𝑛

(𝑥∗)

⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥1

(𝑥∗) ⋯
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥𝑛

(𝑥∗)
]
 
 
 
 

 (2.3) 

𝐽(𝑓(𝑥∗)) dimana matriks Jacobiab dari 𝑓 di titik 𝑥∗ 

Definisii 2.2 [11] Jikai 𝐴i adalahi sebuahi matriksi 𝑛 × 𝑛, makai suatu vektori tak 

nol 𝒙 padai 𝑅𝑛 disebuti vektori eigeni darii 𝐴 jikai 𝐴𝒙 adalahi sebuahi kelipatani 

skalari darii 𝒙 yaitu: 

𝐴𝒙 = 𝜆𝒙 (2.4) 

untuki suatu skalari λ. Skalari 𝜆 disebuti nilaii eigeni darii 𝐴, dani 𝒙 disebuti 

vektori eigeni darii 𝐴 yangi terkaiti dengan 𝜆. 

Untuki memperolehi nilaii eigeni darii matriksi 𝐴 yang berukuran × 𝑛 , 

maka pada Persamaani (2.4) dapat ditulis sebagaii 𝐴𝒙  𝜆𝐼𝒙 , dengan 𝐼 adalah 

matriks identitas atau secara ekuivalen yaitu: 

𝐴 𝜆𝐼)𝒙 = 0 2.5)  

Agari 𝜆 dapati menjadii nilaii eigen, harusi terdapati satui solusii tak noli 

darii Persamaani (2.5). Persamaani (2.5) memilikii solusii taknoli jikai dani 

hanyai jikai: 

𝑑𝑒𝑡𝐴 𝜆𝐼) = 0 (2.6) 

Persamaani (2.6) disebuti parsamaani karakteristiki matriksi 𝐴. 
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Nilai eigen yang dihasilkan matriks Jacobian dapat menentukan kestabilan 

titik kesetimbangan pada Persamaan (2.6). Ada beberapa ciri – ciri kestabilan titik 

kesetimbangan pada Persamaan (2.2), antara lain : 

Teoremai 2.1 [12] :  

1. Jikai semuai nilaii eigeni darii matriksi Jacobiani 𝐽(𝑓(𝑥∗)) mempunyaii 

bagiani reali negatif, makai titiki kesetimbangan 𝑥∗ darii Persamaan (2.2) 

stabili asimtotik.  

2. Jikai terdapati nilaii eigeni darii matriksi Jacobiani 𝐽(𝑓(𝑥∗)) mempunyaii 

bagiani reali positif, makai titiki kesetimbangan 𝑥∗ dari Persamaan (2.2) 

tidaki stabil. 

 

2.4 Kriteriai Routh-hurwitz 

Nilai eigen dapat ditentukan dengan cara mencari akar persamaan 

karakteristik det (𝐴 𝜆𝐼). Permasalahan yang sering kali terjadi dalam 

menentukan suatu tipe kestabilan sistem dengan menggunkaan nilai eigen adalah 

ketika mencari akar persamaan katakteristik berorde tinggi. 

  Kriteria Routh-Hurwitz ialah model yang digunakan agar mendapat nilai 

eigen polinomial yang tidak mudah dilakukan. Nilai kestabilan titik 

kesetimbangan dapat dilihat dari tanda positif maupun negatife dapat digunakan 

[13]. 

Teorema 2.2 [14] Persamaan karakteristik dalam bentuk polynomial yang 

diberikan adalah sebagai berikut:  

𝑃(𝜆) = 𝜆𝑛 + 𝑎1𝜆
𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝜆 + 𝑎𝑛, 

Dengan demikian, kriteriai Routh-Hurwitzi untuki 𝑛  2 , 3, 4 dan 5 

dikatakan titiki ekuilibriumi stabili jikai dani hanyai jikai sebagai berikut: 

𝑛 = 2 ∶  𝑎1 > 0, dan 𝑎2 > 0 . 

𝑛 = 3 ∶  𝑎1 > 0, 𝑎3 > 0 dan 𝑎1𝑎2 > 𝑎3 . 

𝑛 = 4 ∶  𝑎1 > 0, 𝑎3 > 0, 𝑎4 > 0 dan 𝑎1𝑎2𝑎3 > 𝑎3
2 + 𝑎1

2𝑎4 . 

𝑛 = 5 ∶  𝑎1 > 0, 𝑎1 = 1, 2, 3, 4, 5, 𝑎1𝑎2𝑎3 > 𝑎3
2 + 𝑎1

2𝑎4. Dan  

(𝑎1𝑎4 − 𝑎5)(𝑎1𝑎2𝑎3 − 𝑎3
2 + 𝑎1

2𝑎4) > 𝑎5(𝑎1𝑎2 − 𝑎3)
2 + 𝑎1𝑎5

2. 
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Jika kriteriai Routh-Hurwitzi terpenuhi, maka titiki kesetimbangani 𝑥∗ 

stabili asimtotik. 

Contohi 2.3: Diberikani sistemi persamaani diferensial 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥 − 𝑥𝑦. 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝑦 + 𝑥𝑦. 

Carilah titik kesetimbangan serta kestabilan dari persamaan diatas !  

Penyelesaian :  

Jika  
𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 0, maka kita dapat menggunakan persamaan diatas untuk 

mencari titik kesetimbangannya 

𝑥 − 𝑥𝑦 = 𝑥(1 − 𝑦) = 0. 

Jika 𝑥 = 0 maka 0 (1 − 𝑦) = 0,  

                               𝑦 = 0.  

−𝑦 + 𝑥𝑦 = 𝑦(−1 + 𝑥) = 0 

Jika 𝑦 = 1 maka 1 (−1 + 𝑥) = 0,  

                                    𝑥 = 1.  

Dari Penyelesaian diatas maka didapatkan titik kesetimbangan (0,0) dan 

(1,1). Selanjutnya kita akan mencari nilai kestabilannya dengan cara pelinearan 

matriks Jacobian seperti berikut : 

Misalkan : 

𝑓1 = 𝑥 − 𝑥𝑦 = 𝑥(1 − 𝑦), 

𝑓2 = −𝑦 + 𝑥𝑦 = 𝑦(−1 + 𝑥). 

Kemudian kita akan menurunkan fungsi 𝑓1 dan  𝑓2 terhadap 𝑥 dan 𝑦 secara parsial 

𝜕𝑓1
𝜕𝑥

= 1 − 𝑦 
𝜕𝑓1
𝜕𝑦

= −𝑥 
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𝜕𝑓2
𝜕𝑥

= 𝑦 
𝜕𝑓2
𝜕𝑦

= −1 + 𝑥 

Sehingga diperoleh matriks Jacobiannya yaitu : 

𝐽 =

[
 
 
 
 
𝜕𝑓1
𝜕𝑥

𝜕𝑓1
𝜕𝑦

𝜕𝑓2
𝜕𝑥

𝜕𝑓2
𝜕𝑦 ]

 
 
 
 

 

 

𝐽 = [
1 − 𝑦 −𝑥

𝑦 −1 + 𝑥
] 

Kemudian pada kestabilani titiki kesetimbangani (0,0) dani (1,1) sebagaii 

berikuti :  

1. Titiki kesetimbangani (0,0).  

Langkah awal yang harus kita lakukan adalah mensubstitusikan titik 

kesetimbangan (0,0) pada Persamaan (2.10) sehinggai didapatkani matriksi 

Jacobian sepertii : 

𝐽 = [
1 0
0 −1

] 

Setelah itu mencari nilai eigen dari matriks diatas berdasarkani persamaani 

(2.6), yaitu: 

𝑑𝑒𝑡 ((
1 0
0 −1

) − 𝜆 (
1 0
0 −1

)) = 0 

 𝜆2 − 1 = 0   
 

Dari Persamaan (2.11), maka didapatkan nilai  1 = 1 dan  2 = −1. 

Karena salah satu nilai eigen yang didapat adalah bilangan real negatif, maka titik 

keseimbangan pada (0,0) dapat dikatakan  tidak stabil. 

2. Titiki kesetimbangani (1,1). 

Selanjutnya adalah mensubstitusikan titik kesetimbangan (1,1) pada 

Persamaan (2.10) sehingga didapat matriks Jacobian seperti : 
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𝑘 

𝛿 

𝐽 = [
0 −1
1 0

]. 

Lalu kita akan mencari nilai eigen dari matriks di atas berdasarkan 

Persamaan (2.6), yaitu : 

𝑑𝑒𝑡 ((
0 −1
1 0

) − 𝜆 (
1 0
0 1

)) = 0 

 𝜆2 + 1 = 0 

Dari Persamaan (2.12), maka didapatkan nilai 𝜆1,2 = ±𝑖. Karena nilai 

eigen yang didapat adalah serta memiliki bagian real 0 maka titik kesetimbangan 

pada (1,1) dapat dikatakan stabil. 

2.5 Model Epidemik SEIRS 

Modeli inii secarai umumi identiki dengani penurunani modeli SIR,i hanyai 

mengalamii penambahani sebuahi variabeli Exposedi (E),i yaitui individui yangi telahi 

terpapari olehi penyakiti namuni belumi sepenuhnyai terinfeksii [15]. 

Padai jurnali [3]i modeli epidemiki SEIRS,i populasinyai terbagii menjadii empati 

kelas,i yaituii kelasii Si (susceptible)i dimanai kelasi inii berisii tentangi jumlahi individui 

sehati yangi rentani terhadapi Tuberkulosis,i kelasi Ei (exposed)i berisii tentangi jumlahi 

individui yangi terinfeksii Tuberkulosisi namuni tidaki dapati menularkannya,i kelasi Ii 

(infected)i berisii tentangi jumlahi individui terinfeksii sertai dapati menularkani 

penyakiti Tuberculosis,i dani kelasi Ri (Recovered)i berisii tentangi jumlahi individui 

yangi telahi sembuhii dariii penyakitii Tuberkulosis.i Dalami penelitiani inii 

menambahkani asumsii bahwai manusiai yangi pulihi dapati rentani kembalii terkenai 

penyakiti tuberkulosisi akibati hilangnyai kekebalani tubuhi 𝑘. 

Model SEIR untuk penyebaran penyakit tuberkulosis dalam bentuk diagram 

transfer sebagimana:  

 

 

 i 

uu
Gambar II.1 Model SEIR Rahmad,dkk[3] 

S I E R 

𝜇 𝜇 𝜇 + 𝛼 𝜇 

𝜋 𝛽𝐼 휀 𝑐 
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Berdasarkan Gambar 2.1 diperoleh model pada Persamaan (2.7), (2.8), (2.9) dan 

(2.10) 

𝑑𝑆(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝜋 + 𝑘𝑅 − (𝜇 + 𝛽𝐼)𝑆 (2.7) 

𝑑𝐸(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛽𝐼𝑆 − (𝜇 + 휀 + 𝛿)𝐸 (2.8) 

𝑑𝐼(𝑡)

𝑑𝑡
= 휀𝐸 − (𝜇 + 𝛼 + 𝑐)𝐼 (2.9) 

𝑑𝑅(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑐𝑙 + 𝛿𝐸 − (𝜋 + 𝑘)𝑅 (2.10) 
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BAB III  

METODE PENELITIAN 

 

Metodologii penelitiani yangi digunakani olehi penulisi dalami tugasi akhiri inii 

adalahi studii literaturi yangi berhubungani padai penyakiti tuberkolosis.i Adapuni 

langkah-langkahnyai sebagaii berikut: 

1. Mendefinisikani variabeli dani parameteri yangi digunakani dalami model.i 

Variabeli dani parameteri yangi digunakani adalahi sebagaii berikut: 

S : Susceptible. 

E : Exposed. 

I : Infected. 

R : Recovered. 

𝜇 : laju kematian alami untuk tiap kompartemen. 

𝜋 : laju kelahiran. 

𝑐 : laju individu yang sembuh. 

휀 : laju individu yang terinfeksi. 

𝛽 : laju individu laten. 

𝛼 : laju kematian karna penyakit. 

𝑘 : laju individu yang rentan. 

𝛿 : laju individu kelompok exposed menjadi individu infected. 

2. Diberikan persamaan pada model SEIRS berdasarkan Jurnal Rahmat, 

dkk.[3] 

𝑑𝑆(𝑡)

𝑑𝑡
=  𝜋 + 𝑘𝑅 − (𝜇 + 𝛽𝐼)𝑆 

𝑑𝐸(𝑡)

𝑑𝑡
=  𝛽𝐼𝑆 − (𝜇 + 휀 + 𝛿)𝐸 

𝑑𝐼(𝑡)

𝑑𝑡
=  휀𝐸 − (𝜇 + 𝛼 + 𝑐)𝐼 
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𝑑𝑅(𝑡)

𝑑𝑡
=  𝑐𝐼 + 𝛿𝐸 − (𝜇 + 𝑘)𝑅 

3. Mengubahi lajui infeksii bilinieri 𝛽𝐼𝑆i padai prosesi penularannyai menjadii lajui 

infeksii jenuhi (saturatedi incidencei rate)i padai transisii darii kompartemeni 

susceptiblei kei exposedi 

𝛽𝑆𝐼

1+𝛼𝐼2
 

4. Membuati modeli matematikai darii langkahi (3),i modeli matematikai inii akani 

membentuki sistemi persamaani diferensial. 

𝑑𝑆(𝑡)

𝑑𝑡
=  𝜋 + 𝑘𝑅 − 𝜇𝑆 −

𝛽𝐼𝑆

1 + 𝛼𝐼2
 

𝑑𝐸(𝑡)

𝑑𝑡
=

𝛽𝐼𝑆

1 + 𝛼𝐼2
− 𝜇𝐸 − 휀𝐸 − 𝛿𝐸 

𝑑𝐼(𝑡)

𝑑𝑡
=  휀𝐸 − 𝜇𝐼 − 𝛼𝐼 − 𝑐𝐼 

𝑑𝑅(𝑡)

𝑑𝑡
=  𝑐𝐼 + 𝛿𝐸 − 𝜇𝑅 − 𝑘𝑅 

5. Menentukani titiki ekuilibriumi darii sistemi persamaani diferensiali yangi telahi dii 

perolehi padai langkahi (4),i baiki itui titiki ekuilibriumi bebasi penyakiti 

(𝑆,̅ 𝑖 𝐸,̅ 𝐼,̅ 𝑖 �̅�)i maupuni titiki ekuilibriumi endemiki (𝑆∗, 𝐸∗, 𝐼∗, 𝑅∗)i penyakiti i 

dengani carai mengubahi sistemi persamaani diferensiali padai langkahi (4)i 

menjadii 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 0, 𝑖 𝑖 

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 0, 𝑖 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 0, 𝑖 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 0. 

6. Menganalisai kestabilani titiki ekuilibriumi apakahi stabili asimtotiki ataui tidak.i 

Kestabilani darii titiki ekuilibriumi dapati ditentukani berdasarkani nilaii eigeni 

darii matriksi Jacobian. 

7. Melakukani simulasii numeriki kestabilani titiki ekuilibriumi menggunakani 

sofwarei maple. 

8. Menyimpulkani hasili darii analisisi kestabilani dii titiki ekuilibriumi yangi 

diperolehi secarai keseluruhan.i  
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BAB V  

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan yang telah dilakukan, maka dapat diambil 

kesimpulan sebagai berikut: 

1. Model epidemik SEIRS dengan Saturated Incidence Rate yaitu: 

𝑑𝑆(𝑡)

𝑑𝑡
=  𝜋 + 𝑘𝑅 − 𝜇𝑆 −

𝛽𝐼𝑆

1 + 𝑎𝐼2
 

𝑑𝐸(𝑡)

𝑑𝑡
=

𝛽𝐼𝑆

1 + 𝑎𝐼2
− 𝜇𝐸 − 휀𝐸 − 𝛿𝐸 

𝑑𝐼(𝑡)

𝑑𝑡
=  휀𝐸 − 𝜇𝐼 − 𝛼𝐼 − 𝑐𝐼 

𝑑𝑅(𝑡)

𝑑𝑡
=  𝑐𝐼 + 𝛿𝐸 − 𝜇𝑅 − 𝑘𝑅 

 Dengan 𝑆(𝑡) + 𝐸(𝑡) + 𝐼(𝑡) + 𝑅(𝑡) = 𝑁 merupakan jumlah keseluruhan 

populasi. Dimana S  merupakan populasi susceptible (populasi yang rentan), E 

merupakan populasi exposed (populasi laten), I merupakan populasi infected 

(populasi yang terinfeksi penyakit), dan R merupakan populasi rocovered 

(populasi yang dinyatakan sembuh) 

2. Terdapat dua titik kesetimbangan pada model SEIR diperoleh : 

a. Titik kesetimbangan bebas penyakit 

𝐸1 = (
𝜋

𝜇
, 0,0,0) 

b. Titik kesetimbangan endemik penyakit 
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𝐸2 = (
(𝜇− −𝛿)(𝜇+𝛼+𝑐)(1+𝛼𝐼∗2)

𝛽
,
(𝜇+𝛼+𝑐)𝐼∗

, 𝜋 +
𝑘𝐼∗(𝑐 +𝛿𝜇+𝛿𝛼+𝛿𝑐)

(𝜇+𝑘)
−

𝜇(𝜇+ +𝛿)(𝜇+𝛼+𝑐)(1+𝛼𝐼∗2)

𝛽
− 

(𝜇+ +𝛿)(𝜇+𝛼+𝑐)𝐼
,
𝐼∗(𝑐 +𝛿𝜇+𝛿𝛼+𝛿𝑐)𝐼∗

)  

Kestabilan titik kesetimbangan bebas penyakit stabil asimtotik karna 

terdapat nilai dari 𝜆 < 0 dan kestabilan titik kesetimbangan endemik penyakit 

diperoleh tidak stabil karna terdapat nilai 𝜆 > 0 

5.2 Saran 

Penelitian ini membahas tentang model epidemik SEIRS dengan Saturated 

Incidence Rate. Bagi pembaca yang tertarik dengan pembahasan ini dapat 

menambahkan beberapa asumsi, atau merubah laju penularannya. 
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