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ABSTRAK 

 
Tugas akhir ini membahas tentang penyebaran penyakit Campak dengan pengaruh migrasi, 

pengobatan dan imunisasi menggunakan model SIQR. Titik ekuilibrium ditentukan dengan 

menyelesaikan persamaan pada model SIQR dan diuji kestabilannya dari titik ekuilibrium bebas 

penyakit dan titik ekuilibrium endemik penyakit. Untuk analisa sifat kestabilan titik ekuilibrium 

dilakukan linearisasi pada sistem dengan menentukan matriks jacobian nya, hingga menunjukkan 

kestabilan asimtotik keduanya. Jika imigrasi lebih besar dari emigrasi maka pada bebas penyakit 

populasi yang terinfeksi akan semakin bertambah dan jika imigrasi lebih kecil dari emigrasi maka 

populasi yang terinfeksi menjadi menurun. Laju pengobatan sangat berperan penting terhadap 

penyebaran penyakit campak, jika sedikit pengobatan maka jumlah infeksi menjadi semakin banyak. 

Kemudian sebaliknya jika pengobatan nya lebih banyak maka jumlah penyebaran infeksi penyakit 

campak dari individu ke individu lain berkurang. 

 

Kata Kunci: Model SIQR, Migrasi, Stabil Asimtotik, Titilk Ekuilibrium. 
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ABSTRACT 

 

In this final project, it is discussed about the spread of Measles disease with the influence of 

migration, treatment and immunization using the SIQR model. The equilibrium point is determined 

by solving the equation on the SIQR model and tested for stability from the disease-free equilibrium 

point and the endemic equilibrium point of the disease. For the analysis of the stability properties 

of the equilibrium point, linearization of the system is carried out by determining its jacobian matrix, 

until it shows the asymptotic stability of both. If immigration is greater than emigration then in 

disease-free the infected population will increase and if immigration is smaller than emigration then 

the infected population will decrease. Concluded that the large or small rate of immigration and 

equal to the rate of emigration in endemic diseases greatly affects the spread of Measles with the 

influence of migration, treatment and immunization. For this reason, efforts to migrate should be 

reduced, both those who immigrate and emigrate. The rate of treatment plays an important role in 

the spread of measles, if there is little treatment, the number of infections will increase. Then on the 

contrary if the treatment is more, the number of measles infection spreads from one individual to 

another is reduced. 

Keywords: SIQR Model, Migration, Asymptotic Stable, Equilibrium Point.  
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BAB I  

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Penyakit campak merupakan salah satu penyakit menular, Penyakit campak 

ini kebanyakan menyerang anak-anak usia pra sekolah dan usia sekolah dasar (SD) 

[1].  Penyakit campak termasuk penyakit yang membahayakan jika terkena panas 

disertai keringat kemudian mengenai permukaan pada campak di tubuhnya, dimana 

keringat tersebut mengandung racun, yang dapat menyebabkan penyakit campak 

mudah menular. Selanjutnya penyakit campak ditandai dengan demam tinggi, 

pilek, mata merah, bintik-bintik putih kemudian muncul ruam pada kulit. 

Kebersihan baik lingkungan maupun badan juga dapat menjadi faktor mudah 

seseorang terkena penyakit campak.  

Kasus penyakit campak pertama tahun 2022 di Kota Pekanbaru dimulai dari 

tanggal 09 mei 2022, diketahui bahwa terdapat 3 orang warga kota pekanbaru yang 

terinfeksi penyakit campak setelah dinyatakan positif dari pihak laboratorium 

pemerintah kota Pekanbaru. Kemudian pada bulan Juni terdapat 22 orang tercatat 

yang terkena penyakit campak di Kota Pekanbaru. 

Penyakit campak termasuk penyakit yang bisa dicegah penyebarannya 

diantarnya dengan tindakan imunisasi [2]. Pemerintah menyediakan program 

imunisasi rutin yang terdiri dari imunisasi dasar dan lanjutan [3]. Imunisasi 

berperan penting dalam pencegahan penularan penyakit campak. Kemudian, 

imunisasi salah satu upaya kesehatan yang terbukti paling efektif [4].  Selain itu, 

diberikan juga pengobatan untuk penyakit campak sehingga bisa terhindar dari 

kelas infeksi ditingkatan lebih parah [5]. 

Untuk memahami penyebaran penyakit campak dapat digunakan model 

matematika. Penelitian oleh [6] dibahas tentang pengaruh migrasi dan imunisasi. 

Dengan adanya migrasi yang terjadi pada populasi, dibuktikan bahwa bertambah 

besar nilai parameter imigrasi maka bertambah besar pula harapan terjadinya 

penyakit campak pada populasi. Sebaliknya jika bertambah kecil nilai emigrasi 
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maka bertambah sedikit penyebaran penyakit campak pada populasi. Kemudian 

adanya imunisasi dapat mengurangi epidemik penyakit campak.  

Penelitian oleh [7] dibahas tentang pengaruh imunisasi dan vaksinasi 

menggunakan vaksin (measles rubella) MR pada penyebaran penyakit campak. 

Penambahan Imunisasi MR berhasil membuat penyakit menghilang dan dapat juga 

mencegah meluasnya penyebaran penyakit dalam populasi. Penelitian oleh [8] 

dibahas tentang pengobatan dengan menggunakan model epidemi SIRS. Pada 

penelitian ini mengatakan bahwa peranan pengobatan begitu penting untuk 

mengurangi epidemi penyakit campak. Penelitian oleh [5] dibahas tentang faktor 

pengobatan dengan menggunakan model SMEIUR. Pengaruh penambahan faktor 

pengobatan ini berperan menurunkan akibat dari gejala-gejala penyakit campak. 

Berdasarkan penelitian [5] dan [6], penulis akan memodelkan penyebaran 

penyakit campak dengan pengaruh migrasi, pengobatan dan imunisasi. Dalam hal 

ini penulis akan membahas bagaimana mengatasi dan mencegah terjadinya 

penyebaran penyakit campak dengan melakukan pengobatan, kemudian 

menggunakan model SIQR. Oleh karena itu, peneliti mengangkat judul yaitu 

“Analisis Kestabilan Penyebaran Penyakit Campak dengan Pengaruh 

Migrasi, Pengobatan dan Imunisasi”. 

1.2 Rumusan Masalah 

Adapun rumusan masalah berdasarkan latar belakang adalah sebagai 

berikut: 

1. Bagaimana model matematika pada penyebaran penyakit campak dengan 

pengaruh migrasi, pengobatan dan imunisasi?  

2. Bagaimana menentukan titik ekuilibrium model penyebaran penyakit campak 

dengan pengaruh migrasi, pengobatan dan imunisasi serta kestabilannya?  

3. Bagaimana simulasi model penyebaran penyakit campak dengan pengaruh 

migrasi, pengobatan dan imunisasi?   
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1.3 Batasan Masalah 

Batasan masalah pada penelitian ini yakni: 

1. Penelitian menggunakan model matematika pada penyebaran penyakit 

campak yang dilakukan untuk populasi wilayah tertentu, dan tidak mengacu 

pada jenis kelamin dan umur didalam populasi. 

2. Penelitian memperkenalkan model baru yang membahas penyakit campak 

dengan pengaruh migrasi, pengobatan dan imunisasi. 

1.4 Tujuan Penelitian 

Tujuan penelitian dari rumusan masalah diatas adalah: 

1. Mendapatkan model matematika yang sesuai dengan penyebaran penyakit 

campak dengan pengaruh migrasi, pengobatan dan imunisasi. 

2. Mendapatkan titik ekuilibrium penyakit campak dengan pengaruh migrasi, 

pengobatan dan imunisasi serta kestabilannya.  

3. Mendapatkan kestabilan dari model penyakit campak dengan pengaruh 

migrasi, pengobatan dan imunisasi. 

1.5 Manfaat Penelitian 

Pada penelitian ini terdapat manfaat yang diinginkan baik dari segi penulis 

itu sendiri atau dari pihak manapun, berikut manfaatnya adalah: 

1. Bidang keilmuan 

Bagi penulis dan pembaca, penelitian ini dapat memberikan wawasan tentang 

model Susceptible, Infected, Quarantined dan Recovered serta mengetahui 

titik ekuilibrium dan kestabilan dari model penyakit campak dengan pengaruh 

migrasi, pengobatan dan imunisasi. 

2. Bagi pemerintah 

Sebagai informasi tambahan tentang dampak penyakit campak dengan 

menggunakan model Susceptible, Infected, Quarantined dan Recovered.  

1.6 Sistematika Penelitian 

Sistematika penelitian ini terbagi dari tiga komponen yang dibahas tiap bab 

demi bab adalah:  
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BAB I      PENDAHULUAN 

Bab pertama membahas tentang latar belakang masalah yang akan 

dibahas, rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, batasan 

masalah dan sistematika penulisan laporan. 

BAB II    LANDASAN TEORI 

Bab kedua membahas teori - teori yang dapat memperkuat dalam hal ini 

berkaitan dengan pembahasan yang menjadi pola dalam menyelesaikan 

permasalahan laporan penelitian ini. 

BAB III   METODE PENELITIAN 

Bab ketiga menguraikan tentang langkah-langkah yang ditempuh peneliti 

dalam membentuk model matematika. 

BAB IV PEMBAHASAN 

Bab ini berisi tentang tahap untuk mendapatkan hasil penelitian tugas 

akhir. 

BAB V   PENUTUP 

Bab ini berisi kesimpulan dan saran dari hasil penelitian yang didapatkan 

oleh penulis dari bab sebelumnya. 
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BAB II  

LANDASAN TEORI 

 

Pada bab ini menjelaskan tentang pengertian campak, gejala campak, 

pencegahan dan pengobatan, sistem persamaan diferensial, linearisasi, analisis titik 

ekuilibrium, model epidemi SIQR. 

2.1 Penyakit Campak 

2.1.1 Pengertian Penyakit Campak 

Menurut Kemenkes RI, penyakit campak merupakan penyakit yang sangat 

menular atau dikenal dengan measles. Penyakit ini disebabkan oleh virus campak 

(Myxovirus Viridae Measles) [9]. Penyakit campak terjangkit tidak hanya pada 

anak-anak tetapi kalangan remaja dan orang dewasa juga terkena penyakit campak 

[10]. Virus campak adalah family dari paramyxovirus genus morbillivirus yang 

berdiameter sekitar 140 milimikron virus morbili [11], tidak tahan panas dan akan 

mati pada PH kurangdari 4,5 [12]. 

Penyakit campak dapat menyerang siapa saja dan juga penyakit dapat 

menyebabkan kematian [13]. Penyebaran penyakit campak terjadi melalui batuk 

dan bersin, serta kontak langsung kepada penderita [9]. Saat seseorang mengalami 

penyakit campak, 90% orang yang berinteraksi dekat dengan penderita dapat 

tertular jika tidak kebal terhadap penyakit campak [10].  

2.1.2 Gejala Campak 

Berikut dibawah ini adalah gejala dari penyakit campak [9]. 

1. Demam panas > 38° C selama 3 hari atau lebih kemudian disertai beberapa 

gejala yaitu diantaranya batuk, pilek, mata merah. 

2. Timbul benjolan kecil warna merah (makulopapular) di belakang telinga 

sampai 3 hari atau lebih dari itu, hari berikut menyebarnya keseluruh tubuh. 

3. Terjadi ruam kulit pada tubuh (makulopapular) sampai 3 hari atau lebih, 

berkisar selama 4 sampai 7 hari menular pada seluruh tubuh. 

4. Pada bagian bawah pipi ditemukan bercak putih keabuan dengan dasar merah 

(mucosa bucal).   
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2.1.3 Pencegahan dan Pengobatan 

Berikut ini adalah pencegahan dan pengobatan pada penyakit campak: 

a. Pencegahan campak 

Diantara pencegahan campak ialah pemberian ASI ekslusif, nutrisi lengkap 

dan seimbang dengan umur, badan bersih serta lingkungan, hindari 

berkontak dengan sesama terutama ibu hamil, serta pemberian 

imunisasi[10]. Program imunisasi dapat berperan penting dalam 

pencegahan, dimana imunisasi tersebut merupakan cara yang terbukti 

efektif untuk memperoleh kesehatan pada tubuh [4].  

b. Pengobatan campak 

Pengobatan terhadap penyakit campak disini dapat dilakukan pemberian  

pengobatan tradisional yaitu berupa tanaman obat herbal seperti daun-

daunan, yaitu daun “Pare” dan daun “Jarak” yang dengan daun itu dapat 

menghilangkan batuk lendir, serta menurunkan panas pada demam. 

Pengobatan tradisional ini dilakukan pada zaman nenek moyang terdahulu 

hingga turun temurun yang dilakukan sampai saat ini.   Namun jika cara 

tersebut tidak dapat menyembuhkan pada penyakit campak langkah 

berikutnya melakukan tindakan medis kepihak kesehatan ataupun 

puskesmas [14]. 

2.2 Sistem Persamaan Diferensial 

Persamaan diferensial adalah persamaan yang menunjukkan hubungan antara 

suatu fungsi yang tidak diketahui dengan satu atau lebih turunan dari fungsi [15]. 

Persamaan diferensial biasa dapat ditulis secara umum sebagai berikut: 

𝑦(𝑛) = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, … , 𝑦(𝑛−1))    atau   𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, … , 𝑦(𝑛−1)) = 0     (2.1) 

Contohnya: 

1. 𝑦′ + 2𝑦 = 0 

2. 𝑥2𝑦′′ + 3𝑦′ + 2𝑦 = 5𝑥        

Sistem persamaan diferensial adalah sekumpulan persamaan diferensial-

persamaan diferensial atau dapat dirumuskan secara umum berikut: 

 𝑦1
′ = 𝑓1[𝑥, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛] 
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 𝑦2
′ = 𝑓2[𝑥, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛] 

 𝑦3
′ = 𝑓3[𝑥, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛] 

   ⋮ 
  𝑦𝑛

′ = 𝑓𝑛[𝑥, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛]              (2.2) 

Persamaan (2.2) disebut sistem persamaan diferensial linear, jika fungsi linear 

pada 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛 linear terhadap 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 sistem demikian dapat ditulis 

sebagai berikut: [16] 

 𝑦1
′ = 𝑎1(𝑥)𝑦1 + 𝑎12(𝑥)𝑦2 + ⋯ + 𝑎1𝑛(𝑥)𝑦𝑛 + 𝑏1(𝑥) 

⋮            (2.3) 

 𝑦𝑛
′ = 𝑎𝑛1(𝑥)𝑦𝑛 + 𝑎𝑛𝑛(𝑥)𝑦𝑛 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑛(𝑥)𝑦𝑛 + 𝑏𝑛(𝑡) 

Atau dapat juga ditulis kembali sebagai berikut: 

𝒚′ = 𝑨𝒚 + 𝒃                (2.4) 

Dengan 

 𝐴 = [

𝑎11 … 𝑎1𝑛

. … .
𝑎𝑛1 … 𝑎𝑛𝑛

] , 𝑦 = [

𝑦1

⋮
𝑦𝑛

] , 𝑏 = [
𝑏1

⋮
𝑏𝑛

]         (2.5) 

2.3 Linearisasi 

Linearisasi adalah proses perubahan dari suatu sistem persamaan tak linear 

ke sistem persamaan linear. Biasanya linearisasi digunakan untuk memperoleh 

kestabilan titik ekuilibrium dengan menggunakan Matriks Jacobian. 

Diberikan sistem persamaan diferensial tak linear sebagai berikut [17]: 

 
𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡) = 𝐹(𝑥, 𝑦) 

 
𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡) = 𝐺(𝑥, 𝑦)           (2.6) 

Dari (2.6) didapatkan titik ekuilibrium yang digunakan untuk melinearisasi. 

Dari itu akan didapat sistem linear yang mana (𝑥, 𝑦)  mendekati  (�̂�, �̂�). Dengan 

demikian solusi fungsi 𝐹(𝑥, 𝑦) dan 𝐺(𝑥, 𝑦) ketika (�̂�, �̂�) dekat dengan (𝑥, 𝑦). 

 
𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡) = 𝐹(𝑥, 𝑦) ≈ 𝐹(�̂�, �̂�) +

𝜕𝐹

𝜕𝑥
(�̂�, �̂�)(𝑥 − �̂�) +

𝜕𝐹

𝜕𝑦
(�̂�, �̂�)(𝑦 − �̂�) 

 
𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡) = 𝐺(𝑥, 𝑦) ≈ 𝐺(�̂�, �̂�) +

𝜕𝐺

𝜕𝑥
(�̂�, �̂�)(𝑥 − �̂�) +

𝜕𝐺

𝜕𝑦
(�̂�, �̂�)(𝑦 − �̂�) 

Oleh karena 𝐹(𝑥, 𝑦) ≈ 𝐺(𝑥, 𝑦), maka  
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𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡) = 𝐹(𝑥, 𝑦) ≈

𝜕𝐹

𝜕𝑥
(�̂�, �̂�)(𝑥 − �̂�) +

𝜕𝐹

𝜕𝑦
(�̂�, �̂�)(𝑦 − �̂�)  

 
𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡) = 𝐺(𝑥, 𝑦) ≈

𝜕𝐺

𝜕𝑥
(�̂�, �̂�)(𝑥 − �̂�) +

𝜕𝐺

𝜕𝑦
(�̂�, �̂�)(𝑦 − �̂�) 

Terbentuk matriks jacobian dari Sistem 2.6 yang merupakan sistem 

persamaan linear [18]. 

 𝐽 = [

𝜕𝐹

𝜕𝑥
(𝑥, �̂�)

𝜕𝐹

𝜕𝑦
(𝑥, �̂�)

𝜕𝐺

𝜕𝑥
(𝑥, �̂�)

𝜕𝐺

𝜕𝑦
(𝑥, �̂�)

]           (2.7) 

Contoh 2.1 Carilah sistem persamaan berikut ke matriks jacobian 

 
𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= 𝑥1

3 + 2𝑥2
2 

 
𝑑𝑥2

𝑑𝑡
= 𝑥1

3𝑥2
2 

Penyelesaian: 

 𝑓1(𝑥1𝑥2) = 𝑥1
3 + 2𝑥2

2 

 𝑓2(𝑥1𝑥2) = 𝑥1
3𝑥2

2 

Matriks jacobiannya yaitu: 

 𝐽 = [

𝜕𝑓1

𝜕𝑥1

𝜕𝑓1

𝜕𝑥2

𝜕𝑓2

𝜕𝑥1

𝜕𝑓2

𝜕𝑥2

] = [
3𝑥1

2 4𝑥2

3𝑥1
2𝑥2

2 2𝑥1
3𝑥2

] 

Contoh 2.2 Carilah linearisasi berikut ke matriks jacobian 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑓2  

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 2𝑥 + 3𝑥𝑦 = 𝑓2  

Selanjutnya dicari titik ekuilibrium dengan menjadikan  ruas kanan masing-masing 

persamaan sama dengan nol. 

𝑥2 + 𝑦2 = 0  

2𝑥 + 3𝑥𝑦 = 0  

Maka titik ekuilibrium dari persamaan diatas adalah (0,0) 

Matriks jacobiannya yaitu: 
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𝐽 = [

𝜕𝑓1

𝜕𝑥1

𝜕𝑓1

𝜕𝑥2

𝜕𝑓2

𝜕𝑥1

𝜕𝑓2

𝜕𝑥2

] = (
2𝑥 2𝑦

2 + 3𝑦 3𝑥
)  

Kemudian disubstitusikan ke titik ekuilibrium (0,0) 

𝐽(0,0) = (
0 0
2 0

)  

Sehinggga diperoleh sistem persamaan linear dari perubahan sistem persamaan 

nonlinear menjadi linear yang disebut dengan sistem linearisasi. 

(

𝑑𝑥

𝑑𝑡
𝑑𝑦

𝑑𝑡

) = (
0 0
2 0

) (
𝑥
𝑦)  

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 0  

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 2𝑥  

Definisi 2.1 [19] 

Apabila matrik A merupakan matrik berukuran 𝑛 𝑥 𝑛, maka vektor tak nol 

�̅� didalam ℜ𝑛 disebut vektor eigen dari matrik A jika terdapat skalar dari �̅�, maka 

𝐴�̅� = 𝜆�̅�               (2.8) 

Nilai eigen nilai karekteristik dari matrik A disebut skalar 𝜆 sedangkan 

�̅� disebut vector eigen. Untuk memperoleh nilai eigen dari matrik A maka ditulis 

sebagai berikut: 

0̅ = 𝐴�̅� − 𝜆�̅� = (𝐴 − 𝜆𝐼)�̅�               (2.9) 

Vektor eigen merupakan solusi sejati �̅� ≠ 0. Oleh karena itu agar 

mendapatkan vector eigen harus terdapat pemecahan dengan nol, yakni 

det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0                    (2.10) 

Maka bentuk persamaan diatas disebut dengan persamaan polinom karekteristik.  

2.4 Analisis Titik Ekuilibrium 

Definisi 2.2 [20] 

Titik ekuilibrium �̂� ∈ ℝ𝑛 jika 𝑓(�̂�) = 0 dikatakan: 

1. Stabil apabila untuk setiap 휀 >  0 terdapat 𝛿 >  0 sedemikian hingga untuk  

𝑥(𝑡) yang memenuhi ‖𝑥(𝑥0) − �̂�‖ < 𝛿 berlaku ‖𝑥(𝑥0) − �̂�‖ <  휀 untuk 

setiap 𝑡 ≥ 𝑡0. 
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2. Stabil asimtotik apabila titik ekuilibrium 𝑥 ∈  𝑅𝑛  stabil dan terdapat δ0 >

 0 sedemikian hingga untuk setiap solusi 𝑥(𝑡) yang memenuhi ‖𝑥(𝑥0) −

�̂�‖ < δ0 berlaku lim
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = �̂�. 

3. Tidak stabil apabila titik ekuilibrium (1) tidak terpenuhi. 

Teorema 2.1 [21]  

Titik ekuilibrium 𝑥 pada sistem �̇� = 𝑓(𝑥). 

1. Apabila matriks jacobian 𝐽𝑓(�̂�) memiliki 𝑅𝑒(𝜆𝐼) < 0 untuk 𝑖  1,2, . . . , 𝑛 

maka �̂� stabil asimtotik lokal. Jika 𝑅𝑒(𝜆𝐼) ≤ 0 untuk 𝑖  1,2, . . . , 𝑛 maka 

�̂� stabil dan untuk nilai eigen 𝑅𝑒(𝜆𝐼) = 0 bersesuaian dengan vektor eigen 

sebanyak multiplisitas 𝜆𝐼. Multiplisitas  𝜆𝐼 adalah dimensi dari ruang eigen 

yang bersesuaian dengan nilai eigen. 

2. Jika terdapat nilai eigen matriks Jacobian 𝐽𝑓(�̂�) yang memiliki bagian real 

positif, maka titik ekuilibrium 𝑥 tidak stabil. 

Contoh 2.2 Tentukan ruang eigen dan multiplisitas dari matriks  

 𝐴 = [
−1 0 1
3 0 −3
1 0 −1

] 

Penyelesaian: 

Akan dicari terlebih dahulu nilai eigen dari matiks di atas : 

 |𝐴 − 𝜆𝐼| = [
−1 − 𝜆 0 1

3 −𝜆 −3
1 0 −1 − 𝜆

] = −𝜆 |
−1 − 𝜆 1

1 −1 − 𝜆
| 

= −𝜆((−1 − 𝜆)2 − 1 = −𝜆(𝜆2 + 2𝜆)  

Det (𝐴 − 𝜆𝐼) = |𝐴 − 𝜆𝐼| = 0 

−𝜆(𝜆2 + 𝜆) = 0  

−𝜆2(𝜆 + 2) = 0  

Sehingga diperoleh persamaan karakteristiknya sebagai berikut : 

𝜆 = 0 atau 𝜆 = −2 

Untuk nilai eigen 𝜆 = 0, maka akan dicari ruang nol dari matriks 𝐴 − (0)𝐼 = 𝐴 

 𝐴 = [
−1 0 1
3 0 −3
1 0 −1

] 

𝑅2 + 3𝑅1 

𝑅3 + 𝑅1 
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 [
−1 0 1
0 0 0
0 0 0

] jika 𝑥 = |

𝑥1

𝑥2

𝑥3

|, maka diperoleh −𝑥1 + 𝑥3 = 0 

Maka 𝑥 = |

𝑥1

𝑥2

𝑥3

| = |

𝑥3

𝑥2

𝑥3

| = 𝑥2 |
0
1
0

| + 𝑥3 |
1
0
1

| 

Jadi ruang vektor nol dari matriks 𝐴 − (0)𝐼 adalah {|
0
1
0

| , |
1
0
1

|} 

Untuk nilai eigen 𝜆 = −2, maka akan dicari ruang nol dari matriks 𝐴 − (−2)𝐼 = 𝐴 

 𝐴 + 2𝐼 = [
−1 0 1
3 0 −3
1 0 −1

] 

 [
1 0 1
0 2 −6
0 0 0

] jika 𝑥 = |

𝑥1

𝑥2

𝑥3

|, maka diperoleh 𝑥1 + 𝑥3 = 0 dan 2𝑥2 − 6𝑥3 = 0 

Maka 𝑥 = |

𝑥1

𝑥2

𝑥3

| = |

−𝑥3

𝑥3

𝑥3

| = 𝑥3 |
−1
3
1

| 

Jadi ruang vektor nol dari matriks 𝐴 − (0)𝐼 adalah {|
−1
3
1

|} 

Jadi multiplisitas 𝜆 = 0 adalah 2 dan 𝜆 = −2 adalah 1. 

Teorema 2.2 Kestabilan Routh-hurwiz [16] 

Salah satu alternatif untuk memperoleh nilai eigen disebut dengan teorema 

Routh-hurwiz. Diberikan persamaan karasteristik dari suatu matriks bujur sangkar  

 𝑝(𝑥) = 𝑎0𝑥𝑛 + 𝑎1𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑥 + 𝑎𝑛  

Akar - akar persamaan polinomial memilki real yang negatif jika dan hanya 

jika masing-masing determinan dari matriks 𝑚𝑥𝑚 untuk setiap 𝑘 = 1,2, … , 𝑛 

nilainya merupakan positif. 

 𝑀𝑛 = |

𝑎1 𝑎2 𝑎3 … 𝑎2𝑘−1

𝑎0 𝑎2 𝑎4 … 𝑎2𝑘−2

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 … 𝑎𝑘

|        (2.11) 

2.5 Model Epidemi SIQR 

Model SIQR merupakan perluasan dari model SIR. Model tersebut berupa  

suspectible (S), Infected (I), Recorvered (R) [21]. Disebabkan penyakit campak 

𝑅2 − 3𝑅1 

𝑅3 − 𝑅1 
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termasuk penyakit yang menyebar, maka dari itu dibentuklah kelas baru yaitu 

parameter Q yang menyakatan populasi pada kelas karantina.  

Adapun model epidemi pada penelitian adalah seabagai berikut [7]:                  

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= (1 − 𝑝)Λ + 𝛿1 − 𝑎𝑆𝐼 − (𝜇 + 𝛿2)𝑆 

 
𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝑎𝑆𝐼 − 𝜂𝐼 − 𝛽𝐼 − (𝜑 + 𝜇)𝐼 

 
𝑑𝑄

𝑑𝑡
= 𝛽𝐼 − Υ𝑄 − (𝜑 + 𝜇)𝑄 

 
𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝜂𝐼 + Υ𝑄 − (𝜇 + 𝛿2)𝑅 + 𝑝Λ 

Keterangan: 

𝑆 : Jumlah total individu yang rentan  

𝐼 : Jumlah total individu yang infeksi 

𝑄 : Jumlah total individu yang karantina 

𝑅 : Jumlah total individu yang sembuh 

Λ      : Peluang laju kelahiran  

𝛿1  : Peluang laju imigrasi 

𝛿2   : Peluang laju emigrasi 

𝑎   : Peluang laju dari rentan ke infeksi 

𝛽  : Peluang laju dari infeksi ke karantina 

𝜂  : Peluang laju kesembuhan pada tiap individu  

Υ  : Peluang laju kesembuhan individu yang dikarantina 

𝜑  : Laju kematian disebabkan penyakit  

𝜇 : Laju kematian terjadi dengan alami  

𝑝  : Proporsi imunisasi 
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BAB III  

METODE PENELITIAN 

 

Metode yang digunakan dalam analisis kestabilan SIQR penyebaran penyakit 

campak dengan pengaruh migrasi, pengobatan dan imunisasi yaitu metode 

penelitian studi literature dengan mempelajari buku-buku serta jurnal-jurnal yang 

terkait dengan permasalahan pemodelan matematika. Yakni diantaranya sebagai 

berikut: 

1. Menentukan asumsi variabel-variabel dan mendeskrisikan parameter yang 

digunakan pada model SIQR. Populasi total terbagi menjadi 𝑆 menunjukan 

individu rentan, 𝐼 kelas infeksi, 𝑄 populasi yang dikarantina, 𝑅 jumlah 

individu yang sembuh. Pada saat waktu (𝑡) adalah: 

𝑆(𝑡) : Jumlah total individu yang rentan pada waktu ke-t 

𝐼(𝑡)  : Jumlah total individu yang infeksi pada waktu ke-t 

𝑄(𝑡)  : Jumlah total individu yang karantina pada waktu ke-t 

𝑅(𝑡)  : Jumlah total individu yang sembuh  

Λ   : Peluang laju kelahiran  

𝛿1  : Peluang laju imigrasi 

𝛿2  : Peluang laju emigrasi 

𝑎   : Peluang laju dari rentan ke infeksi 

𝛽   : Peluang laju dari infeksi ke karantina 

𝜂   : Peluang laju kesembuhan pada tiap individu  

Υ   : Peluang laju kesembuhan individu yang dikarantina 

𝑚  : Peluang laju kesembuhan pengobatan yang infeksi 

𝜑  : Laju kematian disebabkan penyakit  

𝜇   : Laju kematian terjadi dengan alami 

𝜌   : Proporsi imunisasi 

2. Membuat diagram transfer untuk membentuk model matematika. Setelah 

menentukan asumsi-asumsi yang sesuai dengan model epidemik SiQR dan 

berkaitan dengan karateristik penyebaran Campak, kemudian membuat 
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diagram transfer berdasarkan asumsi tersebut. Berikut adalah model penelitian 

oleh Ainun Fatmawati  [6]. 

Ainun Fatmawati, dkk. (2020)    

Gambar 3.1. Skema Penularan Penyakit Campak 

Berdasarkan model diatas dibentuk model baru dengan menambahkan 

asumsi adanya laju pengobatan menuju kelas Recovered (sembuh) sebesar (𝑚). 

  

 

 

   

 

 

 

Gambar 3.2. Skema Penularan Penyakit Campak dengan Pengobatan 

3. Menentukan titik ekuilibrium model bebas penyakit dan titik ekuilibrium 

endemik penyakit. 

4. Menganalisa kestabilan titik ekuilibrium, dilakukan dengan melinearisasi 

pada sistem ditentukan matriks jacobian pada titik ekuilibrium. Berikutnya 
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memperoleh nilai eigen dan matriks dengan menggunakan definisi dan 

teorema dari polynomial karakteristik. Mencari nilai eigen dari polynomial 

karakteristik dengan menggunakan criteria Routh-Hurwitz. 

5. Simulasikan populasi yang rentan, terinfeksi dan sembuh menggunakan 

Aplikasi Maple 

6. Mendapatkan kesimpulan hasil analisa titik keseimbangan dan simulasi 

model. 
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BAB V  

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan yang telah dilakukan, maka dapat diambil 

kesimpulan sebagai berikut: 

1. Model yang diperoleh pada penyebaran penyakit Campak dengan dengan 

pengaruh migrasi, pengobatan dan imunisasi menggunakan model SIQR, 

adalah: 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= (1 − 𝑝)Λ + 𝛿1𝑆 − 𝑎𝑆𝐼 − (𝜇 + 𝛿2)𝑆              

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝑎𝑆𝐼 − 𝜂𝐼 − 𝛽𝐼 − (𝑚 + 𝜑 + 𝜇)𝐼          

𝑑𝑄

𝑑𝑡
= 𝛽𝐼 − Υ𝑄 − (𝜑 + 𝜇)𝑄            

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝜂𝐼 + Υ𝑄 + 𝑚𝐼 − (𝜇 + 𝛿2)𝑅 + 𝑝Λ  

𝑁 = 𝑆 + 𝐼 + 𝑄 + 𝑅  

dimana menjadi 𝑆 menunjukan individu rentan, 𝐼 menunjukan kelas infeksi, 

𝑄 menunjukan populasi yang dikarantina, 𝑅 menunjukan jumlah individu 

yang sembuh.   

2. Terdapat dua kestabilan titik ekuilibrium pada model SIQR yaitu: 

a. Titik ekuilibrium bebas penyakit 𝐸0 = (�̂�, �̂�, �̂�, �̂�) =

(
(1−𝑝)Λ

−𝛿1+𝜇+𝛿2

, 0,0,
𝑝Λ

𝜇+𝛿2

) 

b. Titik ekuilibrium endemik penyakit 

𝐸1 = 𝑆∗, 𝐼∗, 𝑄∗, 𝑅∗  dengan  

𝑆∗ =
𝜂+𝛽+𝑚+𝜑+𝜇

𝑎
  

𝐼∗ =
1

𝑎
(

(1−𝑝)𝑎Λ

𝜂+𝛽+𝑚+𝜑+𝜇
+ 𝛿1 − 𝜇 − 𝛿2)  

𝑄∗ =
𝛽(

(1−𝑝)𝑎Λ

𝜂+𝛽+𝑚+𝜑+𝜇
+𝛿1−𝜇−𝛿2)

(Υ+𝜑+𝜇)
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 𝑅∗ =

Υ(
𝛽(

(1−𝑝)𝑎Λ
𝜂+𝛽+𝑚+𝜑+𝜇

+𝛿1−𝜇−𝛿2)

(−Υ−𝜑−𝜇)
)+𝑚(

1

𝑎
(

(1−𝑝)𝑎Λ

𝜂+𝛽+𝑚+𝜑+𝜇
+𝛿1−𝜇−𝛿2))+𝜂(

1

𝑎
(

(1−𝑝)𝑎Λ

𝜂+𝛽+𝑚+𝜑+𝜇
+𝛿1−𝜇−𝛿2))+𝑝Λ

(𝜇+𝛿2)
   

3. Simulasi model penyebaran penyakit campak dengan adanya pengaruh 

migrasi, pengobatan dan imunisasi untuk kasus pada Kota Pekanbaru 

berdasarkan data yang diperoleh dari Dinas Kesehatan Pekanbaru Bulan Mei-

Juni Tahun 2022 terdapat 22 orang yang terkena infeksi penyakit campak dari 

jumlah total populasi 994,585 pada tahun itu. Dari penelitian yang dilakukan 

diperoleh hasil bahwa:  

a. Jika laju imigrasi kecil dari atau sama dengan laju emigrasi, maka titik 

kestabilan ekuilibrium bebas penyakit tersebut stabil asimtotik sedangkan 

pada saat laju imigrasi lebih besar dari laju emigrasi, maka titik kestabilan 

ekuilibrium bebas penyakit tersebut tidak stabil. 

b. Jika laju imigrasi kecil dari, lebih besar dan sama dengan laju emigrasi, 

maka titik kestabilan ekuilibrium endemik penyakit tersebut tidak stabil. 

c. Laju pengobatan sangat berperan penting terhadap penyebaran penyakit 

campak, jika sedikit pengobatan maka jumlah infeksi menjadi semakin 

banyak. Kemudian sebaliknya jika pengobatan nya lebih banyak maka 

jumlah penyebaran infeksi penyakit campak dari individu ke individu lain 

berkurang. 

5.2    Saran 

Dalam penulisan ini, penulis membahas model SIQR terhadap penyebaran 

penyakit Campak dengan pengaruh migrasi, pengobatan dan imunisasi. Besar atau 

kecil laju imigrasi dan sama dengan laju emigrasi berpengaruh terhadap penyebaran 

campak, kemudian juga untuk pengobatan yang berpengaruh terhadap individu 

yang sakit tetapi tidak untuk dapat mencegah penyebaran penyakit campak tersebut. 

Pada saat ini Kota Pekanbaru masih terdapat individu yang terkena penyakit 

campak, namun pengobatan dalam penelitian ini berperan penting untuk 

menyembuhkan individu yang terdampak ketika besar pengaruh pengobatan pada 

individu maka besar kemungkinan individu tersebut untuk sembuh, begitu 

sebaliknya. Dalam penelitian ini subpopulasi yang digunakan adalah suspectible 
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(S), Infected (I), Quarantined (Q), Recorvered (R).  bagi pembaca yang tertarik 

dengan masalah ini untuk mengembangkan model penyebaran penyakit campak 

dengan menambahkan sobpopulasi Terpapar (E) atau orang yang terinfeksi tetapi 

tidak menyebarkan. 
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LAMPIRAN   

1. Syntax Program Maple 𝛿1 < 𝛿2 

 
>  
> 

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

> 
 

 
> 

 

 
> 

 

 
> 
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2. Syntax Program Maple 𝛿1 = 𝛿2 

 

>  
> 

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

> 
 

 
> 

 

 
> 

 

 
> 
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3. Syntax Program Maple 𝛿1 > 𝛿2 

 
>  
> 

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

> 
 

 
> 

 

 
> 

 

 
> 
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