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ABSTRAK 

 
Pertumbuhan penduduk di Indonesia mengalami peningkatan setiap tahunnya, sehingga perlu 

dilakukan proyeksi kependudukan. Proyeksi penduduk dapat dihitung menggunakan pemodelan 

matematika menggunakan persamaan diferensial yaitu dengan model eksponensial dan logistik. 

Model eksponensial adalah model yang menggambarkan populasi yang terus bertumbuh dan tidak 

dibatasi oleh lingkungan. Sedangkan model logistik adalah model pertumbuhan populasi yang 

mempertimbangkan daya dukung lingkungan yang terbatas. Penelitian ini bertujuan untuk 

mendapatkan proyeksi penduduk menggunakan model eksponensial dan logistik serta 

menganalisis kestabilan pada model logistik pada data penduduk Provinsi Riau. Pada model 

eksponensial dan logistik diasumsikan bahwa 
0N adalah populasi awal dan t  adalah waktu yang 

diukur dalam tahun. Analisis kestabilan dilakukan dengan metode linearisasi persamaan disekitar 

titik tetap, lalu menyelidiki distribusi nilai eigen dari matriks jacobian sistem linier yang 

didapatkan. Hasil penelitian menunjukkan bahwa model eksponensial IV dengan bentuk 

persamaan (0,02357)6.344.402 tN e=  sebagai model terbaik dengan galat sebesar 1,9845, dan model 

logistik IV dengan bentuk persamaan 
(0,04582)1,16088) 1

13.709.495,15

( te
N

−
=

+

 sebagai model terbaik dengan galat 

sebesar 1,91629. Analisis kestabilan model logistik mempunyai 2 titik tetap yaitu * 0N =  dan  
*N K= . Titik tetap * 0N =  merupakan titik kesetimbangan stabil. Sedangkan  *N K=  terjadi 

perubahan kestabilan akibat adanya waktu tunda. 

 

Kata Kunci : Analisis Kestabilan, Model Eksponensial, Model Logistik, Waktu Tunda 
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ABSTRACT 

 

Population growth in Indonesia is increasing every year,so it is necessary to do population 

projections. Population projections can be calculated using mathematical modeling using 

differential equations, namely exponential and logistic models. The exponential model is a model 

that describes a population that continues to grow and is not limited by the environment. While the 

logistic model is a population growth model that considers the limited carrying capacity of the 

environment. This final project aims to obtain population projections using exponential and 

logistic models as well as to analyze the stability of the logistic model in the population data of 

Riau Province. In the exponential and logistic models it is assumed that 
0N  is the initial 

population and t  is the time measured in years. Stability analysis was carried out by linearizing 

the equations around a fixed point, then investigating the distribution of the eigenvalues of the 

jacobian matrix of the linear system obtained. The results showed that the exponential model IV 

with the equation form (0,02357)6.344.402 tN e=  as the best model with error value of 1.9845, and 

the logistical model IV with the equation form 
(0,04582)1,16088) 1

13.709.495,15

( te
N

−
=

+

 with error value of 1.91629.. 

The stability analysis of the logistic model has two fixed points, 
* 0N = and 

*N K=  . The fixed 

point 
* 0N =  is the point of stable equilibrium. While 

*N K=  there is a change in stability due 

to the time delay. 
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BAB I  

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Populasi adalah sekumpulan individu dengan spesies yang sama yang hidup 

pada suatu wilayah tertentu, sehingga populasi manusia juga dapat diartikan 

seluruh jumlah penduduk di suatu daerah tertentu. Setiap tahunnya pertumbuhan 

penduduk di Indonesia semakin meningkat. Dengan angka kepadatan dan laju 

pertumbuhan penduduk yang tinggi, dapat menyebabkan permasalahan dalam 

berbagai aspek kehidupan, seperti kemacetan, berkurangnya ketersediaan lahan, 

krisis keamanan, kebutuhan pangan, lapangan pekerjaan yang semakin berkurang, 

angka pengangguran yang tinggi dan lain-lain [1]. Dengan adanya permasalahan 

ini diperlukan proyeksi kependudukan sebagai sistem pendukung yang membantu 

pemerintah dalam pembuatan kebijakan. Hasil dari proyeksi kependudukan 

bermanfaat untuk perencanaan dalam persediaan pangan, fasilitas Kesehatan, 

keamanan, fasilitas Pendidikan, pemukiman, lapangan kerja dan rencana 

pembangunan lainnya.  

Adapun metode yang digunakan oleh Badan Pusat Statistik (BPS) dalam 

melakukan proyeksi kependudukan adalah dengan metode matematik, metode 

komponen dan metode campuran.  Proyeksi penduduk juga dapat dihitung 

menggunakan pemodelan matematika menggunakan persamaan diferensial. 

Sehingga model matematika yang digunakan dalam kasus ini adalah persamaan 

diferensial model eksponensial dan logistik [2]. 

Model eksponensial menggambarkan populasi yang terus bertumbuh dan 

tidak dibatasi oleh lingkungan sehingga tidak terjadi suatu kompetisi untuk 

mendapatkan sumberdaya. Pada model eksponensial diasumsikan laju 

pertumbuhan penduduk proporsional dengan jumlah penduduk. Sedangkan pada 

model logistik memasukkan sejumlah batas agar jumlah populasi tidak 

berkembang secara tak terhingga [3]. Pada model logistik pertumbuhan populasi 
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tidak hanya bergantung pada jumlah yang terus bertumbuh tetapi juga sejauh 

mana batas dari faktor logistik yang tersedia untuk mendukung kehidupan [4]. 

Namun pada keadaan sebenarnya, sepanjang waktu pertumbuhan daya 

dukung lingkungan mengalami perubahan, yang mengakibatkan pertumbuhan 

akan mengalami penundaan. Akibatnya akan terjadi penurunan populasi namun 

kemudian terjadi peningkatan kembali sehingga membentuk osilasi pada 

pertumbuhan populasi. Jika persamaan logistik diasumsikan tidak terjadi 

penundaan waktu pada proses pertumbuhan populasi, maka model akan 

menghasilkan solusi yang berbentuk fungsi monoton naik atau turun. Sedangkan 

jika terjadi osilasi, solusi yang dihasilkan bukan fungsi yang monoton [5]. 

Penelitian yang relevan mengenai model eksponensial dan logistik 

diantaranya oleh Dewi Anggreini [4] untuk mengetahui proyeksi penduduk di 

Provinsi Jawa Timur dengan menggunakan model eksponensial dan logistik 

berdasarkan tingkat pertumbuhan dan daya dukung. Penelitian ini memilih model 

terbaik berdasarkan hasil nilai MAPE (Mean Absolute Percentage Error) terkecil. 

Diperoleh Model Eksponensial V dengan proyeksi penduduk pada tahun 2030 

sebesar 43.997.165,5 jiwa dan Model Logistik V dengan proyeksi penduduk pada 

tahun 2030 sebesar 41.444.035 jiwa dengan laju pertumbuhan penduduk sebesar 

0,05111.  

Berdasarkan penelitian oleh Nasrun Rozikin [6] mengenai aplikasi 

persamaan diferensial pada model pertumbuhan penduduk Kota Mataram yaitu 

Model Eksponensial dan Model Logistik dapat ditentukan besarnya pendugaan 

jumlah penduduk Kota Mataram pada tahun 2024. Hasil penelitian menunjukkan 

bahwa model pertumbuhan eksponensial memiliki tingkat keakuratan sebesar 

99,6% sedangkan dengan model pertumbuhan logistik menghasilkan tingkat 

kepercayaannya sebesar 97,9%. Adapun hasil estimasi jumlah penduduk di Kota 

Mataram pada tahun 2024 adalah sebesar 526.085 jiwa. 

Berdasarkan penelitian oleh Timuneno [5] untuk memeriksa kesetimbangan 

dari model pertumbuhan logistik dilakukan analisis titik-titik kesetimbangan 

model pertumbuhan populasi dengan penundaan waktu. Hal inilah yang 

mendasari penulis untuk membahas kembali proyeksi kependudukan mengunakan 
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model eksponensial dan logistik serta menganalisis kestabilan model logistik 

dengan pengaruh waktu tunda. Oleh karena itu penulis mengambil judul 

penelitian yaitu “Model Eksponensial dan Logistik serta Analisis Kestabilan 

Model pada Perhitungan Proyeksi Penduduk Provinsi Riau”. 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan penjelasan pada latar belakang, maka dalam;penelitian ini 

permasalahan yang akan diselesaikan yaitu: 

a. Bagaimana proyeksi;penduduk menggunakan model eksponensial dan 

model logistik di;Provinsi Riau. 

b. Bagaimana analisis kestabilan model logistik. 

c. Bagaimana simulasi model persamaan logistik tanpa waktu tunda dan 

persamaan logistik dengan waktu tunda.   

1.3 Batasan Masalah 

Adapun batasan;masalah yang perlu diperhatikan pada penulisan laporan 

tugas akhir ini sebagai;berikut: 

a. Penelitian ini menggunakan data sekunder berupa data jumlah penduduk per 

tahun 2015-2020 yang diambil dari website Badan Pusat Statistik Provinsi 

Riau.  

b. Metode yang;digunakan pada;penelitian adalah model;eksponensial dan 

model;logistik. 

c. Populasi bersifat tertutup dan daya dukung lingkungan terbatas. 

1.4 Tujuan  Penelitian 

Adapun;tujuan;penelitian ini sebagai berikut:  

a. Mendapatkan proyeksi penduduk menggunakan model eksponensial dan 

model logistik di Provinsi Riau. 

b. Mengetahui kestabilan model logistik. 

c. Mensimulasikan model persamaan logistik tanpa waktu tunda dan 

persamaan logistik dengan waktu tunda.   



 

4 
 

1.5 Manfaat Penelitian 

Adapun manfaat;dari penelitian;ini diantaranya:  

a. Untuk mendapatkan bentuk model pertumbuhan penduduk Provinsi Riau. 

b. Memberikan informasi serta penerapan penyelesaian persamaan diferensial 

dalam proyeksi penduduk Provinsi Riau. 

1.6 Sistematika Penelitian 

Sistematika penulisan laporan Tugas Akhir terdiri dari: 

BAB I PENDAHULUAN 

Pendahuluan menguraikan tentang latar belakang pemilihan judul, 

rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, dan sistematika 

penelitian. 

BAB II LANDASAN TEORI 

Bab ini berisi tentang teori-teori mengenail hal-hal yang digunakan 

sebagai acuan penelitian, seperti: pemodelan matematika, persamaan 

diferensial, analisis kesetimbangan, linearisasi, model pertumbuhan 

populasi, dan MAPE (Mean Absolute Percentage Error). 

BAB III METODE PENELITIAN 

Bab ini berisi tahapan-tahapan yang dilakukan penulis untuk mencapai 

tujuan penelitian. 

BAB IV PEMBAHASAN 

Bab ini berisi tentang tahapan-tahapan yang dilakukan untuk 

mendapatkan hasil penelitian. 

BAB V PENUTUP 

Bab ini berisi kesimpulan dan saran dari hasil penelitian. 
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Membuat asumsi  Identifikasi 

masalah  

Formulasi 

masalah  

Menyelesaikan 

masalah  

Masalah 

Penjelasan 

model  

Bandingkan  

Penyelesaian 

dunia nyata  

Dunia Nyata 

 

Dunia Matematika 

BAB II  

LANDASAN TEORI 

 

2.1 Pemodelan Matematika 

Model menggambarkan pemahaman kita tentang bagaimana dunia 

berfungsi. Dalam pemodelan matematika, pemahaman tersebut diterjemahkan ke 

dalam bahasa matematika. Keuntungan menggunakan model matematika 

diantaranya: 

a. Matematika adalah bahasa yang sangat tepat, sehingga memudahkan untuk 

merumuskan ide-ide dan mengidentifikasi yang mendasari asumsi. 

b. Matematika adalah bahasa yang ringkas, dengan aturan manipulasi yang 

jelas. 

c. Semua hasil yang telah dibuktikan oleh para ahli matematika selama ratusan 

tahun sudah tersedia untuk diterapkan. 

d. Perhitungan numerik dapat digunakan menggunakan komputer. 

Tujuan dari pemodelan adalah mengembangkan pemahaman ilmiah, 

menguji pengaruh perubahan dalam suatu sistem, serta membantu dalam 

pengambilan keputusan [7]. Langkah-langkah pemodelan matematika sebagai 

berikut: [8] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.1 Diagram Alur Pemodelan Matematika 
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Keterangan : 

1. Identifikasi masalah, yaitu mampu memahami masalah yang diambil dari 

dunia nyata yang akan dirumuskan sehingga dapat ditranslasi ke dalam 

bahasa matematika. 

2. Membuat asumsi, yaitu dengan cara menyederhanakan banyaknya faktor 

yang berpengaruh terhadap kejadikan yang sedang diamati dengan 

mengasumsikan hubungan sederhana antara variabel. Asumsi tersebut dibagi 

dalam dua kategori utama yaitu: 

a. Klasifikasi variabel  

Pemodelan mengidentifikasi variabel terhadap hal-hal yang 

mempengaruhi tingkahlaku pengamatan. 

b. Menentukan interelasi antara variabel yang terseleksi untuk dipelajari. 

Pemodelan membuat sub model sesuai asumsi yang telah dibuat pada 

model utama, kemudian mempelajari secara terpisah pada satu atau lebih 

variabel bebas.  

3. Memformulasikan masalah ke dalam bentuk matematika 

Setelah asumsi-asumsi dibuat, maka selanjutnya asumsi-asumsi tersebut 

dibentuk ke dalam bentuk matematika atau sering disebut sebagai model 

matematika. 

4. Menyelesaikan dan menginterpretasikan model 

Setelah model diperoleh kemudian diselesaikan secara matematis, dalam hal 

ini model yang digunakan dan penyelesaiannya menggunakan persamaan 

diferensial. Apabila pemodel mengalami kesulitan untuk menyelesaikan 

model dan interpretasi model, maka ke Langkah 2 dan membuat asusmsi 

sederhana tambahan atau kembali ke langkah 1 untuk membuat definisi ulang 

dari permasalahan. Penyederhanaan atau definisi ulang sebuah model 

merupakan bagian yang penting dalam model matematika. 

5. Membandingkan solusi atau hasil yang diperoleh, artinya apakah hasil yang 

diperoleh sesuai dengan asumsi yang dibuat berdasarkan data yang ada 
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2.2 Persamaan Diferensial 

Persamaan yang mengandung turunan dari satu atau lebih fungsi yang tidak 

diketahui (atau variabel tak bebas), masing-masing dengan satu atau lebih variabel 

bebas disebut persamaan diferensial.  

Definisi 2.1 [9] Suatu persamaan diferensial biasa orde n  adalah suatu persamaan 

yang dapat ditulis dalam bentuk 

( ) ( 1)( , , , , )n ny F x y y y −=  (2.1) 

dimana ( ), , , ny y y  semua ditentukan oleh nilai x . 

Persamaan diferensial biasa orde satu biasanya dapat ditulis dalam bentuk 

( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy+ = . (2. 2) 

Dari bentuk umum Persamaan (2.2), dimisalkan 1 2( , ) ( ) ( )M x y f x g y=  dan

2 1( , ) ( ) ( )N x y dy f x g y= , berdasarkan persamaan diferensial orde satu dengan 

peubah terpisah diperoleh penyelesaian umum 

1 1

2 2

f x g y
dx dy C

f x g y
+ =  . (2. 3) 

( ) ( )f x dx g y dy c+ =  . (2. 4) 

Suatu persaman diferensial biasa orde n  dalam satu variabel tak bebas 

dapat ditulis ke dalam bentuk 
( )( , , , , ) 0nF x y y y = . Dimana F adalah fungsi 

bernilai riil dari 2n+  variabel: ( ), , , , nx y y y  ditentukan oleh nilai x . 

Suatu persamaan diferensial biasa orde n  dikatakan linier jika F  linier di 

( ), , , ny y y . Artinya sebuah persamaan orde n  linier jika  

( ) ( 1)

1 1 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0n n

n na x y a x y a x y a x y g x−

−
+ + + + − =  atau  

1

1 1 01
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n n

n nn n

d y d y dy
a x a x a x a x y g x

dx dx dx

−

− −
+ + + + =  

 

(2. 5) 

 

Pada Persamaan (2.5) untuk 1n = linier orde satu dan 2n = linier orde dua. 

2

1 0 2 1 02
( ) ( ) ( ),  dan ( ) ( ) ( ) ( )

dy d y dy
a x a x y g x a x a x a x y g x

dx dx dx
+ = + + =  (2. 6) 
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Sifat-sifat dari persamaan diferensial linier diantaranya adalah: 

a. Variabel terikat y  dan seluruh turunannya 
( ), , , ny y y   yang paling tinggi 

berpangkat satu. 

b. Koefisien 0 1, , , na a a  dari 
( ), , , ny y y  bergantung pada variabel bebas x . 

Persamaan diferensial non linier adalah persamaan diferensial biasa yang 

variabel terikat atau turunannya berderajat lebih dari satu dan atau terdapat 

perkalian antara variabel tak bebas dan turunannya [10]. 

2.3 Analisis Kesetimbangan 

Suatu sistem persamaan diferensial dikatakan stabil jika sistem tersebut 

tidak mengalami perubahan sepanjang waktu (konstan). Analisis kestabilan 

dilakukan untuk mengetahui informasi yang menggambarkan perilaku sistem pada 

titik kesetimbangan. Keadaan setimbang tersebut dikatakan stabil jika semua 

solusi yang dekat dengan titik kesetimbangan menuju titik kesetimbangan 

tersebut. Berikut ini diberikan definisi tentang titik kesetimbangan dan kestabilan: 

Definisi 2.2  (Titik Kesetimbangan) [11]: Misalkan diberikan suatu persamaan 

diferensial autonomus 

0 0( ),  ( )
dx

f x x t x
dt

= = . (2. 7) 

Titik *x  disebut titik kritis jika *( ) 0f x = . Titik tetap *x  merupakan solusi (2.7) 

yang bernilai konstan sebab 0
dx

dt
= , sehingga titik tetap disebut juga titik 

kesetimbangan. Keadaan yang menyebabkan 0
dx

dt
=  disebut dengan keadaan 

setimbang dan titik yang memenuhi disebut titik kesetimbangan. 

Sedangkan kestabilan titik kesetimbangan dapat dijelaskan menggunakan 

definisi berikut: 

Definisi 2.3 (Kestabilan Titik Kesetimbangan) [11]: Misalkan solusi dari 

Persamaan diferensial (2.7) adalah 
0( )x x t= . Titik kesetimbangan 

* * *

1( , , )nx x x=  dikatakan: 
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a. Stabil jika untuk setiap 0   terdapat 0   sedemikian sehingga untuk 

setiap solusi ( )x t  yang memenuhi ‖𝑥(𝑡0) − 𝒙∗‖ < 𝛿 berlaku ‖𝑥(𝑡0) −

𝒙∗‖ < 휀 untuk setiap 0t t . 

b. Stabil asimtotik jika titik ekuilibrium 𝒙∗ nR  stabil dan terdapat bilangan 

0 0   sehingga untuk setiap solusi ( )x t  yang memenuhi ‖𝑥(𝑡0) − 𝒙∗‖ < 𝛿0 

maka berlaku 𝑙𝑖𝑚𝑡→∞𝑥(𝑡) = 𝒙∗. 

c. Tidak stabil jika ekuilibrium 𝒙∗ nR  tak memenuhi (a). 

Selanjutnya untuk mempelajari perilaku dari solusi sistem dilakukan 

penyelidikan terhadap perilaku titik kesetimbangan. Titik kesetimbangan dan 

kestabilannya dapat memberikan informasi mengenali solusi periodik dari 

persamaan diferensial. Berikut diberikan definisi mengenai orbit periodik. 

Pertimbangkan bidang vektor 

( , ),     nx f x t x=   (2. 8) 

dan memetakan 

( ),     nx g x x→   

Definisi 2.4 (Orbit Periodik) [12]: (Bidang Vektor) sebuah solusi dari persamaan 

(2.8) melalui titik 0x  dikatakan periodik dengan periode T  jika terdapat 0T   

sehingga 0 0( , ) ( , )x t t x t T x= + untuk setiap t . Orbit 
0

nx  dikatakan periodik 

dengan periode 0k   jika 
0 0( )kg x x= . 

Dapat dinyatakan bahwa jika solusi dari (2.8) adalah periodik dari periode T 

maka jelas itu adalah periode  nT untuk setiap bilangan bulan 1n  . 

2.4 Linearisasi 

Linearisasi adalah perubahan dari suatu sistem persamaan nonlinier ke 

sistem persamaan linier. Untuk mendapatkan kestabilan titik kesetimbangan pada 

sistem persamaan nonlinier digunakan Matriks Jacobian. 

Definisi 2.4 [13]: Matriks yang berhubungan dengan sebuah fungsi : n nf R R→  

yang memiliki koordinat fungsi 
1 2, , , mf f f  dengan entri ( , )i j  dari 0( )i

j

f
x

x




, 

turunan parsial pertama dari atas daerah asal fungsi f . 
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Matriks : ( )

1 1

1

1

( ) ( )

( )

( ) ( )

n

n n

n

f f
x x

x x

J f x

f f
x x

x x

  
  
 

=  
 
  
   

 (2. 9) 

Dinamakan matriks jacobian dari f  di titik x . Selanjutnya akan dilakukan 

penyelesaian dengan metode linearisasi. Berikut definisi metode linearisasi: 

Definisi 2.5 [14]: Sistem ( )*( )x J f x=  disebut linearisasi sistem (2.9) di 𝒙∗. 

Setelah proses linearisasi dilakukan pada Sistem (2.9) selanjutnya perilaku 

kestabilan di sekitar titik ekuilibrium dapat ditentukan. Kestabilan titik tetap pada 

Sistem (2.9) dapat ditentukan berdasarkan nilai eigen matriks jacobian pada 

metode linearisasi dengan melihat persamaan karakteristik dari matriks Jacobian 

di titik 𝒙∗. Definisi nilai eigen sebagai berikut: 

Definisi 2.6 [14]: Jika 𝑨 adalah suatu matriks n n , maka sebuah vektor tak nol 𝒙 

pada 𝑹𝒏 disebut vektor eigen dari 𝑨 jika 𝑨𝒙 adalah sebuah kelipatan skalar dari 𝒙, 

berlaku: 

𝑨𝒙 = 𝝀𝒙 (2. 10) 

untuk skalar sebarang 𝝀. Skalar 𝝀 disebut nilai eigen dari 𝑨 dan 𝒙 disebut vektor 

eigen yang bersesuaian dengan 𝝀. Untuk menentukan nilai eigen dari matriks 𝑨 

yang berukuran n n , maka Persamaan (2.10) ditulis sebagai berikut: 

𝑨𝒙 = 𝝀𝑰𝒙   

atau secara ekuivalen, 

(𝝀𝑰 − 𝑨)𝒙 = 𝟎   (2. 11) 

dimana I  merupakan matriks identitas. Agar   dapat menjadi nilai eigen, 

Persamaan (2.11) harus terdapat satu solusi tak nol dengan jika dan hanya jika: 

𝐝𝐞𝐭(𝝀𝑰 − 𝑨)𝒙 = 𝟎   (2. 12) 

Persamaan (2.12) disebut persamaan karakteristik matriks 𝑨. 

Dengan memperhatikan nilai-nilai eigen, yaitu 
i , 1,2, ,i n=  yang 

diperoleh dari persamaan karakteristik, dapat diketahui kestabilan titik tetap 𝒙∗. 
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2.5 Model Pertumbuhan Populasi 

2.5.1 Model Pertumbuhan Eksponensial 

Model pertumbuhan eksponensial dikenal dengan model pertumbuhan 

populasi penduduk Malthus. Thomas Malthus (1798) membuat sebuah model 

pertumbuhan penduduk dasar (model pertumbuhan eksponensial) untuk 

mengestimasi populasi yang laju pertumbuhannya konstan. Model eksponensial 

mengatakan bahwa populasi penduduk berkembang tak terbatas sebab faktor 

lingkungan semisal kompetisi dalam memperoleh makanan. Alam bebas 

merupakan tempat pertama dilakukan pengamatan untuk populasi yang tumbuh 

secara eksponensial. Dinamika populasi bisa diaproksimasi menggunakan model 

eksponensial hanya untuk waktu jangka pendek dengan asumsi laju pertumbuhan 

terhadap jumlah populasi berbanding lurus [15]. 

Gambar 2.2 Grafik Pertumbuhan Eksponensial 

Misal jumlah populasi pada saat t  dinyatakan dengan ( )N t , kemudian 

jumlah populasi saat 00t t= =  adalah 0N  yang laju kelahiran dan kematiannya 

konstan b  dan d  serta laju pertumbuhan populasi dinyatakan dengan r , dimana 

k b d= −  maka bentuk model eksponensial dituliskan sebagai berikut:  

( )
( )

dN t
rN t

dt
=  (2. 13) 

Solusi model dari Persamaan (2.13) adalah sebagai berikut: 

0( ) rtN t N e=  (2. 14) 
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Dalam hal ini jika r  bernilai positif artinya populasi akan meningkat secara 

eksponensial sedangkan jika r  bernilai negatif maka populasi akan semakin 

punah. Dari Persamaan (2.14) diperoleh persaman laju intrinsik ( r ) 

0

ln tN

N
r

t
=  

(2. 15) 

2.5.2 Model Pertumbuhan Logistik 

Model logistik diperkenalkan oleh seorang matematikawan dan ahli biologi 

Belanda pada tahun 1836 yaitu Pierre Verhulst. Model tersebut adalah sebuah 

inovasi dari model sebelumnya yaitu model eksponensial (Malthus).  

 
Gambar 2.3 Grafik Pertumbuhan Logistik 

Model logistik melibatkan faktor logistik yaitu faktor ruang hidup  dan 

makanan disebabkan model pertumbuhan alami tidak cukup akurat untuk populasi 

besar dan tempat yang terbatas yang akhirnya menimbulkan kendala disebabkan 

populasi yang padat akan menyebabkan populasi di tempat tersebut berkurang. 

Penggunaan model logistik didasari oleh fakta bahwa besar kecilnya populasi 

bergantung pada kerapatannya, oleh karenanya laju kelahiran dan laju kematian 

tidak konstan. Verhulst mengajukan persamaan logistik sebagai berikut: 

1
dN N

rN
dt K

 
= − 

 
 (2. 16) 
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Solusi khusus Persamaan (2.16) adalah 

0

( 1) 1rt

K
N

K
e

N

−

=

− +

 
(2. 17) 

Keterangan : 

N  = jumlah populasi 

0N  = jumlah populasi awal 0t =  

K  = daya tampung (carrying capacity)  

r  = laju pertumbuhan 

t   = waktu 

Persamaan (2.17) adalah bentuk sederhana dari solusi khusus model logistik yang 

selanjutnya akan dipakai dalam melakukan proyeksi penduduk. 

2.5.3 Model Pertumbuhan Logistik dengan Waktu Tunda 

Persamaan logistik dengan waktu tunda dikenal dengan persamaan 

Hutchinson memiliki bentuk umum sebagai berikut: 

( ) ( )
( ) 1

dN t N t
rN t

dt K

− 
= − 

 
 

(2. 18) 

 

dimana   adalah tundaan waktu yang diasumsikan positif. Titik kesetimbangan 

yang positif untuk Persamaan (2.18) adalah *N K= . Model pada Persamaan 

(2.18) dapat digunakan untuk memodelkan dinamika pertumbuhan populasi ke 

arah tingkat jenuh K dengan laju pertumbuhan intrinsik konstan r . Bentuk 

( )
1

N t

K

− 
− 

 
 pada model menyatakan suatu mekanisme kepadatan populasi 

(penduduk) yang bergantung pada keadaan sebelumnya, di sini diperlukan waktu 

  untuk merespon perubahan kepadatan populasi oleh model (2.18) [16].  
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2.6 MAPE 

Mean Absolute Percentage Error (MAPE) adalah kesalahan rata-rata 

absolut atau rata-rata diferensiasi absolut antara nilai peramalan dan aktual,;yang 

dinyatakan sebagai;presentase nilai;aktual. Pada penelitian ini penggunaan MAPE 

adalah untuk;menilai;kecocokan suatu model dalam proyeksi penduduk. Rumus 

MAPE sebagai berikut: 

1

1
100%

n
t t

t t

Y Y
MAPE

n Y=

−
=   

(2. 19) 

 

dimana : 

tY = Jumlah penduduk sebenarnya 

tY = Jumlah penduduk proyeksi 

n =  Banyaknya data 

Interpertasi nilai MAPE disajikan dalam tabel berikut: 

Tabel 2.1 Interpretasi Nilai Mean Absolute Percentage Error 

Nilai MAPE Interpretasi MAPE 

MAPE 10%  Sangat akurat 

10% MAPE 15%   Sangat baik 

15% MAPE 20%   Baik 

20% MAPE 50%   Masuk akal 

MAPE>50%  Tidak akurat 
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BAB III  

METODE PENELITIAN 

 

Bab ini menjelaskan tahapan-tahapan pada penulisan tugas akhir. Adapun 

tahapan-tahapan tersebut sebagai berikut: 

1. Mempelajari definisi beserta teorema yang dijadikan landasan penelitian. 

Data yang digunakan dalam penelitian ini meliputi data jumlah penduduk 

Kabupaten/Kota se-provinsi Riau tahun 2015-2020. 

2. Mengkontruksikan model eksponensial dan logistik. 

3. Mencari solusi dari 
( )

( )
dN t

rN t
dt

=  dan 1
dN N

rN
dt K

 
= − 

 
 , dengan 

menentukan waktu dan jumlah awal penduduk dan populasi pada tahun 

berikutnya, diasumsikan jika diketahui nilai awal 0t =  adalah 0(0)N N= , 

pada 1t =  adalah 1N  dan 2t =  dan 2N . 

4. Menentukan carrying capacity, laju pertumbuhan r  menggunakan solusi dari 

model persamaan logistik. 

5. Menghitung hasil proyeksi penduduk provinsi Riau menggunakan solusi 

persamaan eksponensial dan logistik, serta membandingkan keakuratan hasil 

perhitungan penduduk menggunakan model eksponensial dan logistik dengan 

membandingkan Mean Absolute Percentage Error (MAPE). 

6. Menentukan proyeksi penduduk menggunakan model pertumbuhan logistik 

yang mendekati data sebenarnya. 

7. Memeriska kestabilan model logistik tanpa waktu tunda dan dengan waktu 

tunda melalui tahapan sebagai berikut: 

a. Mengkontruksi model persamaan logistik tanpa waktu tunda dan dengan 

waktu tunda. 

b. Menentukan titik tetap. 

c. Melakukan linearisasi untuk persamaan logistik waktu tunda. 

d. Menganalisis kestabilan di sekitar titik tetap 

8. Membuat simulasi menggunakan bahasa pemograman MATLAB. 
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BAB V  

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan analisis dan pembahasan yang telah dilakukan dari penelitian 

ini dapat ditarik kesimpulan sebagai berikut: 

1. Hasil perhitungan proyeksi penduduk menggunakan model eskponensial dan 

model logistik menghasilkan 5 model sesuai dengan laju intrinsik ( )r  yang 

berbeda-beda untuk setiap modelnya. Setelah dilakukan analisis galat model, 

disimpulkan bahwa Model Eksponensial IV dengan bentuk persamaan 

(0,02357)6.344.402 tN e=  sebagai model terbaik dengan galat atau nilai MAPE 

terkecil yaitu sebesar 1,9845, dan Model Logistik IV dengan bentuk persamaan 

(0,04582)1,16088) 1

13.709.495,15

( te
N

−
=

+
 sebagai model terbaik dengan galat sebesar 

1,91629. Dari kedua model eksponensial dan logistik yang terbaik, diperoleh 

proyeksi penduduk Provinsi Riau pada tahun 2030 adalah sebesar 9.035.153 

jiwa menggunakan Model Eksponensial IV, sedangkan dengan model logistik 

IV sebesar 8.656.294 jiwa. Hampir semua hasil perhitungan estimasi penduduk 

provinsi Riau menggunakan model logistik mendekati data yang sebenarnya. 

Sehingga dapat disimpulkan model logistik adalah model yang lebih tepat 

digunakan untuk memproyeksi jumlah penduduk provinsi Riau. 

2. Analisis kestabilan model logistik mempunyai 2 titik tetap yaitu * 0N =  dan  

*N K= . Titik tetap * 0N =  merupakan titik kesetimbangan stabil. Sedangkan  

*N K=  bersifat stabil asimptotik. Titik tetap *N K=  dibahas untuk kasus 

adanya keterlambatan atau penundaan. Disimpulkan bahwa untuk jumlah 

populasi yang sama dengan carrying capacity ( *N K= ) keadaan setimbangnya 

stabil untuk 
2r


  , tidak stabil untuk  

2r


  , sedangkan untuk 

2r


 =  terjadi 

bifurkasi. Secara umum semakin besar waktu tunda dalam pertumbuhan 

populasi menyebabkan ketidakstabilan pada pertumbuhan, dalam hal ini terjadi 
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ledakan populasi dan juga populasi dapat berkurang hingga akhirnya 

mengalami kepunahan. 

3. Simulasi numerik menunjukkan kesimpulan yang sama dengan hasil analisis. 

5.2 Saran 

Pada penelitian ini proyeksi penduduk dilakukan dengan menggunakan 

model eksponensial dan logistik, oleh karena itu pembaca dapat melanjutkan 

menggunakan model matematika lain serta mengkaji lebih dalam mengenai 

bifurkasi pada kasus model logistik dengan waktu tunda 
2r


 = . Semoga 

penelitian ini dapat menambah wawasan bagi penulis maupun pembaca.  
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LAMPIRAN 1  

DATA PENDUDUK  

Data jumlah Penduduk Provinsi Riau 2015 – 2020 

Kabupaten/Kota 
Penduduk Kabupaten/Kota (Jiwa) 

2015 2016 2017 2018 2019 2020 

Kuantan Singingi 314.276 317.935 321.216 324.413 327.316 334.943 

Indragiri Hulu 409.431 417.733 425.897 433.934 441.789 444.548 

Indragiri Hilir 703.734 713.034 722.234 731.396 740.598 654.909 

Pelalawan 396.990 417.498 438.788 460.780 483.622 390.046 

Siak 440.841 453.052 465.414 477.670 489.996 457.940 

Kampar 793.005 812.702 832.387 851.837 871.117 841.332 

Rokan Hulu 592.278 616.466 641.208 666.410 692.120 561.385 

Bengkalis 543.987 551.683 559.081 566.228 573.003 565.569 

Rokan Hilir 644.680 662.242 679.663 697.218 714.497 637.161 

Kepulauan Meranti 181.095 182.152 183.297 184.372 185.516 206.116 

Pekanbaru 1.038.118 1.064.566 1.091.088 1.117.359 1.143.359 983.356 

Dumai 285.967 291.908 297.638 303.292 308.812 316.782 

RIAU 6.344.402 6.500.971 6.657.911 6.814.909 6.971.745 6.394.087 

 Sumber : Badan Pusat Statistik Provinsi Riau (bps.go.id) 

.  

  

https://riau.bps.go.id/indicator/12/32/1/penduduk-kabupaten-kota.html
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LAMPIRAN 2  

SOURCE CODE PROGRAM MATLAB 

Program Model Pertumbuhan Eksponensial 

 

 

 

 

 

 

Program Model Pertumbuhan Logistik 

function dxdt=logistik(x,t) 
t=0:50; 
x=1; 
[t,x]=ode45(@logistik,t,[x]); 

  

plot(t,x(:,1)); 
grid on 
xlabel('t(time)'); 
ylabel('nilai awal'); 
legend('N(0)=1'); 

  
function dxdt=logistik(t,x) 
dxdt_1=0.5*x(1)*(1-(x(1)/20)); 

  
dxdt=[dxdt_1]; 
end 
end 

 

Model persamaan logistik dengan 𝑵(𝟎) = 𝟔. 𝟑𝟒𝟒. 𝟒𝟎𝟐, 𝑲 = 𝟏𝟑. 𝟕𝟎𝟗. 𝟒𝟗𝟓, 𝟏𝟓 dan 

𝒓 = 𝟎, 𝟎𝟒𝟓𝟖𝟔 

function dxdt=logistik(x,t) 
t=0:300; 
x=6344402; 
[t,x]=ode45(@logistik,t,[x]); 
plot(t,x(:,1)); 
grid on 
xlabel('t(time)'); 
ylabel('nilai awal'); 
legend('N(0)=1'); 
function dxdt=logistik(t,x) 
dxdt_1=0.04586*x(1)*(1-(x(1)/13709495.15)); 
dxdt=[dxdt_1]; 
end 
end 

 



 

49 
 

Program Model Logistik dengan Waktu Tunda 
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