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ABSTRAK 

 
Penelitian ini bertujuan untuk menentukan bentuk umum invers Matriks Hankel berbentuk khusus 

            dengan menggunakan metode Adjoin. Invers matriks ditentukan dengan 

mendapatkan bentuk umum determinan Matriks Hankel bentuk khusus dengan memperhatikan 

pola determinan matriks    sampai    dan dibuktikan dengan induksi matematika. Selanjutnya, 

mendapatkan bentuk umum matriks kofaktor Matriks Hankel bentuk khusus dengan memperhatika 

pola matriks kofaktor    sampai    dan dibuktikan dengan pembuktian langsung. Lebih lanjut 

bentuk umum dipresentasikan dengan menggunakan beberapa contoh untuk masing-masing rumus 

umum. 
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ABSTRACT 

 

This study aims to determine the general form of the special inverse Hankel Matrix       
      using the Adjoin method. The inverse of the matrix is determined by obtaining the general 

form of the determinants of the Hankel Matrix of special forms by observing the pattern of the 

determinants of the matrices    to    and proved by mathematical induction. Furthermore, to 

obtain the general form of the cofactor matrix, Hankel's matrix of special form by observing the 

pattern of the cofactor matrix    to    and proven by direct proof. Further general forms are 

presented using several examples for each general formula. 
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BAB I  

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar  Belakang 

Invers suatu matriksi adalah satui darii pembahasan untuk menyelesaikan 

permasalahan sistem persamaan linear. Matriks dikatakan memliki invers apabila 

determinannya tidak nol [1]. Maka terdapat beberapa masalah yang timbul dalam 

menentukaan invers matriks yaitu salah satunya menentukan invers matriks yang 

berukuran besar. Semakin besar ukuran matriks maka dibutuhkan waktu yang 

relatif lama dalam menentukan invers suatu matriks tersebut. Oleh karena itu 

rumus yang tepat sangat diperlukan dalam mencari invers suatu matriks [2]. 

Ada beberapa jenis matriks diantaranya adalah matriks Hankel. Penelitian 

[3] menyajikan evaluasii determinani Hankeli darii urutan faktoriali umum. Metodei 

yangi digunakani untuk penelitian tersebut adalah metode Ekponensial Array, 

Roirdan, Polinomial Euler, dan Polinomial Eksponensial. 

Penelitian yang membahas tentang invers matriks sudah banyak dilakukan, 

diantaranya [4] di tahun 2014 membahas tentang invers suatu matriksi toeplitzi    

dengan diagonal nol dan selainnya    . Penelitian ini menggunakan metode 

Adjoin untuk menentukan invers matriksnya. Bentuk umum yangi digunakani 

yaitu: 
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dengan hasil yangi diperoleh yaitu bentuk umum invers matriks Toeplitz    adalah 
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    merupakan entri yang beradai dii barisi ke-  dani kolomi ke- . 

Tahun 2018 [5] melakukan penelitian yang merumuskani bentuki umumi 

inversi darii suatu matriksi Hankel     untuk setiap     dengan menggunakan 
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bentuk khusus seperti berikut:     
 

        
  dengani     {     }. Hasil dari 

penelitian tersebut yaitu terdapat rumus eksplisit untuk invers untuk matriks 

Hankel sehingga bentuk umum invers yang diperoleh adalah: 

                       (
   
   

) (
     

 
) ∑ (
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untuk setiap    . 

Selanjutnya pada tahun yang sama [2] membahasi tentangi menentukan 

determinani suatu matriksi          bentuki khususi menggunakan ekspansi 

kofaktor. Pada penelitiannya disebutkan bahwa matriks          merupakan 

jenis matriks circulant tipe baru. Bentuk umum dari matriks          yang 

digunakan yaitu: 
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Sehingga hasil yang diperoleh dari penelitian ini adalah: 

|  |                           

Tahun 2019 [1] membahas mengenai inversi matriksi taki negatifi    

menggunakani metodei Adjoin. Tujuan penelitian [1] untuk menemukan bentuk 

umumi matriksi kofaktori dani inversi darii matriksi taki negatifi ordei genapi dani ganjil. 

Adapun bentuk umum dalam penelitian ini sebagai berikut. 

 

 

 

 

1. Matriks tak negatif berorde genap 
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2. Matriksi taki negatifi berorde ganjil 
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Sehingga hasil yang didapatkan untuk invers matriks tak negatif    dengan: 

a. Kolom ganjil 
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Selanjutnya, ditahun yang sama [6] melakukan penelitian yang membahas 

tentang invers matriks blok     dari suatu matriks berbentuk khusus 

menggunakan komplemen schur yang memiliki dua submatriks yang invertible.  

 

Bentuk umum yang digunakan seperti berikut: 
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sehingga diperoleh inversi matriksi blok     dalami aplikasii matriksi         , 

yaitu: 
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Tahun 2021 [7] membahas tentang menentukan bentuki umumi perpangkatan 

dani determinani matriksi Hankeli berpangkati bilangani bulati positifi dengan bentuk 

khusus ordo    . Bentuk umum yang digunakan yaitu: 
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, dengan Ra  

Adapun hasil yang diperoleh menunjukkan bentuk umum determinan matriks 

Hankel sebagai berikut: 

|  |                

Penelitian-penelitian terkait tentang invers matriks dapat dilihat pada artikel [11], 

[12], [13]. Sedangkan penelitian yang terkait tentang determinan matriks dapat 

dilihat pada artikel [14] dan [15]. 

Berdasarkan uraian di atas maka penulis ingin melaksanakan penelitian 

terhadap matriks Hankel yang berjudul “Invers Matriks Hankel Bentuk Khusus 

Ordo             Menggunakan Metode Adjoin”. Dengan bentu khusus 

matriks Hankel nya berukuran             dimana    dan elemen 
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didiagonal sekundernya berupa   sedangkan elemen selainnya berupa nol atau 

dapat ditulis seperti berikut: 
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a

a
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, dengan Ra  (1.2) 

1.2 Rumusani Masalah 

Dari latar ibelakang iyang telahi disampaikan, didapatkan suatu rumusani 

masalahi padai tugasi akhiri yaitu bagaimanai bentuki umumi dari invers matriksi 

Hankel bentuk khusus ordo             menggunakan metode Adjoin 

seperti pada Persamaan (1.2). 

1.3 Batasani Masalah 

Batasani masalahi padai pada tugasi inii yaitu matriks Hankel bentuk khusus 

ordo             menggunakan metode Adjoin seperti pada Persamaan  

(1.2). 

1.4 Tujuani Penelitian 

Tujuan dari penelitian ini yaitu untuk memperoleh bentuk umum invers 

matriks Hankel bentuk khusus ordo             dengan menggunakan 

metode Adjoin seperti pada Persamaan (1.2). 

1.5 Manfaati Penelitian  

Dari rumusan masalah dan tujuan penelitian yang telah disampaikan 

penelitian ini memiliki manfaat sebagai berikut: 

1. Bagii Penulis 

Penulis dapat memperdalam pemahaman serta mengembangkan kajian ilmu 

yang telah didapatkan pada perkuliahan sehingga dapat mengkaji suatu 

permsalahan aljabar linear terkhusus dalam menyelesaikan invers matriks 

Hankel bentuk khusus ordo             pada Persamaan (1.2). 
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2. Bagi Pembaca  

Penulis berharap penelitian ini membantu pembaca untuk menentukan invers 

matriks Hankel bentuk khusus ordo             pada Persamaan (1.2) 

dengan lebih efisien dan juga dapat menjadi referensi penelitian selanjutnya. 

1.6 Sistematikai Penulisan 

Sistematikai penulisani pada proposali tugasi akhiri inii mencakup tiga bab, 

yaitu: 

BAB I PENDAHULUAN 

Bab ini berisi tentang latar belakang, rumusan masalah, batasan 

masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, dan sistematika 

penulisan. 

BAB II LANDASAN TEORI 

Bab ini berisi tentang teori yang dijasikan dasar penulisan tugas akhir 

ini diantaranya tentang matriks Hankel, determinan matriks, invers 

matriks, dan induksi matematika. 

BAB III METODOLOGI PENELITIAN 

Babi inii menjabarkan tentang proses ataupun langkah penulisan agar 

dapat menemukan bentuki umumi inversi matriksi Hankel bentuki khususi 

ordo             padai Persamaani (1.2) dengan menggunakan 

metode Adjoin. 

BAB IV PEMBAHASAN 

Bab ini berisi tentang tahapan-tahapan dilakukan oleh penulis untuk 

mendapatkan hasil seperti yang disampaikan pada rumusan masalah. 

BAB V PENUTUP 

Bab ini berisi kesimpulan dan saran dari hasil penelitian yang 

dilakukan oleh penulis. 
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BAB II  

LANDASAN TEORI 

 

2.1 Matriks 

Matriks merupakan kumpulan dari beberapa bilangan yang tersususn 

berdasarkan baris dan kolom dalam bentuk persegi atau persegi panjang serta 

diapit oleh tanda kurung [8]. 

Definisi 2.1 [9] Matriks adalah susunan dari bilangan-bilangan yang dibatasi 

dengan tanda kurung biasa     atau kurung siku     yang berbentuk persegi panjang 

dan disusun menurut baris dan kolom. Bilangan-bilangan yang menyusun baris 

dan kolom dari suatu matriks disebut elemen-elemen matriks. 

Bentuk umum sebuah matriks adalah: 
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







321

3333231

2232221

1131211

 atau    ija   

dengan indeks pertama yaitu    1,2, ,  menyatakan baris ke-  dan indeks kedua 

yaitu     1,2, ,  menyatakan kolom ke- .  

Definisi 2.2 [10] Jika   adalah matriks    , maka transpos dari   dinyatakan 

dengan   , didefinisikan sebagai matriks     yang didapatkan dengan 

mempertukarkan baris-baris dan kolom-kolom dari   sehingga kolom pertama 

dari    adalah baris pertama dari  , kolom kedua dari    adalah baris kedua dari 

 , dan seterusnya. 

             

Selanjutnya, akan dijelaskan tentang matriks simetris seperti Definisi 2.3 berikut: 

Definisi 2.3 [10] Suatu matriks bujursangkar   dikatakan simetris jika     . 
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Contoh 2.1 

Diberikan    

















710

100

004

, tunjukkan bahwa matriks disamping merupakan 

matriks simetris.   

Maka  

   

















710

100

004

    

sehingga    disebut matriks simetris.  

2.2 Matriks Hankel 

Matriks Hankel akan dijelaskan seperti Definisi 2.4 seperti berikut: 

Definisi 2.4 [3] Matriks Hankel ke-  dari barisan   {  }    adalah matriks 

            yang entri       adalah     . 

Matriks Hankel adalah matriks yang semua elemen di sepanjang diagonal     

konstan, artinya setiap kemiringan diagonal dari kanan ke kiri adalah konstan. 

Secara umum, bentuk matriks  Hankel sebagai berikut: 

 

   





























nnnn

n

n

n

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

221

2432

1321

210











 

Matriks Hankel adalah matriks simetris. 

Contoh 2.2 

Diberikan Matriks Hankel dengan ordo     sebagai berikut: 

  



















5403

4031

0317

3172
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Dapat dilihat bahwa matriks   memiliki semua elemen disepanjang diagonal     

konstan, sesuai dengan Definsi 2.4 maka matriks   disebut matriks Hankel. 

2.3 Penjumlahan dan Pengurangan Matriks 

Terdapat beberapa operasi matriks diantaranya penjumlahan dan 

pengurangan matriks yang akan dijelaskan seperti berikut:  

Definisi 2.5 [10] Jika   dan   adalah matriks-matriks dengan ukuran yang sama, 

maka jumlah     adalah matriks yang diperoleh dengan menjumlahkan entri-

entri pada   dengan entri-entri yang bersesuaian pada   dan selisih     adalah 

matriks yang diperoleh dengan mengurangkan entri-entri pada   dengan entri-

entri yang bersesuaian pada  . Matriks dengan ukuran yang berbeda tidak dapat 

dijumlahkan atau dikurangkan. 

          

























mnmnmmmm

nn

nn

bababa

bababa

bababa









2211

222222121

1112121111

 

          

























mnmnmmmm

nn

nn

bababa

bababa

bababa









2211

2222222121

1112121111

 

Dalam notasi matriks,   * ija + dan   * ijb + memiliki ukuran yang sama, 

maka                             dan                     

       . 

Contoh 2.3  

Diberikan matriks   

















 205

342

113

 dan   

















421

105

370

, tunjukkan kedua 

mtariks tersebut menggunakan operasi matriks yaitu penjumlahan matriks dan 

pengurangan matriks.  

 



10 

 

 

Maka 

    

















226

447

483

 dan     























624

243

263

. 

2.4 Perkalian Matriks  

Berikut akan dijelaskan tentang perkalian skalar pada matriks seperti 

berikut: 

Definisi 2.6 [10] Jika   adalah sebarang matriks dan   adalah sebarang skalar, 

maka hasil perkalian    adalah suatu matriks yang diperolehi dari perkalian setiap 

entri dari   dengan  . Matriks    disebut perkalian skalar dari  . Jika   [   ], 

maka                   . 

Contoh 2.4  

Jika terdapat matriks    

















014

233

712

 dengan skalar    , tunjukkan perkalian 

matriks dengan menggunakan Definisi 2.6. 

Maka  

   

















028

466

1424

 

Dalam perkalian matriks terdapat cara dalam menyelesaikannya perkaliannya 

seperti pada Definisi 2.7 berikut: 

Definisi 2.7 [10] Jika   adalah matriks berukuran     dan   adalahh matriks 

berukuran     maka hasilkali (product)    adalah matriks berukuran     

yang entri-entrinya ditentukan sebagai berikut. Untuk mencari entri pada baris   

dan kolom   dari   , pisahkanlah baris   dari matriks   dan kolom   dari matriks 

 . Kalikan entri-entri yang bersesuaian dari baris dan kolom tersebut dan 

kemudian jumlahkan hasil yang diperoleh. 



11 

 

   















































rnrjrr

nj

nj

mrmm

irii

r

r

bbbb

bbbb

bbbb

aaa

aaa

aaa

aaa





















21

222221

111211

21

21

22221

11211

 

  























mnr

ij

r

cc

c

cc











1

111

 

dengan 

                           

                           

                                                 

                           

                                                 

                           

Contoh 2.5  

Diberikan matriks   

















212

321

231

 dan   

















3

1

2

, tunjukkan perkalian matriks 

dengan menggunakan Definisi 2.7.  

Maka  

   

















212

321

231

















3

1

2

 























321122

331221

321321

 

















11

13

11
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2.5 Determinan Matriks  

Misalkan   adalah matriks bujur sangkar.         atau | | adalah symbol 

dari fungsi determinan yang diperoleh dari semua hasil kali elementeri bertanda 

dari  . Hasil         disebut sebagai determinan dari   [10]. 

Definisi 2.8 [10] Jika   adalah matriks persegi, maka minor dari  entri     

dinotasikan oleh     dan didefiniskan menjadi determinan dari sub-matriks yang 

tetap setelah baris ke-  dan kolom ke-  dihapus dari  . Bilangan            

dinotasikan oleh      dan disebutkan kofaktor dari entri    . 

Contoh 2.6  

Diberikan   















 

841

652

413

, tunjukkan minor dan kofaktor dari matriks  . 

maka minor dari entri     adalah 

    

841

652

413 

 
84

65
  16  

dan kofaktor dari     adalah 

                   16 

Berikut penjelasan tentang ekspansi kofaktor dalam determinan seperti pada 

Definisi 2.9 berikut: 

Definisi 2.9 [10] Jika   adalah matriks berukuran    , maka bilangan yang 

dihasilkan dari perkalian entri-entri disetiap baris atau kolom   oleh kofaktor 

yang bersesuaian lalu menjumlahkan hasil perkaliann tersebut dikatakan 

determinan  . Jumlah-jumlah dari keseluruhannya disebut ekspansi kofaktor dari 

  yang dituliskan sebagai berikut: 

ekspansi kofaktor sepanjang kolom ke- : 

                              

ekspansi kofaktor sepanjang baris ke- : 
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Contoh 2.7 

Diberikan   





















245

342

013

 makamdeterminan dariiiimatrikss idengan 

ekspansiiikofaktor sepanjanggbaris pertamaaadalah 

       

245

342

013



  
45

42
0

25

32
1

24

34
3












 

  10)11)(1()4(3   

Teorema 2.1 [10] Misalkan   adalah suatu matriks bujur sangkar. Jika   

memiliki satu baris atau satu kolom bilangan nol, maka | |   . 

Contoh 2.8 

Akannditentukan determinanndari matriksii   iidengan 

   

















124

000

223

 

Berdasarkan Teorema 2.1 Maka |  |   0 

2.6 Invers Matriks 

Definisi 2.10 [10] Jika   adalah matriks bujur sangkar, dan jika terdapat matriks 

  yang berukuran sama sedemikian rupa sehingga        , maka   disebut 

dapat dibalik dan   disebut sebagai invers dari  . 

Determinan matriks   dapat menjadi acuan untuk melihat apakah matriks 

tersebut mempunyai invers atau tidak. Jika          0 artinya matriks   memiliki 

invers. 

Definisi 2.11 [10] Jika   adalah matriks     sebarang dan     adalah kofaktor 

dari     maka matriks 
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

















nnnn

n

n

CCC

CCC

CCC









21

22221

11211

 

disebut matriks kofaktor dari  . Transpose dari matriks ini disebut adjoin dari   

dan dinyatakan sebagai       . 

Invers matriks   adalah  

    
 

| |
       

 

| |



















nnnn

n

n

CCC

CCC

CCC









21

22221

11211

 (2.1) 

Contoh 2.8 

Diberikan matriks   

















423

512

824

, tunjukkan invers dari matriks  . 

Penyelesaian 

Dengan menggunakan Persamaan 2.1 sehingga diawali dengan menentukan 

        seperti berikut: 

       

423

512

824

23

12
8

43

52
2

42

51
4   

  2)1(8)7(2)6(4   

Kemudian menentukan adjoin dengan mencari terlebih dahulu minor kofaktornya. 

6
42

51
11 C   )7(

43

52
12 C

 

1
23

12
13 C  

)8(
42

82
21 C

 

8
43

84
22 C

  

2
23

24
23 C  

2
51

82
31 C

  

4
52

84
32 C

  

0
12

24
33 C  
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Sehingga diperoleh        sebagai berikut: 

       























021

487

286

 

Maka Invers matriks dari   adalah: 

    
 

       
       

2

1
























021

487

286

 

[
 
 
 
 

     
  

 
  

  

 
  ]

 
 
 
 

 

2.7 Induksi Matematika 

Salah satu pembuktian yang digunakan dalam penelitian ini adalah induksi 

matematika. Induksi matematika digunakan untuk membuktikan determinan 

matriks yang akan dijelaskan pada Definisi 2.12 berikut: 

Definisi 2.12 [11] Misalkan      adalah pernyataan perihal bilangan bulat positif 

dan akan dibuktikan bahwa      benar untuk semua bilangan bulat positif  .  

Untuk membuktikan pernyataan ini, kita hanya perlu menunjukan bahwa: 

1.      benar. 

2. Untuk semua bilangan bulat positif    , jika      benar maka        

juga benar. 

Langkah 1 dinamakan basis induksi. Langkah 2 dinamakan langkah induksi. 

Asumsi jika      benar dinamakan hipotesis induksi. Langkah induksi berisi 

asumsi (andaian) yang menyatakan bahwa      benar dan akan dibuktikan 

bahwa        juga benar. Setelah menunjukkan langkah tersebut benar maka 

terbukti sudah jika      benar untuk semua bilangan bulat positif  . 

Contoh 2.9 

Buktikanlah bahwa                   untukssemua bilangannbulat 

   . 

Penyelesaian: 

1. Basis induksi: akan ditunjukkan bahwa      benar.  
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2. Langkah Induksi: Jika     benar. Akan dibuktikan untuk        juga 

benar.Maka akan ditunjukkan bahwa: 

                              

                                 

                    

                  

Karena langkah pertama dan kedua telah terbukti benar untuk seluruh bilangan 

bulat positif   dengan    . 
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BAB III  

METODE PENELITIAN 

 

3.1 Jenis Penelitian 

Jenis penelitian yang digunakan dalam tugas akhir ini adalah metode studi 

literatur seperti buku, artikel, skripsi yang berkaitan dengan penelitian ini. 

3.2 Prosedur Penelitian 

Pada penelitian ini terdapat beberapa prosedur yaitu sebagai berikut: 

1. Berdasarkan Persamaan (1.2) akan diberikan Matriks Hankel bentuk khusus 

ordo            . 

2. Menentukan determinan Matriks Hankel bentuk khusus matriks    sampai 

   menggunakannekspansi ikofaktor. 

3. Menduga bentuk umum determinan Matriks Hankel bentuk khusus ordo 

           . 

4. Membuktikan bentuk umum determinan Matriks Hankel ordo       

      menggunakan induksi matematika. 

5. Menentukan matriks kofaktor Matriks Hankel bentuk khusus matriks    

sampai    untuk mendapatkan invers Matriks Hankel. 

6. Menduga bentuk umum matriks kofaktor dari Matriks Hankel bentuk 

khusus ordo            . 

7. Membuktikan bentuk umum matriks kofaktor Matriks Hankel bentuk 

khusus ordo             menggunakan pembuktian langsung. 

8. Mendapatkan bentuk umum invers Matriks Hankel bentuk khusus ordo 

            menggunakan metode Adjoin. 

9. Diberikan beberapa contoh soal untuk menerapkan bentuk umum 

determinan, matriks kofaktor, dan invers dalam matriks Hankel. 
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BAB V  

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan uraian dan pembahasan pada bab-bab sebelumnya dapat 

diperoleh beberapa kesimpulan sebagai berikut: 

1. Bentuk umum determinan suatu Matriks Hankel bentuk khusus ordo    

         pada Persamaan (1.2) seperti berikut: 

  |    |      
 

      untuk   genap 

 |    |      
   

      untuk   ganjil 

2. Bentuk umum matriks kofaktor suatu Matriks Hankel bentuk khusus ordo 

            pada Persamaan (1.2) seperti berikut:  

      

 

 

 

 

 

  













































n

n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n
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a

a

a

a

a

2

2
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2

2

2

2

2

)1(00001

000010

000100

001000

010000

100000















 untuk   genap  

      

 

 

 

 

 

    























































n
n

n
n

n
n

n
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n
n

n
n

n
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a
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1
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1

100001
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000100

001000

010000
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


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





 untuk   ganjil   
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3. Bentuk umum invers Matriks Hankel bentuk khusus ordo             

pada Persamaan (1.2) seperti berikut: 

      
   








































aa

a

a

a

a

a

1
0000

1

0000
1

0

000
1

00

00
1

000

0
1

0000

1
00000















 

5.2 Saran 

Bagi pembaca yang tertariks dengan topik pembahasan ini dapat melanjutkan 

pembahasan tentang invers Matriks Hankel dengan bentuk khusus yang lain atau 

dengan metode yang lain. Hal lain yang perlu diperhatikan adalah ordo Matriks 

Hankel berbeda dengan matriks biasa sehingga perlu ketelitian dalam 

pengerjaannya. 
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