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ABSTRAK 

Metode transformasi diferensial merupakan salah satu metode yang digunakan untuk 

menyelesaikan persamaan diferensial tak linear dalam bentuk deret. Penyelesaian dengan metode 

ini dilakukan dengan mentransformasi persamaan menggunakan sifat-sifat metode transformasi 

diferensial  yang sesuai. Pada Tugas Akhir akan dibahas cara menentukan penyelesaian persamaan 

diferensial Abelian jenis pertama menggunakan metode transformasi diferensial. Pada persamaan 

diferensial Abelian jenis pertama ini tidak mudah untuk menentukan penyelesaian eksplisitnya. 

Maka diberikan simulasi numerik untuk menunjukkan gambaran pola deret yang dibentuk dengan 

menggunakan dua contoh dan nilai-nilai penyelesaian hampiran  yang  di plot dalam bentuk grafik. 

Selanjutnya solusi hampiran yang dihasilkan metode transformasi diferensial dibandingkan dengan 

runge kutta orde empat. Dalam penelitian ini penulis mendapatkan hasil dengan cara manual dan 

dengan menggunakan software gnuplot. Hasil kajian menunjukkan bahwa metode transformasi 

diferensial dapat menyelesaikan persamaan diferensial Abelian jenis pertama.  

Kata Kunci: Metode transformasi diferensial, persamaan diferensial Abelian jenis pertama, 

simulasi numerik. 
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ABSTRACT 
The differential transformation method is one of the methods used to solve nonlinear differential 

equations in the form of a series. The solution with this method is done by transforming the 

equation using the appropriate properties of the differential transformation method. In this final 

project, we will discuss how to determine the solution of the first type of Abelian differential 

equation using the differential transformation method. In this first type of Abelian differential 

equation it is not easy to determine the explicit solution. Then a numerical simulation is given to 

show the description of the pattern of the series formed by using two examples and the 

approximate completion values which are plotted in graphical form. Furthermore, the 

approximate solution produced by the differential transformation method is compared with the 

fourth-order runge kutta. In this study the authors get the results manually and by using the 

gnuplot software. The results of the study show that the differential transformation method can 

solve the first type of Abelian differential equations. 

Keywords: Differential transform method, the firs kind Abelian differential equations, numerical 

solution. 
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BAB I 

   PENDAHULUAN 

   

1.1 Latar Belakang 

Persamaan diferensial merupakan salah satu bagian dari matematika yang 

sangat erat hubungannya dengan kehidupan sehari-hari. Banyak masalah dalam 

bidang teknik, kesehatan, dan ilmu pengetahuan alam yang dapat dimodelkan 

dalam bentuk persamaan diferensial. Model dalam bentuk persamaan diferensial 

sering muncul pada berbagai masalah, seperti pendeteksian karya seni, persentase 

peningkatan kelompok ikan hiu di laut Mediterania, mendiagnosis diabetes dan 

laju pertumbuhan populasi. 

Beberapa metode penyelesaian persamaan diferensial muncul dengan 

mengaitkan bentuk-bentuk deret pangkat atau polinomial. Semi analitik 

merupakan penyelesaian numerik dalam bentuk deret pangkat atau polinomial. 

Beberapa peneliti menggunakan dan mengimplementasikan metode semi analitik 

untuk menyelesaikan persoalan persamaan diferensial baik elementer maupun 

parsial, seperti penelitian pada metode transformasi diferensial [1], metode 

dekomposisi Adomian  [2], metode dekomposisi Adomian Laplace  [3], metode 

pertubasi homotopi transformasi Elzaki [4], metode analisa homotopi, [5]  metode 

iterasi variasi [6]. 

Metode yang dapat digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial 

adalah metode transformasi. Transformasi adalah formula matematis yang 

digunakan untuk mengubah pesamaan matematika dari suatu bentuk ke bentuk 

yang lain. Transformasi diperlukan sebagai alat bantu untuk memecahkan 

berbagai persoalan matematika yang rumit. Pada tahun 1986 Zhou 

memperkenalkan suatu metode yaitu metode transformasi diferensial. Berbagai 

penelitian diketahui menggunakan metode ini yang membahas penyelesaian untuk 

persamaan diferensial riccati orde satu dan orde dua [7] dan penyelesaian untuk 

persamaan Lotka-Volterra [8]. 
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Pada penelitian ini, penulis menggunakan metode transformasi diferensial 

(differential transformation method atau DTM) untuk menyelesaikan persamaan 

diferensial Abelian jenis pertama dengan koefisien konstanta. Solusi hampiran 

yang dihasilkan DTM dibandingkan dengan metode Runge Kutta Orde Empat 

(RK-4).  

Berdasarkan latar belakang dan penelitian yang telah dilakukan oleh 

beberapa peneliti mengenai persamaan diferensial maka penulis tertarik untuk 

mengambil judul “Penyelesaian Persamaan Diferensial Abelian Menggunakan 

Metode Transformasi Diferensial”. 

1.2 Rumusan Masalah 

Perumusan masalah pada tugas akhir ini adalah sebagai berikut: 

a. Bagaimana menentukan penyelesaian persamaan diferensial Abelian 

jenis pertama dengan koefisien konstanta  menggunakan metode 

transformasi diferensial ? 

b. Bagaimana perbandingan dari penyelesaian persamaan diferensial 

Abelian jenis pertama dengan koefisien konstanta  menggunakan 

metode transformasi diferensial  dan metode Runge Kutta Orde Empat?     

1.3 Batasan Masalah 

 Batasan masalah pada penelitian ini yaitu hanya menggunakan persamaan 

diferensial Abelian jenis pertama dengan koefisien konstanta  dan metode 

transformasi diferensial.  

1.4 Tujuan Penelitian 

Tujuan dari penelitian tugas akhir ini adalah sebagai berikut: 

a. Menentukan penyelesaian persamaan diferensial Abelian jenis 

pertama dengan koefisien konstanta  menggunakan metode 

transformasi diferensial.  

b. Menentukan perbandingan dari penyelesaian persamaan diferensial 

Abelian jenis pertama dengan koefisien konstanta  menggunakan 

metode transformasi diferensial  dan metode Runge Kutta Orde 

Empat. 
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1.5 Manfaat Penelitian 

Manfaat penelitian tugas akhir ini adalah sebagai berikut: 

a. Memberikan konstribusi terhadap perkembangan teori-teori matematika 

khususnya dalam bidang metode nemurik. 

b. Memberikan metode baru untuk menentukan solusi dari persamaan 

diferensial Abelian jenis pertama dengan koefisien konstanta. 

c. Sebagai referensi untuk mengembangkan metode lainnya. 

1.6 Sistematika Penulisan 

Sistematika pada penulisan tugas akhir ini, adalah sebagai berikut: 

BAB I   PENDAHULUAN 

Bab ini berisi tentang landasan pengambilan ide penelitian yang 

akan dijelaskan melalui latar belakang, rumusan masalah, batasan 

masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian dan sistematika 

penulisan. 

BAB II  LANDASAN TEORI 

Bab ini berisi tentang teori dasar mengenai hal-hal yang dapat 

digunakan sebagai acuan dan landasan untuk mengembangkan 

penelitian ini. Konsep dan teori terkait perlu dijelaskan, seperti: 

persamaan diferensial biasa, persamaan diferensial Abelian dan 

metode transformasi diferensial. 

BAB III METODE PENELITIAN 

Bab ini berisi tahapan-tahapan yang dilakukan penulis untuk 

mencapai tujuan penelitian mulai dari metode penelitian, teknik 

penggalian data sampai tahapan penelitian. 

BAB IV PEMBAHASAN 

Dalam bab ini membahas tentang pemaparan cara-cara dalam       

penyelesaian dan hasil penelitian. 

BAB V  PENUTUP 

Dalam bab ini membahas kesimpulan dan saran yang diperoleh dari 

penelitian yang telah dilakukan. 
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BAB II  

  LANDASAN TEORI 

 

Landasan teori dalam penelitian ini memuat landasan teori atau dasar-dasar 

yang digunakan dalam tugas akhir, diantaranya yaitu persamaan diferensial biasa, 

persamaan diferensial Abelian dan metode transformasi diferensial. 

2.1 Persaamaan Diferensial  Biasa 

Persamaan diferensial biasa (PDB)  merupakan persamaan yang hanya 

memuat satu variabel bebas [9], jika diambil 𝑦(𝑥) sebagai suatu fungsi satu 

variabel dengan 𝑥 merupakan variabel bebas dan 𝑦 dinamakan variabel terikat.  

Contoh: 

 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 5
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 4𝑥 = 0.  

Persamaan diferensial memiliki beberapa kelompok, diantaranya sebagai 

berikut; 

a. Orde 

Orde pada suatu persamaan diferensial adalah orde tertinggi derivatif yang 

termuat didalam persamaan tersebut, dengan bentuk umum: 

 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, 𝑦(3), ⋯ , 𝑦(𝑛)) = 𝑓(𝑥).      (2.1) 

Contoh: 

i. 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥 + 5, disebut sebagai persamaan diferensial biasa orde satu, 

karena orde turunan tertingginya bernilai satu. 

ii. 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 3, disebut sebagai persamaan diferensial biasa orde dua, 

karena orde turunan tertingginya bernilai dua. 

b. Derajat 

 Derajat persamaan diferensial adalah pangkat tertinggi yang dimiliki oleh 

suku derivatif tertentu suatu fungsi yang muncul pada persamaan diferensial. 

Contoh: 

i 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥 + 5, PDB berderajat satu. 

ii (
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2)2 + 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 3, PDB berderajat dua. 
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c. Linear dan Non-linear 

Dalam persamaan diferensial sering ditemukan bentuk-bentuk linear dan 

non-linear. Suatu persamaan diferensial dikatakan sebagai persamaan biasa linear 

jika persamaan tersebut dapat dituliskan kedalam bentuk persamaan : 

 ).()()(...)()( 011

1

1 xfyxa
dx

dy
xa

dx

yd
xa

dx

yd
xa

n

n

nn

n

n 





                 (2.2) 

 Akan tetapi, jika suatu persamaan diferensial tidak dapat dituliskan dalam 

bentuk Persamaan (2.2) maka disebut sebagai persamaan diferensial non-linear. 

Contoh :  

i 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 +
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝑦2 = cos 𝑥, disebut PDB non-linear, karena bentuk 2y . 

ii 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝑦 = 𝑥, disebut PDB linear. 

d. Homogen dan Non-Homogen 

Menentukan homogen atau non-homogen nya suatu persamaan diferensial 

dapat dilihat pada Persamaan (2.2). Persamaan diferensial dikatakan homogen jika  

𝑓(𝑥) = 0, sebaliknya jika  𝑓(𝑥) ≠ 0 maka persamaan diferensial disebut no-

homogen. 

Contoh: 

i 
𝑑2𝑦

𝑥2 − 𝑦 = 𝑒𝑥, disebut PDB non-homogen karena  𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥. 

ii 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 − 6
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 9𝑦 = 0, disebut PDB homogen karena  𝑓(𝑥) = 0. 

e. Koefisien 

Fungsi dalam Persamaan (2.2) adalah koefisien dari persamaan diferensial. 

Jika koefisien-koefisien dalam bentuk konstanta, maka persamaan tersebut disebut 

persamaan diferensial dengan koefisien konstanta, dan jika koefisiennya 

berbentuk variabel, maka persamaan diferensialnya dikatakan persamaan 

diferensial dengan koefisien variabel. 

Contoh : 

i 𝑦′ − 𝑦′′ − 20𝑦 = 0, disebut PDB homogen koefisien konstanta. 

ii 𝑥2𝑦′′ + 𝑥𝑦′ + 𝑦 = 0, disebut PDB homogen koefisien variabel.   
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2.2 Persamaan Diferensial Abelian 

Persamaan diferensial Abelian adalah suatu persamaan diferensial non-

linear [10].  Persamaan ini dinamai oleh Niels Henrik Abel pada tahun 1826. 

Persamaan diferensial Abelian terbagi menjadi dua jenis yaitu persamaan 

diferensial Abelian jenis pertama dan kedua yang masing-masing ditulis dalam 

bentuk sebagai berikut [4]: 

      
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓0(𝑥) + 𝑓1(𝑥)𝑦 + 𝑓2(𝑥)𝑦2 + 𝑓3(𝑥)𝑦3,dengan  𝑓3(𝑥) ≠ 0 ,       (2.3) 

dan  

      (ℎ0(𝑥) + ℎ1(𝑥)𝑦)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓0(𝑥) + 𝑓1(𝑥)𝑦 + 𝑓2(𝑥)𝑦2 + 𝑓3(𝑥)𝑦3.        (2.4)  

Berikut ini adalah contoh dari persamaan diferensial Abelian jenis pertama:  

i 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 1 − 𝑦 + 𝑦3, 𝑦(0) = 0.  

ii 𝑦′ = −2 + 𝑦 + 2𝑦2 − 𝑦3, 𝑦(0) = 0.   

 

2.3 Metode Transformasi Diferensial 

Metode transformasi diferensial merupakan suatu langkah iteratif untuk 

memperoleh solusi analitik deret Taylor dari persamaan diferensial [11]. 

Transformasi diferensial diperkenalkan pertama kali oleh Zhou pada tahun 1986 

untuk menyelesaikan permasalahan nilai awal yang linear dan non-linear pada 

analisis sirkuit listrik [1]. 

Definisi dasar dari transformasi diferensial untuk suatu fungsi yang analitik 

pada domain 𝐷 yaitu fungsi yang mempunyai turunan pada setiap titik di 

persekitaran domain 𝐷 yang dinyatakan dalam [11] sebagai berikut: 

 𝑈 (𝑘) =
1

𝑘!
[

𝑑𝑘𝑢(𝑥)

𝑑𝑥𝑘
]

𝑥=𝑥0

, 𝑘 = 0,1,2,3, …,                                                    (2.5) 

 Pada persamaan (2.5), 𝑢(𝑥) merupakan fungsi yang ditransformasikan dan 

𝑈 (𝑘) merupakan fungsi transformasi. Invers dari metode transformasi diferensial  

𝑈 (𝑘) didefinisikan sebagai berikut: 

  𝑢(𝑥) = ∑ 𝑈(𝑘)(𝑥−𝑥0)𝑘 ,                                                                        (2.6)∞
𝑘=0  

sehingga dari Persamaan (2.5) dan (2.6)  didapatkan: 

 𝑢(𝑥) = ∑
1

𝑘!
[

𝑑𝑘𝑢(𝑥)

𝑑𝑥𝑘
]

𝑥=𝑥0

(𝑥−𝑥0)𝑘  .                                                        (2.7)∞
𝑘=0  
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Persamaan (2.7) menyatakan bahwa pengertian dari metode transformasi 

diferensial berasal dari deret Taylor [12]. 

Selanjutnya, misalkan 𝑈 (𝑘) = [
𝑑𝑘𝑢(𝑥)

𝑑𝑥𝑘
] , 𝐹(𝑘) = [

𝑑𝑘𝑓(𝑥)

𝑑𝑥𝑘
]  dan 𝐺(𝑥) =

[
𝑑𝑘𝑔(𝑥)

𝑑𝑥𝑘
] merupakan masing-masing fungsi transformasi dari 𝑢(𝑥), 𝑓(𝑥) dan 𝑔(𝑥), 

maka dapat ditentukan sifat-sifat dari transformasi diferensial adalah sebagai 

berikut [7]: 

1. Penjumlahan dan Pengurangan 

Jika 𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥) , maka 𝑈(𝑘) = 𝐹(𝑘) ± 𝐺(𝑘). 

Bukti: 

Turunan ke- 𝑘 dari 𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥) adalah : 

𝑑𝑘𝑢(𝑥)

𝑑𝑥𝑘 =
𝑑𝑘𝑓(𝑥)

𝑑𝑥𝑘 ±
𝑑𝑘𝑔(𝑥)

𝑑𝑥𝑘 .                     (2.8) 

Jika Persamaan (2.8) dikalikan dengan 
1

𝑘!
 maka diperoleh: 

1

𝑘!
(

𝑑𝑘𝑢(𝑥)

𝑑𝑥𝑘 ) =
1

𝑘!
(

𝑑𝑘𝑓(𝑥)

𝑑𝑥𝑘 ) ±
1

𝑘!
(

𝑑𝑘𝑔(𝑥)

𝑑𝑥𝑘 ), 

 atau 

𝑈(𝑘) = 𝐹(𝑘) ± 𝐺(𝑘). 

2. Perkalian Konstanta 

Jika 𝑢(𝑥) = 𝜆𝑔(𝑥) maka 𝑈(𝑘) = 𝜆𝐺(𝑘), untuk  𝜆 = konstanta. 

Bukti: 

Turunan ke- 𝑘 dari persamaan  𝑢(𝑥) = 𝜆𝑔(𝑥) untuk  𝜆 suatu konstanta    

adalah: 

𝑑𝑘𝑢(𝑥)

𝑑𝑥𝑘 = 𝜆 (
𝑑𝑘𝑔(𝑥)

𝑑𝑥𝑘 ) .                                 (2.9) 

Jika Persamaan (2.9) dikalikan dengan 
1

𝑘!
 maka diperoleh: 

1

𝑘!
(

𝑑𝑘𝑢(𝑥)

𝑑𝑥𝑘 ) = 𝜆
1

𝑘!
(

𝑑𝑘𝑔(𝑥)

𝑑𝑥𝑘 ) ,  

atau 

𝑈(𝑘) = 𝜆𝐺(𝑘) . 

3. Turunan Pertama 

Jika 𝑢(𝑥) =
𝑑𝑔(𝑥)

𝑑𝑥
, maka 𝑈(𝑘) = (𝑘 + 1)𝑌(𝑘 + 1). 
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Bukti: 

Turunan ke- 𝑘 dari 𝑢(𝑥) =
𝑑𝑔(𝑥)

𝑑𝑥
 adalah: 

𝑑𝑘𝑢(𝑥)

𝑑𝑥𝑘 = (
𝑑𝑘+1𝑔(𝑥)

𝑑𝑥𝑘+1 ) .                    (2.10) 

Jika Persamaan (2.10)  dikalikan dengan 
1

𝑘!
 maka diperoleh: 

1

𝑘!
(

𝑑𝑘𝑢(𝑥)

𝑑𝑥𝑘 ) =
1

𝑘!
(

𝑑𝑘+1𝑔(𝑥)

𝑑𝑥𝑘+1 ) . 

Selanjutnya akan  dikalikan ruas  kanan dengan 
(𝑘+1)

(𝑘+1)
 . 

1

𝑘!
(

𝑑𝑘𝑢(𝑥)

𝑑𝑥𝑘 ) = (𝑘 + 1)
1

(𝑘+1)
(

𝑑𝑘+1𝑔(𝑥)

𝑑𝑥𝑘+1 ),  

atau 

𝑈(𝑘) = (𝑘 + 1)𝑌(𝑘 + 1). 

4. Turunan ke-m 

Jika 𝑢(𝑥) =
𝑑𝑚𝑔(𝑥)

𝑑𝑥𝑚 , maka 𝑈(𝑘) = (𝑘 + 1) … (𝑘 + 𝑚)𝑌(𝑘 + 𝑚). 

Bukti: 

Turunan ke- 𝑘 dari 𝑢(𝑥) =
𝑑𝑚𝑔(𝑥)

𝑑𝑥𝑚  adalah: 

𝑑𝑘𝑢(𝑥)

𝑑𝑥𝑘 = (
𝑑𝑘+𝑚𝑔(𝑥)

𝑑𝑥𝑘+𝑚 ) .                    (2.11) 

Jika Persamaan (2.11) dikalikan  dengan 
1

𝑘!
 maka diperoleh: 

1

𝑘!
(

𝑑𝑘𝑢(𝑥)

𝑑𝑥𝑘 ) =
1

𝑘!
(

𝑑𝑘+𝑚𝑔(𝑥)

𝑑𝑥𝑘+𝑚 ) . 

Selanjutnya  dikalikan ruas kanan dengan 
(𝑘+1)(𝑘+2)…(𝑘+𝑚−1)(𝑘+𝑚)

(𝑘+1)(𝑘+2)…(𝑘+𝑚−1)(𝑘+𝑚)
 maka 

diperoleh: 

1

𝑘!
(

𝑑𝑘𝑢(𝑥)

𝑑𝑥𝑘 ) = (𝑘 + 1)(𝑘 + 2) … (𝑘 + 𝑚 − 1)(𝑘 + 𝑚)
1

(𝑘+𝑚)!
(

𝑑𝑘+𝑚𝑔(𝑥)

𝑑𝑥𝑘+𝑚 ),     

atau 

𝑈(𝑘) = (𝑘 + 1) … (𝑘 + 𝑚)𝑌(𝑘 + 𝑚). 

5. Perkalian 

Jika 𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥), maka 𝑈 (𝑘) = ∑ 𝑌(𝑟)𝑌(𝑘 − 𝑟)𝑘
𝑟=0 . 

Bukti: 

Turunan ke- 𝑘 dari 𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) adalah : 
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𝑑𝑘𝑢(𝑥)

𝑑𝑥𝑘 = ∑
𝑘(𝑘−1)(𝑘−2)(𝑘−3)…(𝑘−𝑟+1)

𝑟!
(

𝑑𝑟𝑓(𝑥)

𝑑𝑥𝑟 ) (
𝑑𝑘−𝑟𝑔(𝑥)

𝑑𝑥𝑘−𝑟 )𝑘
𝑟=0 .               (2.12) 

Jika Persamaan (2.12) dikalikan dengan 
1

𝑘!
 maka diperoleh: 

1

𝑘!
(

𝑑𝑘𝑢(𝑥)

𝑑𝑥𝑘 ) =   ∑
1

𝑘!
(

𝑑𝑟𝑓(𝑥)

𝑑𝑥𝑟 )
𝑘(𝑘−1)(𝑘−2)(𝑘−3)…(𝑘−𝑟+1)

𝑘!
 (

𝑑𝑟𝑓(𝑥)

𝑑𝑥𝑟 ) (
𝑑𝑘−𝑟𝑔(𝑥)

𝑑𝑥𝑘−𝑟 )𝑘
𝑟=0 ,  

atau 

𝑈(𝑘) = ∑ 𝐹(𝑟)
1

(𝑘−𝑟)!
(

𝑑𝑘−𝑟𝑔(𝑥)

𝑑𝑥𝑘−𝑟 )𝑘
𝑟=0 , 

𝑈 (𝑘) = ∑ 𝑌(𝑟)𝑌(𝑘 − 𝑟)𝑘
𝑟=0 . 

6. Perkalian 𝒎 Fungsi 

Jika 𝑢(𝑥) = 𝑓1(𝑥)𝑓2(𝑥) … 𝑓𝑚(𝑥),   maka  

 𝑈(𝑘) = ∑ ⋯ ∑ 𝐹1(𝑘1)𝐹2(𝑘2 − 𝑘1) ⋯
𝑘2
𝑘1=0

𝑘
𝑘𝑚−1=0 𝐹𝑚(𝑘 − 𝑘𝑚−1). 

Bukti:  

Dimisalkan 𝑢1(𝑥) = 𝑓1(𝑥)𝑓2(𝑥),  

𝑢2(𝑥) = 𝑓1(𝑥)𝑓2(𝑥)𝑓3(𝑥) = 𝑢1(𝑥)𝑓3(𝑥),  

 ⋮  

𝑢𝑚−2(𝑥) = 𝑓1(𝑥)𝑓2(𝑥) ⋯ 𝑓𝑚−1(𝑥) = 𝑢𝑚−3(𝑥)𝑓𝑚−1(𝑥),  

sehingga 𝑢(𝑥) = 𝑢𝑚−2(𝑥)𝑓𝑚(𝑥).   

Berdasarkan dari sifat yang ke-5 maka diperoleh: 

𝑈(𝑘) = ∑ 𝑢𝑚−2(𝑘𝑚−1)𝑘
𝑘𝑚−1=0 𝐹𝑚(𝑘 − 𝑘𝑚−1), 

dengan  

𝑢𝑚−2(𝑘𝑚−1) = ∑ 𝑢𝑚−3(𝑘𝑚−2)𝑘𝑚−1
𝑘𝑚−2=0 𝐹𝑚−1(𝑘𝑚−1 − 𝑘𝑚−2), 

sehingga 

𝑈(𝑘) = ∑ ∑ ⋯ ∑ 𝐹1
𝑘2
𝑘1=0 (𝑘1)𝐹2(𝑘2 − 𝑘1) ⋯

𝑘𝑚−1
𝑘𝑚−2=0

𝑘
𝑘𝑚−1=0 𝐹𝑚−1(𝑘𝑚−1 −

             𝑘𝑚−2)𝐹𝑚(𝑘 − 𝑘𝑚−1)  

            = ∑ ⋯ ∑ 𝐹1(𝑘1)𝐹2(𝑘2 − 𝑘1) ⋯
𝑘2
𝑘1=0

𝑘
𝑘𝑚−1=0 𝐹𝑚(𝑘 − 𝑘𝑚−1)  .   

7. Fungsi Variabel Bebas 

Jika 𝑢(𝑥) = 𝑥𝑚, maka 𝑈(𝑘) = 𝛿(𝑘 − 𝑚) = {
1, 𝑘 − 𝑚 = 0
0, 𝑘 − 𝑚 ≠ 0

. 

Bukti:  

Turunan ke-𝑘 dari 𝑢(𝑥) = 𝑥𝑚 adalah: 
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𝑑𝑘𝑢(𝑥)

𝑑𝑥𝑘 = 𝑚(𝑚 − 1)(𝑚 − 2) ⋯ (𝑚 − 𝑘 + 2)(𝑚 − 𝑘 + 1)𝑥𝑚−𝑘            (2.13) 

Jika Persamaan (2.13) dikalikan dengan 
1

𝑘!
 maka diperoleh: 

1

𝑘!
(

𝑑𝑘𝑢(𝑥)

𝑑𝑥𝑘 ) =
𝑚(𝑚−1)(𝑚−2)⋯(𝑚−𝑘+2)(𝑚−𝑘+1)

𝑘!
𝑥𝑚−𝑘 , 

atau 

𝑈(𝑘) =
𝑚(𝑚−1)(𝑚−2)⋯(𝑚−𝑘+2)(𝑚−𝑘+1)

𝑘!
𝑥𝑚−𝑘 . 

a. Untuk  𝑚 = 𝑘 

  𝑈(𝑘) =
𝑘!

𝑘!
𝑥0 , 

 𝑈(𝑘) = 1 . 

b. Untuk  𝑚 ≠ 𝑘 

  Ambil sebarang   𝑚 = 𝑘 − 1, 

  𝑈(𝑘) =
(𝑘−1)(𝑘−2)(𝑘−3)⋯(1)(0)

𝑘!
𝑥,  

  𝑈(𝑘) = 0 . 

8. Fungsi Konstanta 

Jika 𝑢(𝑥) = 𝑠, 𝑠 ∈ 𝑅, maka  𝑈(𝑘) = 𝛿(𝑘) = {
𝑠, 𝑘 = 0
0, 𝑘 ≠ 0

 . 

Bukti: 

Turunan ke-𝑘 dari 𝑢(𝑥) = 𝑠 adalah: 

Untuk 𝑘 = 0 , 

𝑑0𝑢(𝑥)

𝑑𝑥0 = 𝑢(𝑥) = 𝑠 . 

Untuk 𝑘 ≠ 0,  

𝑑𝑘𝑢(𝑥)

𝑑𝑥𝑘 = 0 . 

Tabel 2.1  Sifat-sifat Metode Transformasi Diferensial 

No Sifat-sifat Transformasi Diferensial 

1 Penjumlahan dan 

Pengurangan 

𝐹(𝑘) ± 𝐺(𝑘), 

dengan 𝑘 = 0,1,2,3 ⋯, 

2 Perkalian Konstanta 𝜆𝐺(𝑘), 

dengan 𝑘 = 0,1,2,3 ⋯, 

 



 

11 

 

Tabel 2.1  Sifat-sifat Metode Transformasi Diferensial(Lanjutan) 

3 Turunan Pertama (𝑘 + 1)𝑌(𝑘 + 1) 𝑎𝑡𝑎𝑢 

𝑌(𝑘 + 1) =
1

(𝑘+1)
, 

dengan 𝑘 = 0,1,2,3 ⋯, 

4 Turunan ke-m (𝑘 + 1) … (𝑘 + 𝑚)𝑌(𝑘 + 𝑚)  𝑎𝑡𝑎𝑢 

𝑌(𝑘 + 𝑚) =
1

(𝑘+1)(𝑘+𝑚)
, 

dengan 𝑘 = 0,1,2,3 ⋯, 

5 Perkalian ∑ 𝑌(𝑟)𝑌(𝑘 − 𝑟)𝑘
𝑟=0 , 

dengan 𝑘 = 0,1,2,3 ⋯, 

6 Perkalian m Fungsi ∑ ⋯ ∑ 𝐹1(𝑘1)𝐹2 (𝑘2 −
𝑘2
𝑘1=0

𝑘
𝑘𝑚−1=0

𝑘1) ⋯   𝐹𝑚(𝑘 − 𝑘𝑚−1), 

dengan 𝑘 = 0,1,2,3 ⋯, 

7 Fungsi Variabel Bebas 𝛿(𝑘 − 𝑚) = {
1, 𝑘 − 𝑚 = 0
0, 𝑘 − 𝑚 ≠ 0

, 

dengan 𝑘 = 0,1,2,3 ⋯, 

8 Fungsi Konstanta 𝛿(𝑘) = {
𝑠, 𝑘 = 0
0, 𝑘 ≠ 0

, 

dengan 𝑘 = 0,1,2,3 ⋯, 

 

Contoh 2.1 : Tentukan penyelesaian persamaan diferensial linear orde satu 

menggunakan metode transformasi diferensial dari fungsi berikut  

         
𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
= 5𝑦(𝑡) + 8,                                                                                   (2.14) 

dengan nilai awal 𝑦(0) = 0. 

Penyelesaian: 

Berdasarkan sifat-sifat dari transformasi diferensial  dari Persamaan (2.14) 

maka diperoleh: 

 𝑌(𝑘 + 1) =
1

𝑘+1
[5𝑌(𝑘) + 𝛿(𝑘)],                                                         (2.15) 

dengan  𝑌(0) = 0, 𝛿(𝑘) = {
8, 𝑘 = 0
0, 𝑘 ≠ 0

. 
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Untuk 𝑘 = 0,1,2,3 ⋯, maka dengan mensubstitusikan Persamaan (2.15) 

diperoleh: 

Untuk 𝑘 = 0,  maka 

 𝑌(1)    =
1

0+1
[5𝑌(0) + 𝛿(0)]  

                        =
1

1
[5 ∙ 0 + 8]  

             = 8 . 

Untuk 𝑘 = 1, maka 

 𝑌(2) =
1

1+1
[5𝑌(1) + 𝛿(1)]  

           =
1

2
[5 ∙ 8 + 0] 

           = 20. 

Untuk 𝑘 = 2, maka 

 𝑌(3) =
1

2+1
[5𝑌(2) + 𝛿(2)]  

           =
1

3
[5 ∙ 20 + 0]  

           =
100

3
. 

     ⋮, 

diperoleh: 

 𝑌(1) = 8 , 𝑌(2) = 20,  𝑌(3) =
100

3
, ⋯,   

sehingga penyelesaian dari Persamaan (2.15) sebagai berikut; 

  𝑦(𝑡) = 8𝑡 + 20𝑡2 +
100

3
𝑡3 + ⋯. 

 Untuk mengetahui prilaku dari solusi hampiran dari metode transformasi 

diferensial, maka akan ditentukan polinomial dari nilai penyelesaian Persamaan 

(2.15), sehingga diperoleh 

 𝑝1(𝑡) = 8𝑡 , 

 𝑝2(𝑡) = 8𝑡 + 20𝑡2,  

 𝑝3(𝑡) = 8𝑡 + 20𝑡2 +
100

3
𝑡3,   

  ⋮ . 
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 Untuk mengetahui perilaku dari solusi hampiran ini, maka nilai-nilai 

polinomial  𝑝1(𝑡), 𝑝2(𝑡)  dan 𝑝3(𝑡) diplot dalam bentuk grafik pada interval  

0 ≤ 𝑡 ≤ 3 yang diberikan sebagai berikut: 

Gambar 2.1 Grafik Polinomial  𝑷𝟏, 𝑷𝟐 Dan   𝑷𝟑 dari Persamaan (2.15) 

pada 𝟎 ≤ 𝒕 ≤ 𝟑. 

Contoh 2.2 : Tentukan penyelesaian persamaan diferensial non-linear orde dua 

menggunakan metode transformasi diferensial dari fungsi berikut 

         
𝑑2𝑦(𝑡)

𝑑𝑡2 = 2𝑦2(𝑡) + 𝑡,                                                                         (2.16) 

dengan nilai awal 𝑦(0) = 1 , 𝑦′(0) = 0 . 

Penyelesaian: 

Berdasarkan sifat-sifat dari transformasi diferensial,  maka Persamaan 

(2.16) diperoleh: 

 𝑌(𝑘 + 2) =
1

(𝑘+1)(𝑘+2)
[2(∑  𝑌(𝑟) 𝑌(𝑘 − 𝑟) 𝑘

𝑟=0 + 𝛿(𝑘 − 𝑚)],            (2.17) 

dengan 𝑌(0) = 1, 𝑌(1) = 0 dan  𝛿(𝑘 − 1) = {
1, 𝑘 − 1 = 0
0, 𝑘 − 1 ≠ 0

. 
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Selanjutnya substitusikan nilai 𝑘 = 0,1,2,3, ⋯, pada Persamaan (2.17)  

diperoleh: 

Untuk 𝑘 = 0,  maka   

  𝑌(2) =
1

1∙2
[2(𝑌(0) 𝑌(0) + 𝛿(−1)]  

           =
1

2
[2(1 ∙ 1) + 0]  

           = 1 . 

Untuk 𝑘 = 1, maka  

 𝑌(3) =
1

2∙3
[2(𝑥(0) 𝑌(1 − 0) + 𝑥(1) 𝑌(1 − 1) + 𝛿(0)]  

           =
1

6
[2(1 ∙ 0 + 0 ∙ 1) + 1]   

           =
1

6
 . 

Untuk 𝑘 = 2, maka   

 𝑌(4) =
1

3∙4
[2(𝑌(0) 𝑌(2 − 0) + 𝑌(1) 𝑌(2 − 1) + 𝑌(2)𝑌(2 − 2 + 𝛿(1)]   

           =
1

12
[2(1 ∙ 1 + 0 ∙ 0 + 1 ∙ 1) + 0]  

           =
1

3
 . 

   ⋮, 

diperoleh : 

 𝑌(2) = 1, 𝑌(3) =
1

6
, 𝑌(4) =

1

3
, ⋯ ,  

sehingga penyelesaian dari Persamaan (2.17) sebagai berikut; 

   𝑦(𝑡) = 1 + 𝑡2 +
1

6
𝑡3 +

1

3
𝑡4 +  ⋯. 

 Untuk mengetahui prilaku dari solusi hampiran dari metode transformasi 

diferensial, maka akan ditentukan polinomial dari nilai penyelesaian Persamaan 

(2.17), sehingga diperoleh 

 𝑝1(𝑡) = 1 , 

 𝑝2(𝑡) = 1 + 𝑡2,  

 𝑝3(𝑡) = 1 + 𝑡2 +
1

6
𝑡3,  

 𝑝4(𝑡) = 1 + 𝑡2 +
1

6
𝑡3 +

1

3
𝑡4 , 

  ⋮ . 
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 Untuk mengetahui perilaku dari solusi hampiran ini, maka nilai-nilai 

polinomial  𝑝1(𝑡), 𝑝2(𝑡), 𝑝3(𝑡) dan 𝑝4(𝑡) diplot dalam bentuk grafik pada 

interval  0 ≤ 𝑡 ≤ 4 yang diberikan sebagai berikut  : 

 

Gambar 2.2 Grafik Polinomial  𝑷𝟏, 𝑷𝟐, 𝑷𝟑 Dan   𝑷𝟒 dari  Persamaan 

(2.17) pada 𝟎 ≤ 𝒕 ≤ 𝟒. 
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BAB III   

 METODE PENELITIAN 

  

Penelitian ini merupakan penelitian kajian teori mengenai persamaan 

diferensial elementer yang bertujuan untuk mencari penyelesaian persamaan 

Abelian menggunakan metode transformasi diferensial. Metode yang digunakan 

dalam penyelesaian proposal ini adalah metode studi literature yang mana 

bertujuan untuk mengumpulkan data dan informasi yang dibutuhkan dalam 

penelitian baik berasal dari buku-buku, dokumen dan jurnal yang berhubungan 

dengan penelitian. 

Adapun prosedur penelitian yang dilakukan pada penelitian ini sebagai 

berikut: 

1. Mempertimbangkan kembali persamaan diferensial Abelian jenis pertama 

 dengan koefisien konstanta, dengan bentuk persamaan sebagai berikut: 

  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓0(𝑥) + 𝑓1(𝑥)𝑦 + 𝑓2(𝑥)𝑦2 + 𝑓3(𝑥)𝑦3.                                               (3.1) 

2. Mengubah persamaan diferensial Abelian jenis pertama dengan koefisien  

 konstanta dalam bentuk metode transformasi diferensial dengan bentuk 

 umum berikut: 

    𝑌(𝑘 + 1) =
1

𝑘 + 1
[𝐹0(𝑘) + 𝐹1(𝑘) 𝑌 (𝑘) + 𝐹2(𝑘) ∑ 𝑌

𝑘

𝑟=0

(𝑟) 𝑌(𝑘 − 𝑟) 

+ 𝐹3(𝑘) ∑ ∑   𝑌(𝑟 − 𝑠)   𝑌(𝑘 − 𝑟) 

𝑟

𝑠=0

𝑘

𝑟=0

] .                                  (3.2) 

3. Gunakan nilai awal untuk untuk memperoleh nilai-nilai pendekatan dalam 

 bentuk 𝑌(1), 𝑌(2), 𝑌(3), ⋯. 

4. Penyelesaian persamaan diferensial Abelian jenis pertama dengan koefisien 

 konstanta dapat disubstitusikan pada invers dari metode transformasi 

 diferensial, dengan bentuk persamaan sebagai berikut: 

 𝑦(𝑥) = ∑ 𝑌(𝑘)(𝑥)𝑘  .                                                                                  (3.3)∞
𝑘=0  

5. Simulasi numerik menggunakan dua persamaan diferensial jenis pertama 

 dengan koefisien konstanta dan hasil numerik dari kedua soal akan 
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 dibandingkan dengan penyelesaian menggunakan metode runge-kutta orde 

 empat. 
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BAB V  

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

Penyelesaian persamaan diferensial Abelian jenis pertama dengan koefisien 

konstanta menggunakan metode transformasi diferensial. Persamaan diferensial 

Abelian adalah suatu persamaan diferensial non-linear yang secara analitik sulit 

ditentukan solusi masalahnya. Persamaan diferensial Abelian jenis pertama yang 

ditulis dalam bentuk sebagai berikut: 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓0(𝑥) + 𝑓1(𝑥)𝑦 + 𝑓2(𝑥)𝑦2 + 𝑓3(𝑥)𝑦3,dengan  𝑓3(𝑥) ≠ 0 .            (5.1) 

Mengubah Persamaan (5.1) menggunakan sifat-sifat transformasi diferensial 

sehingga dapat ditulis dalam bentuk: 

𝑌(𝑘 + 1)

=
1

𝑘 + 1
[𝐹0(𝑘) + 𝐹1(𝑘) 𝑌 (𝑘) + 𝐹2(𝑘) ∑ 𝑌

𝑘

𝑟=0

(𝑟) 𝑌(𝑘 − 𝑟)  

+ 𝐹3(𝑘) ∑ ∑   𝑌(𝑟 − 𝑠)   𝑌(𝑘 − 𝑟) 

𝑟

𝑠=0

𝑘

𝑟=0

]  .                         (5.2) 

Hasil solusi numerik pada Persamaan (4.3) dan (4.5) memberikan gambaran 

bahwa metode transformasi diferensial dapat diselesaikan dengan persamaan 

diferensial Abelian. Selanjutnya Gambar (4.1) dan (4.3) juga menunjukkan bahwa 

penyelesaian yang diberikan membentuk pola grafik yang teratur. Selain itu, 

perbandingan solusi hampiran dengan P5, P11 dan metode RK-4 memberikan 

gambaran, bahwa solusi yang dihasilkan  pada Gambar (4.2)  P11 dan P5  

kompetitif terhadap metode RK-4. Pada Gambar (4.4) P5 kompetitif terhadap  

metode RK-4  sedangkan P11 terhadap metode RK-4 solusi hampirannya 

berhimpit sepanjang inteval 0 ≤ 𝑥 ≤ 0,39. Yang dimaksud kompetitif disini  

dimana situasi berkompetisi, dimana situasi ini tidak membutuhkan pemenang 

secara jelas. 
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5.2 Saran 

Tugas akhir ini membahas tentang penyelesaian persamaan diferensial 

Abelian jenis pertama dengan koefisien konstanta  menggunakan metode 

transformasi diferensial. Bagi pembaca yang berminat melanjutkan tugas akhir 

ini, penulis sarankan untuk membahas tentang persamaan diferensial Abelian jenis 

pertama dengan koefisien variabel atau persamaan diferensial abelian kedua. 
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