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ABSTRAK 

 
Penelitian ini bertujuan untuk mendapatkan bentuk umum trace matriks kompleks bentuk khusus 

𝑛 × 𝑛, 𝑛 ≥ 3 berpangkat bilangan bulat positif. Bentuk umum trace matriks kompleks bentuk 

khusus 𝑛 × 𝑛, 𝑛 ≥ 3 berpangkat bilangan bulat positif (𝐴𝑛)
𝑚 diperoleh dengan memangkatkan 

matriks (𝐴3)
2 sampai (𝐴3)

8, (𝐴4)
2 sampai (𝐴4)

8, (𝐴5)
2 sampai (𝐴5)

8 hingga (𝐴10)
2 sampai 

(𝐴10)
8. Selanjutnya diduga bentuk umum matriks  (𝐴𝑛)

𝑚 dan membuktikannya dengan metode 

induksi matematika. Berdasarkan hasil penelitian diperoleh rumus umum 𝑡𝑟(𝐴𝑛)
𝑚 yang telah 

dibuktikan kebenarannya. Lebih lanjut implementasi rumus tersebut disajikan dalam bentuk 

contoh. 
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ABSTRACT 

 

This study aims to obtain the general form of trace of positive integer power of complex 𝑛 × 𝑛, 

𝑛 ≥ 3 special matrix. The general form of trace of positive integer power of complex 𝑛 × 𝑛, 𝑛 ≥ 3 

special matrix (𝐴𝑛)
𝑚 integers was obtained by raising the power of the matrices from (𝐴3)

2 up to 

(𝐴3)
8, (𝐴4)

2 up to (𝐴4)
8, (𝐴5)

2 up to (𝐴5)
8 until (𝐴10)

2 up to (𝐴10)
8. Afterwards, the general 

form of the matrix (𝐴𝑛)
𝑚 was estimated and proved by mathematical induction.Based on the 

result of the study, the general formula 𝑡𝑟(𝐴𝑛)
𝑚 was obtained which has been proven true. 

Further implementation of the formula is presented in the form of examples. 

 

Keywords:  mathematical introduction, complex matrix, trace. 
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BAB I  

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Matriks terdiri dari beberapa jenis diantaranya matriks bujur sangkar, 

matriks diagonal, matriks simetris dan lain-lain. Banyak hal yang dapat dilakukan 

dari suatu matriks, seperti perkalian matriks, determinan matriks, trace matriks, 

trace matriks berpangkat dan sebagainya. [1] Trace matriks adalah jumlah 

elemen-elemen diagonal utama dari matriks bujur sangkar yang berordo 𝑛 × 𝑛 

dan dinotasikan dengan 𝑡𝑟(𝐴). Menurut [2] trace matriks adalah jumlah dari 

elemen-elemen diagonal utama dari matriks bujur sangkar, yang didefinisikan 

sebagai berikut: Jika 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗] adalah matriks bujur sangkar, maka 

𝑇𝑟(𝐴) = 𝑎11 + 𝑎22 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛 = ∑ 𝑎𝑖𝑖
𝑛
𝑖=1 . 

Menghitung trace suatu matriks real maupun kompleks tidak perlu lagi 

proses yang panjang dan rumit, cukup dengan mensubstitusikan nilai entri-entri 

yang ada pada matriks ke bentuk umum. Namun apabila matriks tersebut adalah 

matriks berpangkat 𝑛, maka untuk menghitung trace hanya harus dilakukan 

perkalian matriks sebanyak 𝑛 kali. Selanjutnya dapat ditentukan trace matriks 

berpangkat tersebut. 

Penelitian mengenai trace matriks berpangkat dilakukan oleh beberapa 

peneliti, diantaranya oleh [3] pada tahun 2018 membahas tentang trace matriks 

toeplitz kompleks khusus ukuran 3 × 3 berpangkat bilangan bulat positif sebagai 

berikut: 

𝐴3×3 = [
0 𝑎 + 𝑏𝑖 0

𝑎 + 𝑏𝑖 0 𝑎 + 𝑏𝑖
0 𝑎 + 𝑏𝑖 0

] , ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑖 = 𝑖𝑚𝑎𝑗𝑖𝑛𝑒𝑟 

Adapun hasil yang diperoleh pada penelitian tersebut adalah: 

𝑡𝑟(𝐴)𝑛 = {
0 ,   𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙

2
𝑛

2
+1(𝑎 + 𝑏𝑖)𝑛 ,   𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑛 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝

 

Selanjutnya dalam penelitian [4] dibahas tentang bentuk umum trace 

matriks kompleks bentuk khusus 3 × 3 berpangkat bilangan bulat sebagai berikut: 
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𝐴3×3 = [
𝑎 + 𝑏𝑖 𝑎 − 𝑏𝑖 𝑎 + 𝑏𝑖
𝑎 + 𝑏𝑖 𝑎 − 𝑏𝑖 𝑎 + 𝑏𝑖
𝑎 + 𝑏𝑖 𝑎 − 𝑏𝑖 𝑎 + 𝑏𝑖

] , ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑖 = 𝑖𝑚𝑎𝑗𝑖𝑛𝑒𝑟  

Adapun hasil yang diperoleh pada penelitian tersebut adalah: 

𝑡𝑟(𝐴)𝑛 = (3𝑎 + 𝑏𝑖)𝑛 

Kemudian pada tahun 2021 [5] dibahas tentang trace matriks 𝑛 × 𝑛 

berbentuk khusus berpangkat bilangan bulat positif dengan bentuk matriks sebagai 

berikut: 

𝐴𝑛×𝑛 = [

𝑎 𝑎 ⋯ 𝑎
𝑎 𝑎 ⋯ 𝑎
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎 𝑎 ⋯ 𝑎

]  dengan 𝑎 ∈ 𝑅 

Adapun hasil yang diperoleh pada penelitian tersebut adalah: 

𝑡𝑟(𝐴𝑛)
𝑚 = (𝑛𝑎)𝑚 

Maka berdasarkan penelitian di atas penulis tertarik untuk mengulas 

penelitian yang berjudul “Trace Matriks Kompleks Bentuk Khusus 𝒏 × 𝒏, 𝒏 ≥

𝟑 Berpangkat Bilangan Bulat Positif” dengan bentuk yang berbeda yaitu 

sebagai berikut :  

𝐴𝑛×𝑛 =

[
 
 
 
 
𝑎 + 𝑏𝑖 0 ⋯ 0 𝑎 + 𝑏𝑖
0 0 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋯ ⋮ ⋮
0 0 ⋱ 0 0

𝑎 + 𝑏𝑖 0 ⋯ 0 𝑎 + 𝑏𝑖]
 
 
 
 

, ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑖 = 𝑖𝑚𝑎𝑗𝑖𝑛𝑒𝑟 

 

(1. 1) 

 

Untuk selanjutnya matriks pada Persamaan (1.1) akan dinotasikan dengan 𝐴𝑛.  

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan maka dapat dirumuskan 

masalah pada tugas akhir ini “Bagaimana cara menentukan bentuk umum trace 

matriks kompleks bentuk khusus 𝑛 × 𝑛, 𝑛 ≥ 3 berpangkat bilangan bulat positif 

?”.   

1.3 Batasan Masalah 

Batasan masalah pada tugas akhir ini yaitu matriks yang digunakan adalah 

matriks kompleks bentuk khusus pada Persamaan (1.1) dengan pangkat bilangan 

bulat positif dan 𝑏 ≠ 0. 
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1.4 Tujuan Penelitian 

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk mendapatkan bentuk umum trace 

matriks kompleks bentuk khusus 𝑛 × 𝑛, 𝑛 ≥ 3 berpangkat bilangan bulat positif. 

1.5 Manfaat Penelitian 

Adapaun manfaat penelitian ini adalah: 

1. Menambah wawasan dan ilmu pengetahuan tentang matriks dan 

mempermudah dalam menyelesaikan persoalan mengenai trace dari 

perpangkatan matriks kompleks. 

2. Untuk menambah bahan kepustakaan yang dijadikan referensi dan kajian 

pustaka serta sebagai bahan informasi untuk penelitian lainnya. 

1.6 Sistematika Penelitian 

Adapun sistematika pada saat penulisan penelitian ini yaitu: 

BAB I PENDAHULUAN 

Bab ini berisikan latar belakang, rumusan masalah, batasan masalah, 

tujuan dan manfaat penelitian serta sistematika penulisan tugas akhir. 

BAB II LANDASAN TEORI 

Landasan teori berisikan tentang hal-hal yang dijadikan sebagai teori 

dasar yang digunakan dalam penelitian. 

BAB III METODE PENELITIAN 

Bab ini berisikan tentang metode penelitian yang digunakan dalam 

tugas akhir ini. 

BAB IV PEMBAHASAN 

Bab ini berisi uraian langkah-langkah untuk memperoleh bentuk umum 

trace matriks kompleks bentuk khusus 𝑛 × 𝑛, 𝑛 ≥ 3 berpangkat 

bilangan bulat positif. 

BAB V PENUTUP 

Bab ini berisikan kesimpulan dan saran dari keseluruhan pembahasan.  
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BAB II  

LANDASAN TEORI 

 

Landasan teori ini terdiri3 atas beberapa teori pendukung yang akan 

dipergunakan dalam menentukan bentuk umum trace matriks kompleks 𝑛 ×

𝑛, 𝑛 ≥ 3 berpangkat bilangan bulat positif. 

2.1 Jenis-Jenis Matriks 

Berdasarkan ukuran dan elemennya terdapat beberapa jenis matriks 

diantaranya sebagai berikut: 

1. Matriks Bujur Sangkar 

Definisi 2.1 [6] Matriks bujur sangkar adalah matriks yang banyaknya baris sama 

dengan banyak nya kolom, yang dinyatakan dengan 𝐴𝑚×𝑛, dimana 𝑚 = 𝑛, dapat 

ditulis dengan 𝐴𝑛×𝑛 = (𝑎𝑖𝑗)𝑛×𝑛. Matriks berordo 𝑛 × 𝑛 disebut juga bujur 

sangkar ordo 𝑛. 

2. Matriks Diagonal 

Definisi 2.2 [6] Matriks diagonal merupakan matriks bujur sangkar yang semua 

elemen-elemen yang bukan elemen diagonal utama adalah nol. Dengan kata lain 

suatu matriks 𝐴 berordo 𝑛 × 𝑛 disebut matriks diagonal, jika 𝑎𝑖𝑗 = 0 untuk 𝑖 ≠ 𝑗. 

3. Matriks Simetris 

Definisi 2.3 [7] Matriks simetris adalah matriks bujur sangkar yang sama dengan 

transposenya yaitu 𝐴 = 𝐴𝑇 dimana 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖  untuk semua nilai dari 𝑖 dan 𝑗. 

Pada dasarnya operasi pada matriks sama dengan operasi matematika biasa 

tidak terkecuali untuk perkalian matriks. Perkalian matriks dilakukan untuk 

mengetahui trace matriks yang akan dihitung dengan cara mengalikan matriks 

sebanyak pangkat yang diinginkan. Berikut diberikan beberapa definisi dan 

teorema yang berhubungan dengan perkalian matriks dan matriks yang 

berpangkat. 

2.2 Operasi Matriks 

Operasi matriks yang dibahas adalah perkalian matriks dengan skalar, dan 

perkalian matriks dengan matriks. 
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1. Perkalian Matriks dengan Skalar 

Definisi 2.4 [8] Jika 𝐴 adalah sebarang matriks dan 𝑐 adalah suatu skalar, maka 

hasil kali 𝑐𝐴 adalah matriks yang diperoleh dengan mengalikan setiap anggota 𝐴 

dengan 𝑐.  

Contoh 2.1 Diberikan 𝐴 = [
3 2 1
1 0 2
1 3 0

], tentukan hasil dari 2𝐴. 

Penyelesaian: 

Jika 𝐴 = [
3 2 1
1 0 2
1 3 0

], maka 2𝐴 = [
6 4 2
2 0 4
2 6 0

]. 

2. Perkalian Matriks dengan Matriks 

Definisi 2.5 [9] Jika 𝐴 adalah matriks 𝑚 × 𝑟 dan 𝐵 adalah matriks 𝑟 × 𝑛, maka 

hasil kali 𝐴𝐵 adalah matriks 𝑚 × 𝑛 yang entri-entrinya ditentukan sebagai 

berikut. Untuk mencari entri dalam baris 𝑖 dan kolom 𝑗 dari 𝐴𝐵, pilihlah baris 𝑖 

dari matriks 𝐴 dan kolom 𝑗 dari matriks 𝐵. Kalikanlah entri-entri yang bersesuaian 

dari baris dan kolom tersebut bersama-sama dan kemudian tambahkanlah hasil 

kali yang dihasilkan. 

Contoh 2.2 Diberikan 𝐴 = [
3 0 5
6 2 1
4 0 3

] dan 𝐵 = [
4 2
5 7
1 3

], tentukan 𝐴 × 𝐵. 

Penyelesaian: 

Jika 𝐴 = [
3 0 5
6 2 1
4 0 3

] dan 𝐵 = [
4 2
5 7
1 3

] maka 𝐴 × 𝐵 = [
17 21
35 29
19 17

]. 

2.3 Perpangkatan Matriks 

Definisi 2.6 [10] Jika 𝐴 adalah suatu matriks bujur sangkar, maka didefinisikan 

pangkat-pangkat bilangan bulat tak-negatif dari matriks 𝐴 adalah: 

𝐴0 = 𝐼 

𝐴𝑛 = 𝐴𝐴⋯𝐴⏟    
𝑛 𝑓𝑎𝑘𝑡𝑜𝑟

 

Jika 𝐴 dapat dibalik, maka pangkat bilangan bulat tak negatif dari 𝐴 adalah: 

𝐴‐𝑛 = 𝐴−1𝐴−1⋯𝐴−1⏟        
𝑛 𝑓𝑎𝑘𝑡𝑜𝑟
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Teorema 2.1 [8] Jika 𝐴 adalah matriks kuadrat dan 𝑟 serta 𝑠 adalah bilangan 

bulat, maka 

𝐴𝑟𝐴𝑠 = 𝐴𝑟+𝑠 

(𝐴𝑟)𝑠 = 𝐴𝑟𝑠 

Teorema 2.2 [8] Jika 𝐴 adalah matriks yang dapat dibalik, maka: 

1. 𝐴−1 dapat dibalik dan (𝐴−1)−1 = 𝐴 

2. 𝐴𝑛 dapat dibalik dan (𝐴𝑛)−1 = (𝐴−1)𝑛, untuk 𝑛 = 0,1,2,… 

3. Untuk setiap skalar 𝑘 yang tak sama dengan nol, maka 𝑘𝐴 dapat dibalik 

dan (𝑘𝐴)−1 =
1

𝑘
𝐴−1. 

2.4 Determinan Matriks 

Definisi 2.7 [11] Misalkan 𝐴 adalah suatu matriks bujur sangkar. Fungsi 

determinan dinotasikan dengan det (𝐴) sebagai jumlah dari semua hasil kali 

elementer bertanda dari 𝐴.  

det(𝐴) =∑±𝑎1𝑗1𝑎1𝑗2 …𝑎1𝑗𝑛  (2.1) 

Terdapat beberapa 3metode dalam menentukan3 determinan matriks 

diantaranya adalah Metode 3Sarrus. Perhitungan determinan matriks 3 dengan 

Metode Sarrus hanya dapat 3 diterapkan pada matriks berukuran (2 × 2) dan (3 ×

3). 

Contoh 2.3 Diberikan matriks 𝐴 = [

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

] carilah nilai determinannya. 

Penyelesaian: 

Dengan menggunakan Persamaan (2.3) maka diperoleh: 

det(𝐴) = |

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

|

𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22
𝑎31 𝑎32

  

= (𝑎11𝑎22𝑎33 + 𝑎12𝑎23𝑎31 + 𝑎13𝑎21𝑎32) − (𝑎13𝑎22𝑎31 + 𝑎11𝑎23𝑎32 + 

 𝑎12𝑎21𝑎33).  

2.5 Bilangan Kompleks 

Definisi 2.8 [12] Bilangan kompleks 3adalah suatu pasangan terurut bilangan real 

yang dinyatakan dengan 𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖 dimana 𝑎 dan 𝑏 adalah bilangan real, dan 
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𝑖 adalah bilangan3 imajiner yang mempunyai sifat 𝑖2 = −1. Bilangan real 𝑎 

disebut juga bagian real dari bilangan kompleks dan bilangan real 𝑏 disebut 

bagian imajiner dari bilangan3 kompleks. 

Berikut ini adalah beberapa operasi pada  bilangan kompleks: 

1. Penjumlahan3 bilangan kompleks 

Untuk bilangan kompleks 𝑧1 = 𝑎1 + 𝑏1𝑖 dan 𝑧2 = 𝑎2 + 𝑏2𝑖 jumlah 

didefinisikan sebagai berikut: 

𝑧1 + 𝑧2 = (𝑎1 + 𝑏1𝑖) + (𝑎2 + 𝑏2𝑖)  

= (𝑎1 + 𝑎2) + (𝑏1 + 𝑏2)𝑖  

2. Pengurangan bilangan kompleks 

Untuk bilangan kompleks 𝑧1 = 𝑎1 + 𝑏1𝑖 dan 𝑧2 = 𝑎2 + 𝑏2𝑖 pengurangan 

didefinisikan sebagai berikut: 

𝑧1 − 𝑧2 = (𝑎1 + 𝑏1𝑖) − (𝑎2 + 𝑏2𝑖)  

= (𝑎1 − 𝑎2) + (𝑏1 − 𝑏2)𝑖  

3. Pembagian bilangan kompleks 

Untuk bilangan kompleks 𝑧1 = 𝑎1 + 𝑏1𝑖 dan 𝑧2 = 𝑎2 + 𝑏2𝑖 pembagian 

didefinisikan sebagai berikut: 

𝑧1
𝑧2
=
𝑎1 + 𝑏1𝑖

𝑥2 + 𝑖𝑦2
 ×
𝑎2 − 𝑏2𝑖

𝑎2 − 𝑏2𝑖
 

=
𝑎1𝑎2 − 𝑎1𝑏2𝑖 + 𝑎2𝑏1𝑖 − 𝑏1𝑏2𝑖

2

𝑎22 − 𝑎2𝑏2 + 𝑎2𝑏1𝑖 − 𝑏2
2𝑖2

 

=
𝑎1𝑎2 + (𝑎2𝑏1 − 𝑎1𝑏2)𝑖 + 𝑏1𝑏2

𝑎2
2 + 𝑏2

2  

=
𝑎1𝑎2 + 𝑏1𝑏2

 𝑎22 + 𝑏2
2 + 

(𝑎2𝑏1 − 𝑎1𝑏2)𝑖

𝑎22 + 𝑏2
2  

4. Perkalian bilangan kompleks 

Untuk bilangan kompleks 𝑧1 = 𝑥1 + 𝑖𝑦1 dan 𝑧2 = 𝑥2 + 𝑖𝑦2 jumlah 

didefinisikan sebagai berikut: 

𝑧1𝑧2 = (𝑎1 + 𝑏1𝑖)(𝑎2 − 𝑏2𝑖)  

 = 𝑎1𝑎2 + 𝑎1𝑏2𝑖 + 𝑎2𝑏1𝑖 + 𝑏1𝑏2𝑖
2  

 = 𝑎1𝑎2 + (𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1)𝑖 − 𝑏1𝑏2  
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 = (𝑎1𝑎2 − 𝑏1𝑏2) + (𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1)𝑖 

2.6 Perpangkatan Bilangan Kompleks  

Notasi 𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖 pada bilangan kompleks dapat juga dinyatakan denngan 

𝑧 = (𝑎, 𝑏). Dalam koordinat polar, bilangan kompleks 𝑧 = (𝑎, 𝑏) dinyatakan 

dalam 𝑟 dan 𝜃 yaitu 𝑧 = (𝑟, 𝜃) [13]. Adapun hubungan antara keduanya (𝑎, 𝑏) 

dan (𝑟, 𝜃) adalah: 

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃, 𝑏 = 𝑟 sin 𝜃  dengan 𝜃 = 𝑎𝑟𝑐 tan (
𝑏

𝑎
) dan 𝑟 = |𝑧| = √𝑎2 + 𝑏2. 

Jadi, bentuk polar bilangan kompleks 𝑧 = (𝑟, 𝜃) = 𝑟(cos𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) dan 

akar sekawan dari 𝑧 adalah 𝑧 = (𝑟, −𝜃) = 𝑟(cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃). 

Jika 𝑧1 = 𝑟1(cos𝜃1 + 𝑖 sin 𝜃1) dan 𝑧2 = 𝑟2(cos𝜃2 + 𝑖 sin 𝜃2), maka diperoleh 

hasil perkalian keduanya sebagai berikut: 

𝑧1𝑧2 = [𝑟1(cos𝜃1 + 𝑖 sin 𝜃1)][𝑟2(cos𝜃2 + 𝑖 sin 𝜃2)]  

𝑧1𝑧2 = 𝑟1𝑟2[(cos 𝜃1 cos 𝜃2 − sin 𝜃1 sin 𝜃2) + 𝑖(sin 𝜃1 cos𝜃2 + cos𝜃1 sin 𝜃2)]  

𝑧1𝑧2 = 𝑟1𝑟2[cos(𝜃1 + 𝜃2) + 𝑖 sin(𝜃1 + 𝜃2)]  

Jika diketahui: 

𝑧1 = 𝑟1(cos𝜃1 + 𝑖 sin 𝜃1)  

𝑧2 = 𝑟2(cos𝜃2 + 𝑖 sin 𝜃2)  

 ⋮  

𝑧𝑛 = 𝑟𝑛(cos𝜃2 + 𝑖 sin 𝜃𝑛), untuk 𝑛 bilangan asli 

Maka diperoleh hasil perkalian: 

𝑧1𝑧2…𝑧𝑛 = 𝑟1𝑟2…𝑟𝑛[cos(𝜃1 + 𝜃2 +⋯𝜃𝑛) + 𝑖 sin(𝜃1 + 𝜃2 +⋯+ 𝜃𝑛)] 

 Akibatnya jika, 𝑧 = 𝑟(cos𝜃 − 𝑖 sin 𝜃) maka 

𝑧. 𝑧. 𝑧 … 𝑧⏟      
𝑛 kali

= 𝑟. 𝑟. 𝑟 … 𝑟⏟      
𝑛 kali

[cos(𝜃 + 𝜃 +⋯+ 𝜃) + 𝑖(sin(𝜃 + 𝜃 +⋯+ 𝜃)) 

𝑧𝑛 = 𝑟𝑛(cos𝑛𝜃 + 𝑖 sin 𝑛𝜃) (2.2) 

2.7 Trace Matriks 

Definisi 2.9 [2] Misalkan 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗] suatu matriks persegi berukuran 𝑛 × 𝑛, maka 

trace dari matriks 𝐴 didefinisikan sebagai jumlah dari elemen diagonal matriks 𝐴 

dan dinotasikan dengan 𝑡𝑟(𝐴). Dinyatakan bahwa trace matriks 𝐴 adalah: 
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𝑡𝑟(𝐴) = ∑ 𝑎𝑖𝑗
𝑛
𝑖=1   (2.3) 

 

Contoh 2.4 Diberikan matriks 3 × 3 sebagai berikut 𝐴 = [
−1 3 5
5 6 0
−2 1 4

] hitunglah 

nilai trace dari matriks 𝐴 ? 

Penyelesaian: 

𝑡𝑟(𝐴) = 𝑎11 + 𝑎22+𝑎33  

= −1 + 6 + 4  

= 9  

Teorema berikut menjelaskan beberapa sifat-sifat trace matriks dari matriks bujur 

sangkar. 

Teorema 2.3 [2] Jika 𝐴 dan 𝐵 adalah matriks bujur sangkar dengan orde yang 

sama dan 𝑐 adalah skalar, maka berlaku: 

a) 𝑡𝑟(𝐴) = 𝑡𝑟(𝐴𝑇) 

b) 𝑡𝑟(𝑐𝐴) = 𝑐. 𝑡𝑟(𝐴) 

c) 𝑡𝑟(𝐴 + 𝐵) = 𝑡𝑟(𝐴) + 𝑡𝑟(𝐵) 

d) 𝑡𝑟(𝐴𝐵) = 𝑡𝑟(𝐵𝐴) 

Bukti: Diberikan matriks 𝐴 dan 𝐵 adalah sebagai berikut: 

𝐴 = [

𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 … 𝑎2𝑛
⋮
𝑎𝑛1

⋮
𝑎𝑛2

⋱
…

⋮
𝑎𝑛𝑛

] 

Maka 

𝑡𝑟(𝐴) = 𝑎11 + 𝑎22+𝑎33 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛 (2.4) 

dan 

𝐵 = [

𝑏11 𝑏12 … 𝑏1𝑛
𝑏21 𝑏22 … 𝑏2𝑛
⋮
𝑏𝑛1

⋮
𝑏𝑛2

⋱
…

⋮
𝑏𝑛𝑛

] 

maka 

𝑡𝑟(𝐵) = 𝑏11 + 𝑏22+𝑏33 +⋯+ 𝑏𝑛𝑛 (2.5) 
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i. Akan ditujukkan bahwa 𝑡𝑟(𝐴) = 𝑡𝑟(𝐴𝑇). Transpose dari matriks 𝐴 yaitu: 

𝐴𝑇 = [

𝑎11 𝑎21 … 𝑎𝑛1
𝑎12 𝑎22 … 𝑎𝑛2
⋮
𝑎1𝑛

⋮
𝑎2𝑛

⋱
…

⋮
𝑎𝑛𝑛

] 

Sehingga diperoleh  

𝑡𝑟(𝐴𝑇) = 𝑎11 + 𝑎22+𝑎33 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛 (2.6) 

Berdasarkan Persamaan (2.5) dan Persamaan (2.7) maka terbukti 𝑡𝑟(𝐴) = 𝑡𝑟(𝐴𝑇). 

ii. Akan ditunjukkan bahwa 𝑡𝑟(𝑐𝐴) = 𝑐. 𝑡𝑟(𝐴), untuk 𝑐 adalah sebarang 

skalar. Diberikan sebagai berikut: 

𝑐𝐴 = [

𝑐𝑎11 𝑐𝑎12 … 𝑐𝑎1𝑛
𝑐𝑎21 𝑐𝑎22 … 𝑐𝑎2𝑛
⋮

𝑐𝑎𝑛1

⋮
𝑐𝑎𝑛2

⋱
…

⋮
𝑐𝑎𝑛𝑛

]  

Sehingga diperoleh 

𝑡𝑟(𝑐𝐴) = 𝑎11 + 𝑎22+𝑎33 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛 

= 𝑐(𝑎11 + 𝑎22+𝑎33 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛) 

= 𝑐. 𝑡𝑟(𝐴) 

(2.7) 

Oleh karena itu terbukti 𝑡𝑟(𝐴) = 𝑐. 𝑡𝑟(𝐴). 

iii. Akan ditunjukkan bahwa 𝑡𝑟(𝐴 + 𝐵) = 𝑡𝑟(𝐴) + 𝑡𝑟(𝐵) berdasarkan 

matriks 𝐴 dan 𝐵, diperoleh: 

𝐴 + 𝐵 = [

𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 … 𝑎2𝑛
⋮
𝑎𝑛1

⋮
𝑎𝑛2

⋱
…

⋮
𝑎𝑛𝑛

] + [

𝑏11 𝑏12 … 𝑏1𝑛
𝑏21 𝑏22 … 𝑏2𝑛
⋮
𝑏𝑛1

⋮
𝑏𝑛2

⋱
…

⋮
𝑏𝑛𝑛

] 

= [

𝑎11 + 𝑏11 𝑎12 + 𝑏12 … 𝑎1𝑛 + 𝑏1𝑛
𝑎21 + 𝑏21 𝑎22 + 𝑏22 … 𝑎2𝑛 + 𝑏2𝑛

⋮
𝑎𝑛1 + 𝑏𝑛1

⋮
𝑎𝑛2 + 𝑏𝑛2

⋱
…

⋮
𝑎𝑛𝑛 + 𝑏𝑛𝑛

] 

Sehingga 

𝑡𝑟(𝐴 + 𝐵) = (𝑎11 + 𝑏11) + (𝑎22 + 𝑏22)+(𝑎33 + 𝑏33) + ⋯+ (𝑎𝑛𝑛 + 𝑏𝑛𝑛) (2.8) 

maka 

𝑡𝑟(𝐴 + 𝐵) = (𝑎11 + 𝑏11) + (𝑎22 + 𝑏22)+(𝑎33 + 𝑏33) + ⋯+ (𝑎𝑛𝑛 + 𝑏𝑛𝑛) 

= 𝑎11 + 𝑏11 + 𝑎22 + 𝑏22 + 𝑎33 + 𝑏33 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛 + 𝑏𝑛𝑛 
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= (𝑎11 + 𝑎22+𝑎33 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛) + (𝑏11 + 𝑏22+𝑏33 +⋯+ 𝑏𝑛𝑛) 

Berdasarkan Persamaan (2.5) dan Persamaan (2.6) maka terbukti 𝑡𝑟(𝐴 + 𝐵) +

𝑡𝑟(𝐴) + 𝑡𝑟(𝐵) 

iv. Akan ditunjukkan bahwa 𝑡𝑟(𝐴𝐵) = 𝑡𝑟(𝐵𝐴). Dari matriks 𝐴 dan 𝐵 maka 

diperoleh: 

𝐴𝐵 = [

𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 … 𝑎2𝑛
⋮
𝑎𝑛1

⋮
𝑎𝑛2

⋱
…

⋮
𝑎𝑛𝑛

] [

𝑏11 𝑏12 … 𝑏1𝑛
𝑏21 𝑏22 … 𝑏2𝑛
⋮
𝑏𝑛1

⋮
𝑏𝑛2

⋱
…

⋮
𝑏𝑛𝑛

] 

= [

𝑎11𝑏11 + 𝑎12𝑏21 + ⋯+ 𝑎1𝑛𝑏𝑛1 𝑎11𝑏12 + 𝑎12𝑏22 + ⋯+ 𝑎1𝑛𝑏𝑛2 … 𝑎11𝑏1𝑛 + 𝑎12𝑏2𝑛 + ⋯+ 𝑎1𝑛𝑏𝑛𝑛
𝑎21𝑏11 + 𝑎22𝑏21 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑏𝑛1 𝑎21𝑏12 + 𝑎22𝑏22 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑏𝑛2 … 𝑎21𝑏1𝑛 + 𝑎22𝑏2𝑛 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑏𝑛𝑛

⋮
𝑎𝑛1𝑏11 + 𝑎𝑛2𝑏21 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑏𝑛1

⋮
𝑎𝑛1𝑏12 + 𝑎𝑛2𝑏22 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑏𝑛2

⋱
…

⋮
𝑎𝑛1𝑏1𝑛 + 𝑎𝑛2𝑏2𝑛 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑏𝑛𝑛

] 

Sehingga 

𝑡𝑟(𝐴𝐵) = (𝑎11𝑏11 + 𝑎12𝑏21 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑏𝑛1) + (𝑎21𝑏12 + 𝑎22𝑏22 +

⋯+ 𝑎2𝑛𝑏𝑛2) + ⋯+ (𝑎𝑛1𝑏1𝑛 + (𝑎𝑛2𝑏2𝑛 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑏𝑛𝑛)  
(2.9) 

Selanjutnya untuk 

𝐵𝐴 = [

𝑏11 𝑏12 … 𝑏1𝑛
𝑏21 𝑏22 … 𝑏2𝑛
⋮
𝑏𝑛1

⋮
𝑏𝑛2

⋱
…

⋮
𝑏𝑛𝑛

] [

𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 … 𝑎2𝑛
⋮
𝑎𝑛1

⋮
𝑎𝑛2

⋱
…

⋮
𝑎𝑛𝑛

] 

= [

𝑏11𝑎11 + 𝑏12𝑎21 + ⋯+ 𝑏1𝑛𝑎𝑛1 𝑏11𝑎12 + 𝑏12𝑎22 +⋯+𝑏1𝑛𝑎𝑛2 … 𝑏11𝑎1𝑛 + 𝑏12𝑎2𝑛 + ⋯+ 𝑏1𝑛𝑎𝑛𝑛
𝑏21𝑎11 + 𝑏22𝑎21 +⋯+ 𝑏2𝑛𝑎𝑛1 𝑏21𝑎12 + 𝑏22𝑎22 +⋯+ 𝑏2𝑛𝑎𝑛2 … 𝑏21𝑎1𝑛 + 𝑏22𝑎2𝑛 +⋯+ 𝑏2𝑛𝑎𝑛𝑛

⋮
𝑏𝑛1𝑎11 + 𝑏𝑛2𝑎21 +⋯+ 𝑏𝑛𝑛𝑎𝑛1

⋮
𝑏𝑛1𝑎12 + 𝑏𝑛2𝑎22 + ⋯+ 𝑏𝑛𝑛𝑎𝑛2

⋱
…

⋮
𝑏𝑛1𝑎1𝑛 + 𝑏𝑛2𝑎2𝑛 +⋯+ 𝑏𝑛𝑛𝑎𝑛𝑛

] 

Sehingga 

𝑡𝑟(𝐵𝐴) = (𝑏11𝑎11 + 𝑏12𝑎21 +⋯+ 𝑏1𝑛𝑎𝑛1) + (𝑏21𝑎12 + 𝑏22𝑎22 +

⋯+ 𝑏2𝑛𝑎𝑛2) + ⋯+ (𝑏𝑛1𝑎1𝑛 + (𝑏𝑛2𝑎2𝑛 +⋯+ 𝑏𝑛𝑛𝑎𝑛𝑛)  

 

(2.10) 

 

= 𝑏11𝑎11 + 𝑏12𝑎21 +⋯+ 𝑏1𝑛𝑎𝑛1 + 𝑏21𝑎12 + 𝑏22𝑎22 +⋯+ 𝑏2𝑛𝑎𝑛2 + 

𝑏𝑛1𝑎1𝑛 + 𝑏𝑛2𝑎2𝑛 +⋯+ 𝑏𝑛𝑛𝑎𝑛𝑛  

= 𝑎11𝑏11 + 𝑎12𝑏21 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑏𝑛1 + 𝑎21𝑏12 + 𝑎22𝑏22 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑏𝑛2 + 

𝑎𝑛1𝑏1𝑛 + 𝑎𝑛2𝑏2𝑛 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑏𝑛𝑛 

= (𝑎11𝑏11 + 𝑎12𝑏21 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑏𝑛1) + (𝑎21𝑏12 + 𝑎22𝑏22 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑏𝑛2)

+⋯+ (𝑎𝑛1𝑏1𝑛 + (𝑎𝑛2𝑏2𝑛 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑏𝑛𝑛) 

Berdasarkan Persamaan (2.11) maka terbukti bahwa 𝑡𝑟(𝐴𝐵) = 𝑡𝑟(𝐵𝐴) 
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Contoh 2.5 Tentukan 𝑡𝑟(𝐴)4 dari 𝐴 = [
2 4 −1
−1 3 1
5 1 2

]. 

Penyelesaian: 

Untuk mendapatkan trace dari matriks 𝐴 diatas, maka matriks tersebut harus 

dikalikan sebanyak 4 kali, sebagai berikut: 

𝐴2 = 𝐴 ∙ 𝐴 = [
2 4 −1
−1 3 1
5 1 2

] . [
2 4 −1
−1 3 1
5 1 2

] = [
−5 19 0
0 6 6
19 25 0

] 

𝐴3 = 𝐴2 ∙ 𝐴 = [
−5 19 0
0 6 6
19 25 0

] . [
2 4 −1
−1 3 1
5 1 2

] = [
−29 37 24
24 24 18
13 151 6

] 

𝐴4 = 𝐴3 ∙ 𝐴 = [
−29 37 24
24 24 18
13 151 6

] . [
2 4 −1
−1 3 1
5 1 2

] = [
25 19 114
114 186 36
−95 511 150

] 

Sehingga diperoleh : 

𝑡𝑟(𝐴)4 = 25 + 186 + 36 = 361.  

2.8 Induksi Matematika  

Induksi matematika merupakan salah satu cara dalam membuktikan sebuah 

pernyataan tertentu berlaku untuk setiap bilangan asli. Induksi matematika 

merupakan teknik pembuktian yang baku dalam matematika. Melalaui induksi 

matematika dapat mengurangi langkah-langkah pembuktian bahwa semua 

bilangan bulat termasuk ke dalam suatu himpunan kebenaran dengan sejumlah 

langkah terbatas. 

Definisi 2.10 [14] Misalkan 𝑝(𝑛) adalah menyatakan suatu pernyataan bilangan 

bulat positif dan akan dibuktikan bahwa pernyataan 𝑝(𝑛) tersebut benar untuk 

semua bilangan positif 𝑛, maka untuk membuktikan pernyataan ini digunakan 

aturan sebagai berikut: 

1. Akan ditunjukkan 𝑝(1) benar, dan 

2. Jika 𝑝(𝑛) benar, maka 𝑝(𝑛 + 1) juga benar untuk 𝑛 ≥ 1. 

Sehinggga 𝑝(𝑛) benar untuk semua bilangan bulat positif 𝑛. 

Langkah 1 dinamakan basis induksi, sedangkan langkah 2 dinamakan 

langkah induksi. Langkah induksi berisi asumsi (andaian) yang menyatakan 

bahwa 𝑝(𝑛) benar. Dan akan dibuktikan untuk 𝑝(𝑛 + 1) juga benar, asumsi 
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tersebut dinamakan hipotesis induksi. Bila sudah ditunjukkan kedua langkah 

tersebut benar maka sudah dibuktikan bahwa 𝑝(𝑛) benar untuk semua bilangan 

bulat positif 𝑛. 

Basis induksi digunakan untuk memperlihatkan bahwa pernyataan tersebut 

benat bilangan 𝑛 diganti dengan 1, yang merupakan bilangan bulat positif terkecil. 

Kemudian kita harus perlihatkan bahwa implikasi 𝑝(𝑛) → 𝑝(𝑛 + 1) benar untuk 

setiap bilangan bulat positif. Untuk membuktikan implikasi tersebut benar untuk 

setiap bilangan bulat positif 𝑛, kita perlu menunjukkan bahwa 𝑝(𝑛 + 1) tidak 

mungkin salah bila 𝑝(𝑛) benar. Hal ini diselesaikan dengan cara memperlihatkan 

bahwa berdasarkan hipotesis 𝑝(𝑛) benar maka 𝑝(𝑛 + 1) juga harus benar.  

Contoh 2.7 Diberikan barisan (𝑥𝑛) yang didefinisikan secara rekursif berikut 

𝑥1 = 1, 𝑥2 = 1 

𝑥𝑛+1 =
1

2
(𝑥𝑛 + 𝑥𝑛−1) untuk 𝑛 > 1 

Misalkan 𝑝(𝑛): 𝑥𝑛+1 =
1

2
(𝑥𝑛 + 𝑥𝑛+1), 1 ≤ 𝑥𝑛 ≤ 2. Buktikan 𝑝(𝑛) berlaku untuk 

semua 𝑛 ∈ 𝑁. 

Bukti: Kita terapkan prinsip induksi matematika 

i. Untuk 𝑛 = 1, diketahui 𝑥1 = 1. Jadi 𝑝(1) benar. 

ii. Diasumsikan 𝑝(1), 𝑝(2),… , 𝑝(𝑘) benar, yaitu berlaku 1 ≤ 𝑥1 ≤ 2, 1 ≤

𝑥2 ≤ 2, 1 ≤ 𝑥3 ≤ 2, … , 1 ≤ 𝑥𝑘−1 ≤ 2, 1 ≤ 𝑥𝑘 ≤ 2. Dari dua ketaksamaan 

terakhir 1 ≤ 𝑥𝑘−1 ≤ 2, 1 ≤ 𝑥𝑘 ≤ 2 bila dijumlahkan diperoleh 

2 ≤ (𝑥𝑘 + 𝑥𝑘−1) ≤ 4, 1 ≤
1

2
(𝑥𝑘 + 𝑥𝑘−1) = 𝑥𝑘+1 ≤ 2 

Ini berarti 𝑝(𝑘 + 1) benar. Jadi terbukti 𝑝(𝑛) berlaku untuk semua 𝑛 ∈ 𝑁. 
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BAB III  

METODE PENELITIAN 

 

Metode penelitian merupakan langkah-langkah yang digunakan penulis dalam 

menyelesaikan tugas akhir ini untuk mendapatkan bentuk umum trace matriks 

khusus 𝑛 × 𝑛, 𝑛 ≥ 3 berpangkat bilangan bulat positif. Adapun langkah-langkah 

yang digunakan adalah sebagai berikut: 

1. Diberikan matriks kompleks bentuk khusus 𝐴𝑛 Persamaan (1.1). 

2. Menentukan perpangkatan matriks (𝐴𝑛)
𝑚 untuk 3 ≤ 𝑛 ≤ 10 dan 2 ≤ 𝑚 ≤ 8. 

3. Menduga bentuk umum perpangkatan matriks (𝐴𝑛)
𝑚. 

4. Membuktikan bentuk umum (𝐴𝑛)
𝑚 menggunakan induksi matematika. 

5. Membuktikan bentuk umum 𝑡𝑟(𝐴𝑛)
𝑚 menggunakan pembuktian langsung. 

6. Mengaplikasikan bentuk umum perpangkatan matriks (𝐴𝑛)
𝑚 pada contoh. 

7. Mengaplikasikan bentuk umum 𝑡𝑟(𝐴𝑛)
𝑚 pada contoh. 

 



 

32 

 

BAB V  

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan tentang trace matriks kompleks bentuk khusus 

𝑛 × 𝑛, 𝑛 ≥ 3 berpangkat bilangan bulat positif yang dipaparkan dalam Bab IV 

berbentuk: 

𝐴𝑛 =

[
 
 
 
 
𝑎 + 𝑏𝑖 0 ⋯ 0 𝑎 + 𝑏𝑖
0 0 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋯ ⋮ ⋮
0 0 ⋱ 0 0

𝑎 + 𝑏𝑖 0 ⋯ 0 𝑎 + 𝑏𝑖]
 
 
 
 

, ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑖 = 𝑖𝑚𝑎𝑗𝑖𝑛𝑒𝑟, 

maka diperoleh: 

1. Bentuk umum matriks kompleks (𝐴𝑛)
𝑚 berpangkat bilangan bulat positif 

sebagai berikut 

(𝐴𝑛)
𝑚 = (2𝑎 + 2𝑏𝑖)𝑚−1 ∙

[
 
 
 
 
𝑎 + 𝑏𝑖 0 ⋯ 0 𝑎 + 𝑏𝑖
0 0 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋯ ⋮ ⋮
0 0 ⋱ 0 0

𝑎 + 𝑏𝑖 0 ⋯ 0 𝑎 + 𝑏𝑖]
 
 
 
 

 

= (2𝑎 + 2𝑏𝑖)𝑚−1 ∙ 𝐴𝑛, untuk 𝑛 ≥ 3. 

2. Bentuk umum trace matriks (𝐴𝑛)
𝑚 dengan 𝑚 bilangan bulat positif sebagai 

berikut 

𝑡𝑟(𝐴𝑛)
𝑚 = (2𝑎 + 2𝑏𝑖)𝑚. 

5.2 Saran 

Tugas akhir ini membahas mengenai trace matriks kompleks bentuk khusus 

𝑛 × 𝑛, 𝑛 ≥ 3 berpangkat bilangan bulat positif. Maka dari itu, penulis 

menyarankan untuk mengembangkan penelitian lebih lanjut mengenai trace 

matriks kompleks dengan bentuk khusus lainnya.  
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