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ABSTRAK 

 
Tugas akhir ini membahas tentang trace matriks simetris berbentuk khusus n x n berpangkat 

bilangan bulat positif. Untuk memperoleh bentuk umum trace dari matiks simetris n x n 

berpangkat bilangan bulat positif tersebut dengan cara menentukan perpangkatan matriks simetris 

dari 
2

6A  sampai 
10

6A  , 
2

7A  sampai 
10

7A  , 
2

8A  sampai 
10

8A . Selanjutnya menduga bentuk umum 

perpangkatan matriks 
m

nA  dan dibuktikan menggunakan induksi matematika. Setelah diperoleh 

bentuk umum perpangkatan matriks simetris 
m

nA  maka diperoleh trace matriks simetris
m

nA . 

Diberikan aplikasi dari bentuk umum yang diperoleh dengan cotoh soal.  
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ABSTRACT 

 

This final project discusses the general form of the power of a symmetric matrix     of the 

power of positif integer. To get the general form  trace of the symmetric matrix positif integer 

power  of      special matrices, by determining the power of the symmetric matrix 
2

6A  to 
10

6A  , 

2

7A  to 
10

7A  , 
2

8A  to 
10

8A . Then we get  the general form of the exponent matrix
m

nA  and proved 

using mathematical induction. After obtaining the power of a symmetric matrikx 
m

nA  then 

obtained trace of the symmetric matrix. Given the application of the general form obtained by 

example problems.  
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BAB I  

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Matriks memiliki beberapa jenis diantaranya adalah matriks identitas, 

matriks bujursangkar, matriks segitiga, matriks simetris dan lain sebagainya. 

Terdapat beberapa operasi yaitu penjumlahan, perkalian, pengurangan, serta 

determinan, invers, trace matriks dan lain sebagainya. 

Pembahasan kali ini mengenai trace matriks dari matriks yang berpangkat. 

Untuk mendapatkan trace matriks berpangkat yang pertama harus dilakukan 

adalah matriks tersebut harus di pangkatkan sampai pada pangkat yang 

diinginkan. Setelah bentuk perpangkatan diperoleh maka langkah selanjutnya 

adalah menjumlahkan entri-entri diagonal utama pada matriks tersebut didapatlah 

hasil trace matriks berpangkat tersebut. 

Beberapa penelitian sebelumnya telah membahas tentang trace matriks 

berpangkat, diantaranya [1] pada tahun 2015 membahan tentang persamaan 

bentuk umum trace matriks real 22  berpangkat bilangan bulat positif. Adapun 

bentuk umum pada trace matriks real 22  berpangkat bilangan bulat positif 

yaitu: 
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Penelitian tahun 2020 [2] membahas mengenai trace matriks berbentuk 

khusus 33  berpangkat bilangan bulat positif. Matriks yang digunakan dalam 

penelitiannya adalah: 
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dengan Rba , , penelitian tersebut memperoleh hasil trace matriks 

berpangkat bilangan bulat positif yaitu: 
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Selanjutnya penelitian yang dilakukan pada tahun 2021 oleh [3] dimana 

penelitian tersebut membahas mengenai trace matriks 33  berpangkat bilangan 

bulat. Matriks yang digunakan yaitu: 
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 ,,,3 , Adapun hasil yang didapatkan adalah: 
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n . 

 Selanjutnya penelitian pada tahun 2019 oleh [4] dimana penelitian tersebut 

membahas mengenai trace matriks toeplitz tridiagonal 33  berpangkat bilangan 

bulat positif. Matriks yang digunakan yaitu: 
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Selanjutnya penelitian pada tahun 2019 oleh [5] dimana penelitian tersebut 

membahas mengenai trace matriks toeplitz simetris berbentuk khusus 33  

berpangkat bilangan bulat positif. Matriks yang digunakan yaitu: 
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Penelitian tahun 2020 oleh [6] membahas mengenai trace matriks 

kompleks berbentuk khusus 33  berpangkat bilangan bulat. Matriks yang 

digunakan yaitu: 
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 ,,33  dengan i=imajiner. Adapun hasil yang 

didapatkan adalah: 

   nn
biaAtr  33 . 

Tahun 2020 [7] melakukan penelitian dengan pembahasan trace matriks 

segitiga     berpangkat bilangan bulat. Adapun bentuk matriksnya yaitu: 
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Tahun 2020 [8] melakukan penelitian yang sama dengan [7] namun dengan 

ordo yang berbeda yaitu     berpangkat bilangan bulat negatif. Adapun bentuk 

matriksnya yaitu: 

























 edcba

a

ba

cba

dcba

edcba

A ,,,,,

0000

000

00

0

4

























 edcba

abcde

abcd

abc

ab

a

B ,,,,,

0

00

000

0000

4 . Adapun hasil yang diperoleh adalah: 
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Tahun 2021 [9] melakukan penelitian masih pada pembahasan trace matriks 

berpangkat. Namun pada penelitian kali ini berbeda dengan penelitian 

sebelumnya. Dimana pada penelitian sebelumnya membahas tentang matriks real 

secara umum sedangkan pada penelitian ini membahas matriks simetris bentuk 

khusus dengan ordo 33 . Matriks simetris yang digunakan adalah: 

0,,
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0

0

33 
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A . Adapun hasilnya bentuk umum trace matriks 

simetris 33  berpangkat bilangan bulat sebagai berikut: 
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, n  bilangan bulat negatif . 

Masih pada tahun yang sama 2021 [10] melakukan penelitian dengan 

pembahasan trace matriks berpangkat juga. Akan tetapi penelitian ini memiliki 

perbedaan yang terletak pada ordo yang diperbesar, yaitu dengan menggunakan 

ordo 44 . Adapun bentuk matriksnya yaitu: 
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A . Adapun hasil yang diperoleh dari penelitian 

tersebut yaitu: 
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, n  bilangan bulat negatif . 

Penelitian [11] sama halnya dengan [9] dan [10] yaitu membahas mengenai 

trace matriks berpangkat. Tetapi pada penelitian ini menggunakan ordo yang 

diperbesar lagi dari penelitian sebelumnya yaitu 55 . Bentuk matriksnya sebagai 

berikut: 
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, n  bilangan bulat negatif . 

Berdasarkan dari beberapa uraian diatas, penulis tertarik untuk membahas 

mengenai trace matriks simetris berbentuk khusus yang dibahas oleh [9], [10] dan 

[11], tetapi dengan ukuran yang diperbesar sampai nn  dengan pangkat 

bilangan bulat positif. Maka judul pada tugas akhir ini ialah 

“Trace Matriks Simetris Berbentuk Khusus nn  Berpangkat Bilangan 

Bulat Positif’’. 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang diatas maka didapatkan suatu rumusan masalah 

yaitu bagaimana bentuk umum dari trace matriks simetris berbentuk khusus 

nn  berpangkat bilangan bulat positif ? 

1.3 Batasan Masalah 

Batasan masalah pada tugas akhir ini adalah trace matriks simetris 

berbentuk khusus nn  berpangkat bilangan bulat positif yang berbentuk sebagai 

berikut: 

0,

0

0

0
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1.4 Tujuan Penelitian 

Tujuan penelitian pada tugas akhir ini adalah mendapatkan bentuk umum 

trace matriks simetris berbentuk khusus nn  dari Persamaan (1.1) berpangkat 

bilangan bulat positif. 

1.5 Manfaat Penelitian 

Adapun beberapa manfaat dari penulisan ini adalah: 

1. Memberikan wawasan kepada penulis dan pembaca tentang trace matriks 

simetris berbentuk khusus nn  berpangkat bilangan bulat positif. 

2. Sebagai referensi baru dalam dunia pendidikan tepatnya pada bidang 

matematika. 

1.6 Sistematika Penelitian 

Adapun sistematika pada penulisan penelitian ini yaitu: 

BAB I  PENDAHULUAN 

Pada bab ini berisikan tentang latar belakang, rumusan masalah, 

batas masalah, tujuan masalah, manfaat penelitian dan sistematika 

penulisan. 

BAB II LANDASAN TEORI 

Bab ini menjelaskan landasan teori yang digunakan yaitu matriks 

simetris, perkalian matriks, perpangkatan matriks, trace matriks, 

trace matriks berpangkat dan induksi matematika. 

BAB III METODOLOGI PENELITIAN 

Bab ini berisikan tahapan-tahapan yang digunakan untuk 

menentukan bentuk umum dari trace matriks simetris berbentuk 

khusus nn  berpangkat bilangan bulat positif.  

BAB IV PEMBAHASAN 

Bab ini menjelaskan dalam mendapatkan bentuk umum trace 

matriks simetris nn  berbentuk khusus berpangkat bilangan bulat 

positif.  

BAB V PENUTUP 

Bab ini berisikan kesimpulan dari semua pembahasan pada tugas 

akhir ini dan saran dari penulis. 
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BAB II  

LANDASAN TEORI 

 

Pada bagian ini akan dibahas teori pendukung untuk menyelesaikan 

permasalahan dalam penelitian ini. 

2.1 Matriks Simetris 

Definisi 2.1 [12] Suatu matriks bujursangkar A  adalah simetris (symmetric) jika 

TAA  . 

Definisi 2.2 [12] Jika A  adalah matriks nm , maka transpos dari A (transpose 

of A ), dinyatakan dengan TA , didefinisikan sebagai matriks mn  yang 

didapatkan dengan mempertukarkan baris-baris dan kolom-kolom dari A ; 

sehingga kolom pertama dari TA  adalah baris pertama dari A , kolom kedua dari 

TA  adalah baris kedua dari A , dan seterusnya.  

Contoh 2.1 Diberikan suatu matriks B  dengan ukuran 33 . Tentukan TB ! 

Penyelesaian: 



















454

575

456

B  maka diperoleh 



















454

575

456
TB  

Teorema 2.1 [7] Jika A  dan B  adalah matriks-matriks simetris dengan ukuran 

yang sama, dan jika k  adalah skalar sebarang, maka: 

1. TA  adalah simetris 

2. BA   dan BA   adalah simetris 

3. kA  adalah simetris 

Contoh 2.2 Diberikan matriks 



















012

151

211

A , dan 



















1230

463

032

B maka tentukan 

i. A  dan B  adalah simetris 

ii. BA   dan BA   adalah simetris 

iii. kA  dan kB  adalah simetris 
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Penyelesaian: 

i. Akan dibuktikan bahwa A  dan B  adalah simetris 

Diberikan 



















013

151

311

A  diperoleh 



















0 13

151

311

  TA  sehingga TAA   

dan  

Diberikan 



















1230

363

032

B diperoleh 



















1230

363

032
TB sehingga TBB   

Dapat dilihat bahwa TAA   dan TBB  ,maka matriks A  dan B  adalah matriks 

simetris. 

ii. Akan dibuktikan bahwa BA   dan BA   adalah simetris 

a. Akan ditunjukkan bahwa  TBABA    























































12152

151115

2151

12110

11611

0112

042

454

241

BA , sehingga 

 


















12152

151115

2151
T

BA  

b. Akan dibuktikan bahwa  TBABA    





























































1272

717

273

12110

11611

0112

042

454

241

BA , sehingga 

 
























1272

717

273
T

BA  

Dari hasil yang diperoleh  TBABA   dan  TBABA   maka terbukti 

BA   dan BA   adalah simetris. 
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iii. Akan dibuktikan kA  dan kB  adalah simetris. 





































092

959

29

092

959

291

kk

kkk

kkk

kkA

 

, maka  

 


















092

959

29

kk

kkk

kkk

kA
T  sehinggan  TkAkA   

dan 

 





































kkk

kkk

kkk

kkB

12188

18618

8182

12188

18618

8182

, maka 

 


















kkk

kkk

kkk

kB
T

12188

18618

8182

 

sehingga  TkBkB  . 

Dari hasil perolehan diatas maka kA  dan kB  terbukti adalah simetris. 

2.2 Perkalian Matriks 

Perkalian matriks terdiri dua cara ialah perkalian matriks dengan skalar dan 

perkalian matriks dengan matriks. 

2.2.1 Perkalian Matriks dengan Skalar 

Definisi 2.3 [12] Jika A  adalah matriks sebarang dan c  adalah skalar sebarang, 

maka hasilkali-nya (product) cA  adalah matriks yang diperoleh dari perkalian 

setiap entri pada matriks A  dengan bilangan c . Matriks cA  disebut sebagai 

kelipatan scalar (scalar multiple) dari A . 

Contoh 2.3 Diberikan Matriks 









48152

4795
A  dan 4k  

Penyelesaian: 




















)4(4)8(4)15(4)2(4

)4(4)7(4)9(4)5(4

48152

4795
4kA

. 

 









1632608

16283620
. 
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2.2.2 Perkalian Matriks dengan Matriks 

Definisi 2.4 12] Jika A  adalah matriks rm  dan B  adalah matriks nr  maka 

hasilkali (product) AB  adalah matriks nm  yang entri-entrinya ditentukan 

sebagai berikut. Untuk mencari entri pada baris i  dan kolom j  dari AB , 

pisahkanlah baris i  dari matriks A  dan kolom j  dari matriks B . Kalikan entri-

entri yang bersesuaian dari baris dan kolom tersebut dan kemudian jumlahkan 

hasil yang diperoleh. 

Contoh 2.4 Diberikan matriks 



















912

876

463

A dan 



















4125

1198

572

B  tentukan 

perkalian matriks A  dan B ! 

Penyelesaian: 























































5713157

143201108

8912374

4125

1198

572

912

876

463

AB  . 

2.3 Perpangkatan Matriks 

Definisi 2.5 [12] Jika A  adalah matriks bujursangkar, maka definisi dari pangkat 

integer taknegatif dari A  adalah: 

                ⏟    
        

      . 

Selanjutnya jika A  dibalik, maka definisi dari pangkat integer negative dari A  

adalah : 

                         ⏟        
        

 

 

 

Contoh 2.5 Diberikan suatu matriks 



























4132

1504

0323

0021

A  tentukan 
2A  dan 

3A ! 
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Penyelesaian:  

Dengan menggunakan aturan perkalian matriks maka diperoleh: 



















































































18151415

924626

31011

2665

4132

1504

1323

0021

4132

1504

1323

0021

2 AAA

 

dan  

.

76544727

5511140125

9411676

82687

4132

1504

1323

0021

18151415

924626

31011

2665

23



















































































 AAA

 

2.4 Trace Matriks 

Definisi 2.6 [12] Jika A  adalah sebuah matriks bujursangkar, maka trace dari A

(trace of A ), yang dinyatakan sebagai A)(tr , didefinisikan sebagai jumlah entrì-

entri pada diagonal utama A , trace dari A  tidak dapat didefinisikan jika A  

bukan bujursangkar. 

Contoh 2.6 Diberikan matriks 





















3240

1120

15593

4131

A . Hitunglah A)(tr
 dan )A( 2tr ! 
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Penyelesaian: 

Dengan menggunakan Definisi (2.6), maka A)(tr dan )A( 2tr  adalah sebagai 

berikut: 

143191)( Atr  

untuk menentukan 
2)(Atr  , maka matriks A  harus dikalikan terlebih dahulu 











































3240

1120

15593

4131

3240

1120

15593

4131

2 AAA

 

 





















71283212

3413246

1978316030

62254810

 maka diperoleh:

 

  254711316010
2

Atr . 

2.5 Trace Matriks Berpangkat Bilangan Bulat Positif 

Pembahasan mengenai bentuk umum trace matrik berpangkat dibahas oleh [11], 

pada penelitian tersebut membahas tentang trace matriks simetris 55 berpangkat 

bilangan bulat. Untuk mendapatkan bentuk umum tersebut. Berikut langkat-

langkah untuk mendapatkannya sebagai berikut: 

a. Diberikan matriks simetris 0,

0

0

0

0

0

5 























 bRb

bbbb

bbbb

bbbb

bbbb

bbbb

A  

b. Menentukan 2

5A
 
sampai 10

5A  

c. Diduga bentuk umum  n
A5

, untuk n  positif 

Maka diperoleh dugaan : 
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bbbbb

bbbbb

bbbbb

bbbbb

bbbbb

A

5

414

5

14

5

14

5

14

5

14

5

14

5

414

5

14

5

14

5

14

5

14

5

14

5

414

5

14

5

14

5

14

5

14

5

14

5

414

5

14

5

14

5

14

5

14

5

14

5

414

11111

11111

11111

11111

11111

5

  

d. Pendugaan bentuk diatas akan dibuktikan dengan induksi matematika yang 

disajikan pada Teorema berikut: 

Teorema 2.2 Diberikan matriks dengan bentuk 0,

0

0

0

0

0

5 























 bRb

bbbb

bbbb

bbbb

bbbb

bbbb

A  

maka: 
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Anp

5

414
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5

14

5
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5

414

5

14

5

14

5

14

5
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5

14

5

414

5

14

5

14

5

14

5

14

5

14

5

414

5

14

5

14

5

14

5

14

5

14

5

414

:

11111

11111

11111

11111

11111

5
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i. Akan ditunjukkan  1p  benar, maka 

 

         

         

         

         

         





























































1
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5
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:1

bbbbb

bbbbb

bbbbb

bbbbb

bbbbb

Ap

 

           
























0

0

0

0

0

bbbb

bbbb

bbbb

bbbb

bbbb

 

maka terbukti bahwa  1p  benar. 
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ii. Asumsikan  kp  benar, yaitu: 
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`
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Akan ditunjukkan  1kp  juga benar 
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Perhatikan bahwa AAA kk 1  
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Akan ditunjukkan untuk ji   
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Akan ditunjukkan untuk ji   

Diambil sebarang entri yaitu: 
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Berdasarkan pada perkalian entri-entri diatas tersebut terbukti bahwa  1kp  benar. 
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e. Pembuktian bentuk umum trace matriks simetris nA5
 

Teorema 2.3 Diberikan matriks dengan bentuk 0,

0

0

0

0

0

5 























 bRb

bbbb

bbbb

bbbb

bbbb

bbbb

A

 

maka: 

     nnnn bAtr 414
1

5


 , dengan n  bilangan  bulat positif. 

Bukti: Pembuktian Teorema (2.3) telah dibuktikan pada laporan Tugas Akhir 

pada halaman 41-42 [6]. 
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2.6 Induksi Matematika  

Prinsip induksi sederhana berbunyi sebagai berikut: Misalkan  np  adalah 

bilangan bulat positif dan akan dibuktikan bahwa  np  benar untuk semua 

bilangan bulat positif n , untuk membuktikan tersebut perlu ditunjukkan bahwa: 

a.  1p  benar 

b. Jika  np  benar, maka  1np  juga benar untuk setiap 1n . 

sehingga  np  benar untuk semua bilangan bulat positif n . 

Langkah 1. dinamakan basis induksi, sedangkan langkah 2 dinamakan langkah 

induksi. Langkah induksi berisi asumsi (andaian) yang menyatakan bahwa  np  

benar. Asumsi tersebut dinamakan hipotesis induksi. Setelah menunjukkan kedua 

langkah tersebut benar maka terbukti sudah jika  np  benar untuk semua 

bilangan bulat positif n  [13] . 

Contoh 2.7 Buktikan bahwa 1,,2642 2  nnnnn  

Penyelesaian: 

a. Basis induksi 

Akan ditunjukkan  1p  benar. 

Perhatikan bahwa: 

112:)1( 2 p   

22 .  1p benar 

b. Langkah induksi 

Asumsikan  np  benar, yaitu: 

nnnnp  22642:)(   

Selanjutnya akan dibuktikan  1np  benar, yaitu: 

     11122642:)1(
2

 nnnnnp 
 

Untuk membuktikan ini, tunjukkan bahwa: 

     )1(22642122642  nnnn 
 

         122  nnn  
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                                            222  nnn  

          1122  nnn  

           111  nnn  

              11
2

 nn  

Terbukti jika  1np  benar. 

Karena langkah (a) dan (b) terbukti benar, maka untuk semua bilangan  bulat 

positif  n , terbukti bahwa untuk semua 1n , .642 2 nnn  
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BAB III  

METODE PENELITIAN 

 

Metodologi penelitian merupakan langkah-langkah yang dilakukan dalam 

menyelesaikan tugas akhir ini untuk mendapatkan bentuk umum trace matriks 

simetris berbentuk khusus nn  berpangkat bilangan bulat positif. Adapun 

langkah-langkahnya sebagai berikut: 

1. Diberikan suatu matriks simetris 0,

0

0

0

0

























 bRb

bbbb

b

bbbb

bbbb

bbbb

A nn











 

2. Telah diperoleh   ,33

n
A 

 n
A 44  dan  n

A 55 dari penelitian [9], [10] dan 

[11]. 

3. Menentukan  2

66A  sampai   ,
10

66A  2

77A  sampai  10

77A  dan  2

88A  

sampai  10

88A . 

4. Menduga bentuk umum perpangkatan matriks simetris  m

nnA 
 dengan m  

bilangan bulat positif. 

5. Menbuktikan bentuk umum perpangkatan matriks simetris  m

nnA 
 dengan 

m  bilangan bulat positif menggunakan pembuktian induksi matematika.  

6. Membuktikan   ,
m

nnAtr  m  bilangan bulat positif dengan pembuktian 

langsung menggunakan definisi trace matriks. 

7. Mengaplikasikan bentuk umum  m

nnAtr   dalam contoh soal. 
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BAB V  

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasn pada Bab IV tentang trace matriks simetris 

berbentuk khusus nn   berpangkat bilangan bulat positif, maka diperoleh 

kesimpulan sebagai berikut: 

1. Diberikan matriks simetris nn  

0,

0

0

0

0

























 bRb

bbbb

b

bbbb

bbbb

bbbb

A nn











 

maka diperoleh bentuk umum perpangkatan matriks simetris nn  berpangkat 

bilangan bulat positif, yaitu: 

 



























































m

mm

m

mm

m

mm

m

mm
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m

mm

m

mm

m

mm

m

mm

m

mm

m

mm

m

mm

m

mm

m

mm

m

mm

m

mm

m

nn

b
n

nn
b

n

n
b

n

n
b

n

n

b
n

n
b

n

nn
b

n

n
b

n

n

b
n

n
b

n

n
b

n

nn
b

n

n

b
n

n
b

n

n
b

n

n
b

n

nn

A

)1()1()1()1()1()1()1()1()1(

)1()1()1()1()1()1()1()1()1(

)1()1()1()1()1()1()1()1()1(

)1()1()1()1()1()1()1()1()1(

1111

1111

1111

1111











 

atau 

  positif.bulat bilangan ,

,
)1()1(

,
)1()1()1(

1

1

m

jib
n

n

jib
n

nn

A

m
mm

m
mm

m

nn













































 

2. Bentuk umum trace matriks simetris berbentuk khusus nn   berpangkat 

bilangan bulat positif yaitu: 

        
         mmmm

nn bnnAtr 111
1




 .  
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5.2 Saran 

Pada tugas akhir ini penulis membahas trace matriks simetris berbentuk 

khusus nn  berpangkat bilangan bulat positif. Disarankan bagi pembaca yang 

tertarik dengan topik ini dapat memperluas dengan bentuk matriks lainnya dari 

laporan tugas akhir ini. 
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