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ABSTRAK

Matriks FLScirc, merupakan jenis matriks circulant, , yaitu suatu matriks berukuran n x n yang
dibentuk dari n vector dan setiap entri dari baris sebelumnya bergeser satu posisi ke kanan pada
baris berikutnya dan entri sepanjang diagonal matriksnya adalah sama. Penelitian ini membahas
matriks circulant, tipe baru dengan bentuk khusus. Penelitian ini bertujuan untuk menentukan
invers matriks blok 2 x 2 dalam aplikasi matriks FLScirc, berbentuk khusus dengan menggunakan
komplemen schur. Diperoleh hasil penelitian berupa bentuk umum invers matriks blok 2 x 2 dari

matriks tersebut dan implementasi dalam bentuk contoh juga diberikan.

Kata Kunci : Matriks, FLScirc,, Blok 2 x 2, Komplemen schur.
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ABSTRACT

Matrix FLScirc, is a type of matrix circulant, , which is a matrix of size n x n formed from n
vectors and each entry of the previous row shifts one position to the right in the next row and the
entries along the diagonal of the matrix are the same. This study discusses matrix circulant, a new
type of with a special shape. This study aims to determine the inverse of the block 2 x 2 matrix in
the application of matrix FLScirc, a special shaped using Schur complement. The results obtained
in the form of a general form of inverse matrix block 2 x 2 of the matrix and implementation in the

form of an example is also given.

Keywords : Matrix, FLScirc,, 2 x 2 Block, Schur Complement.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Teori matriks merupakan salah satu cabang ilmu Aljabar Linear yang menjadi
pembahasan penting dalam ilmu Matematika. Menurut [1] matriks adalah jajaran
empat persegi panjang dari bilangan-bilangan. Bilangan-bilangan dalam jajaran
tersebut disebut entri dari matriks.

Beberapa jenis matriks ditemukan seiring dengan berkembangnya waktu. Jenis
matriks tersebut diantaranya matriks circulant, matriks FLScirc, dan matriks
FLDcirc,. Menurut [2], matriks circulant adalah matriks bujur sangkar yang setiap
elemen dari baris identik dengan baris sebelumnya, namun dipindahkan satu posisi
ke kanan. Menurut [3], matriks FLScirc, merupakan matriks bujur sangkar dengan
bentuk umum sebagai berikut :

Qo aq a an-2 an-1
Tapn-1 Qo+ Ay a, an-3 an—2
A=|Tn—2 Tap-1t+an atapq - (n—4 an-3 (1.1)
ra, raz + a, ra,+asz ag + an—q a,
Tal raz + al Ta3 + a2 s Tan_l + an_z ao + an_l

dan dapat ditulis dengan A = FLScirc,(ay, a;,az, ... ,Ap_1)-

Ada banyak cara untuk melakukan operasi terhadap matriks, diantaranya
penjumlahan matriks, perkalian matriks, determinan matriks dan invers matriks.
Untuk mencari suatu invers pada matriks terdapat beberapa metode seperti metode
Operasi Baris Elementer (OBE), eliminasi Gauss dan Gauss-Jordan, metode adjoin
dan metode komplemen Schur. Khusus untuk metode komplemen Schur, hanya
dapat digunakan pada matriks yang telah di blok.

Matriks blok merupakan matriks yang diperoleh dengan membagi matriks
menjadi beberapa submatriks yang ukurannya lebih kecil dengan cara memasukkan
garis horizontal diantara baris-baris dan garis vertikal diantara kolom-kolom
matriks. Matriks blok digunakan untuk menyederhanakan matriks yang ukurannya

besar menjadi kecil sehingga lebih mudah dioperasikan.



Pada tahun 2002 [4] melakukan penelitian dengan judul “Inverses of 2 x 2
Block Matrices”, dimana pada penelitian tersebut membahas tentang invers dari
suatu matriks blok berbentuk khusus. Lalu pada tahun 2017, ditulis kembali dalam
sebuah jurnal oleh [5] dengan judul “Determinan dan Invers Matriks Blok 2 x 2”

Kemudian pada tahun 2019 terdapat juga penelitian yang dilakukan oleh [6]
mengenai determinan dan invers suatu matriks FLScirc, blok 2 X 2 yang berjudul
“Determinan dan Invers Matriks Blok 2 x 2 dalam Aplikasi Matriks FLScirc,
Bentuk Khusus . Penelitian tersebut merumuskan formula invers dari suatu Matriks

FLScirc, dengan bentuk khusus seperti berikut ini :

0 a 0 O 0 0 0 O
0 0 a O 0 0 0 O
0 0 0 a 0 o 0 o0
O 00 O ... 00 0 o
PBp=1% : : &  : : : :l|ldengana,r € R 1.2
0 000 0 a0 g
0 o 0 O 0 0 a o
0 0 0 O 0 0 0 a
lra a 0 0 7 0 0 o O

Persamaan (1.2) dapat ditulis dengan P, = FLScirc,.(0,q,0, ...,0).
Berdasarkan penelitian di atas penulis tertarik meneliti invers matriks FLS circ,

blok 2 x 2 dengan bentuk khusus yang berbeda yaitu sebagai berikut :

0 0 a 0 O 0 0 0
0O 0 0 a O 0 0 O
0O 0o O 0 a 0 0 O
O o 0 0 O .. 00 O
= | : ;¢ ¢ i ;i i ifdengana,r €R (1.3)
O o 0 0 O == 0 a 0
0 o 00O 0 0 g
ra a 0 0 O 0 0 o0
L0 ra a 0 O 0 0 o

dapat ditulis dengan B, = FLScirc,(0,0,a, 0,0, ...,0).

Dalam mencari invers dimulai dengan memblok matriks FLScirc, menjadi
matriks blok 2 x 2, sehingga didapat submatriks A,B,C dan D. Untuk
menyederhanakan matriks bentuk khusus FLScirc, dalam mencari invers dengan
menggunakan sifat-sifat blok matriks dalam membuat bentuk umum matriks blok
2 %X 2 dan invers suatu matriks FLScirc, yang berbentuk khusus menggunakan

komplemen schur. Berdasarkan latar belakang di atas maka penelitian tugas akhir



ini diberi judul “Invers Matriks FLScirc, Bentuk Khusus Menggunakan
Matriks Blok 2 x 2 .
1.2 Rumusan Masalah
Rumusan masalah pada tugas akhir ini adalah bagaimana bentuk umum
invers matriks FLScirc, bentuk khusus pada Persamaan (1.3) menggunakan
matriks blok 2 x 2.
1.3 Batasan Masalah
Adapun batasan masalah yang diambil dari penulisan Tugas Akhir ini adalah
sebagai berikut :
1. Matriks yang dibahas berorde n X n, n > 3.
2. Matriks blok dibatasi hanya pada matriks blok 2 x 2.
1.4 Tujuan Penelitian
Tujuan dari penelitian ini adalah untuk mendapatkan bentuk umum invers
matriks FLScirc, menggunakan matriks blok 2 x 2.
1.5 Manfaat Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah dan tujuan penelitian yang telah dikemukakan
di atas, maka manfaat yang dapat diambil adalah sebagai berikut :
a. Bagi Penulis
Adapun manfaat yang didapatkan melalui penelitian ini adalah memperdalam
pemahaman penulis mengenai matriks dan mengembangkan wawasan disiplin
ilmu yang telah dipelajari untuk mengkaji suatu permasalahan aljabar linear
khususnya dalam hal menyelesaikan invers matriks FLScirc, .
b. Bagi Lembaga Pendidikan
Sebagai referensi dalam memecahkan masalah yang berkaitan dengan masalah
yang dikaji dalam penelitian ini, yaitu menentukan invers matriks FLScirc,.
1.6 Sistematika Penelitian

Sistematika penulisan tugas akhir ini adalah :

BAB | PENDAHULUAN



BAB Il

BAB Il

BAB IV

BAB V

Bab ini berisikan latar belakang masalah, perumusan masalah,
batasan masalah, tujuan penelitian, manfaat penulisan, dan
sistematika penulisan.

LANDASAN TEORI

Bab ini berisi teori-teori pendukung yang berkaitan dengan matriks
circulant, invers matriks, matriks FLScirc,, matriks blok 2 x 2, dan
komplemen Schur.

METODE PENELITIAN

Bab ini berisikan langkah-langkah atau prosedur cara memblok
matriks FLScirc,, menentukan bentuk umum invers submatriks
yang invertible dan bentuk umum invers matriks FLScirc, bentuk
khusus menggunakan matriks blok 2 x 2.

PEMBAHASAN

Bab ini berisikan penjelasan bagaimana menentukan bentuk umum
invers submatriks yang invertible dan bentuk umum invers matriks
FLScirc, bentuk khusus menggunakan matriks blok 2 x 2.
KESIMPULAN DAN SARAN

Bab ini berisikan kesimpulan dari hasil dan saran dari penulis.



BAB |1
LANDASAN TEORI

Bab ini berisi materi pendukung yang dapat membantu penulis untuk
menyelesaikan permasalahan yang akan dibahas pada bab selanjutnya. Adapun
materi pendukungnya adalah matriks circulant, matriks FLScirculant,, matriks
blok, komplemen Schur dan invers matriks yang dilengkapi dengan definisi dan
teorema-teorema terkait. Selengkapnya dijelaskan pada Subbab 2.1 sampai 2.5.
2.1 Matriks Circulant
Definisi 2.1 [7] Matriks circulant adalah suatu matriks berukuran n X n yang
dibentuk dari n vektor dan setiap entri dari baris sebelumnya bergeser satu posisi
ke kanan pada baris berikutnya dan entri sepanjang diagonal matriksnya adalah
sama. Matriks circulant ini pada umumnya dapat digunakan untuk menyelesaikan

persamaan polinomial. Matriks circulant dari (ay, a4, ..., a,_1) adalah

aO al az e an_l

an_l aO a1 an_z

A=|Ap—2 Qn-1 Qo ... Qp_3

al a2 a3 see aO
Contoh 2.1 Diberikan matriks circulant A = (0,1,2,2,1) dengann = 5

01 2 2 1
1 0 1 2 2
A=12 1 0 1 2
2 2 1 0 1
1 2 2 1 0

Matriks circulant dapat dibagi menjadi beberapa macam salah satunya adalah
matriks FLScirculant, dan FLDcirculant,. Maka yang akan dibahas pada
penelitian ini adalah matriks FLScirculant,. Berikut pengertian dan definisi dari
matriks FLScirculant, .

2.2 Matriks FLScirc,
Definisi 2.2 [3] Suatu matriks bujur sangkar dikatakan matriks FLScirc, jika

memenuhi formula pada Persamaan berikut :



Qo aq
Tap-1 Qo T ap—

a;
a;

A= Tpn_z Tap—gtan_z G+ an

ra, raz + a,
raq ra, + a,

dapat ditulis dengan A = FLScirc,(ay, aq,a,, ...

Contoh 2.2

o~
[l
AW WW O

L3

Matriks A diatas dapat ditulis dengan A, = FLScirc5(0,1,1,1,2,2,1) dengan r = 3.

2.3 Matriks Blok

Definisi 2.3 [1] Matriks blok atau matriks partisi adalah matriks yang dipartisi atau
yang diblok menjadi beberapa matriks yang ukurannya lebih kecil dengan

memasukkan garis horizontal dan vertikal antara baris dan kolom matriks. Matriks-

N AU UL

~

N W& B N e

7

ra, + as
raz + a,

U UTR R

4

Ul R RN

5

ag +a,-1
Tap-1 t an—;

R R RN N

5

an-2
an-3
an-4

'an—l)

PR Rl NN e

an-1
an-2
an-3
a,

ag +a,-1

mariks yang ukurannya kecil hasil dari partisi matriks disebut submatriks.

Definisi 2.4 [5] Matriks blok 2 x 2 adalah matriks persegi yang dipartisi atas dua

baris dan dua kolom sub-sub matriks. Gambaran secara umum matriks blok 2 x 2

adalah sebagai berikut :

Misalkan P merupakan suatu matriks m x n

aiq e QA1 (n—k)
P Am(k-1)1 A(m-k)(n—k)
| Am-k-1)
Am1 Amn-k)

A(n-(k-1))

Am(k-1)(n—(k—1))

A(m-(k-1)(k-1)  Am-(k-1))(n—(k—1))

Amn-(k-1))

A1n

A(m—k)n
a(m—(k—l))n

amn

Kemudian diberi garis horizontal dan vertikal seperti berikut :

(2.1)



a1 a1(n-k) AU (n—(k-1)) A1n
p= A(m-k)1 A(m-k)(n—k) A(m—k)(n—(k-1)) A(m-k)n
(m—(k-1)) Am-(k-)(n-k) |Am-(k-1)(n—(k-1)) (m-(k-1)n
Am1 Am(n—k) Am(n—(k-1)) Amn

Sehingga menghasilkan submatriks :

aiq A1(n-k)
A — M % . ]
| Am(k-1)1 Am—k)(n—k)
A1(n-(k-1)) A1n
B = M % . ]
| Am(k—1)—(n—(k—1)) A(m-k)n
[A(m—(k-1))1 A(m—(k-1))(k—1)
C = : :
Am1 Am(n-k)
[ A (m—(k-1))(n—-(k-1)) A(m-(k-1))n
D — . .
| Amn-(k-1)) Amn
_[A|B]1 _[A B
P=1c D] - [c D

Contoh 2.3 : Tentukan cara memblok matriks berikut menjadi matriks blok 2 x 2.

P =

a;; 412 Ag3 1 3 3
A1 Az dz3|=11 4 3
asz1 dzz dzz 1 3 4

Matriks diatas bisa diblok dengan 4 cara yaitu :

Caral:

113 3
P=[1]14 3
113 4

Cara?2:
1 313
P=|1 4|3
1 314

Cara3:




(1] 3 3]
P=1‘4 3

(113 4]
Carad:

[1 3| 3]
P=[1 4‘3

[1 31| 4]

2.4 Komplemen Schur

Definisi 2.5 [8] Komplemen Schur merupakan salah satu metode atau cara dalam
analisis matriks yang banyak menggunakan pertidaksamaan matriks. Dalam teori
tentang matriks, komplemen schur biasanya digunakan pada matriks bujur sangkar
yang berukuran besar dimana matriks tersebut telah di blok.

Diberikan matriks :

A B
P _|Jjxl jxm
G+k)x({+m)™ C D

kxl kxm

Jika A adalah invertible maka komplemen schur dari A adalah D — CA™1B.
Jika D adalah invertible maka komplemen schur dari D adalah A — BD™1C.

Jika B adalah invertible maka komplemen schur dari B adalah ¢ — DB~ 1A.

i O Ol

Jika C adalah invertible maka komplemen schur dari C adalah B — AC™1D.

2.5 Invers Matriks

Jika diberikan sebarang matriks bujur sangkar yang dapat dibalik (invertible)
maka dapat dibentuk matriks lain yang merupakan kebalikan dari matriks tersebut.
Proses perkalian dari suatu matriks dan inversnya akan menghasilkan matriks

identitas. Invers matriks di definiskan sebagai berikut :

Definisi 2.6 [1] Jika A dan B adalah matriks bujur sangkar dan jika B dapat dicari
sedemikian sehingga AB = BA = I, maka A maka dapat dikatakan dapat dibalik
(invertible) dan B dinamakan invers dari A dan ditulis A~ = B.

Contoh 2.4



Diketahui matriks A =

3 =50 -8 10 -5
2 -3 1|danAt=|-5 6 -3

-1 2 2 1 -1 1
3 =50 -8 10 -5
dimanad4™*=|2 -3 1||-5 6 =3
-1 2 2 1 -1 1
1 0 O
=10 1 0|=1
0 0 1
—8 10 -5 0
dan A714 = |- —3 1
1
1 0 O
=0 1 0|=1
0 0 1

Definisi 2.7 [4] Sebuah matriks persegi tak singular P dan mempunyai P~ dapat

dipartisi menjadi blok 2 x 2 seperti berikut ini:

p= ‘C‘ g] dan P! = [g Z] 2.2)

Untuk membuat perkalian P dengan P~1 dan P~ dengan P , ukuran semua
blok tidak dapat sembarang. Misalkan A, B, C dan D mempunyai ukuran berturut-
turutj X [,j X m, k X L dan k X m, dengan j + k = [ + m. Lalu ukuran E, F, G dan
H harus beturut-turut menjadi [ X j,I x k,m x j dan m X k. Dengan kata lain, P~1
ada di dalam partisi transpos dari P.

Di bagian ini, dapat ditulis rumus untuk E, F, G dan H dalam hal 4, B, C dan
D. Misalkan salah satu blok dari 4, B, C dan D adalah matriks persegi tak singular
untuk menghindari invers yang diperumum. Sehingga, mempunyai tiga
kemungkinan partisi:
1. Partisi diagonal persegi: k = mdan [ = n.
2. Kuadrat partisi diagonal: k =ndanl =m
3. Semua partisi persegi: k =l =m =n.

Teorema 2.1 [4] Jika P merupakan matriks persegi, maka:



A 0

Untuk matriks P = [0 D

] akan memiliki invers jika dan hanya jika
-1
A dan D memiliki invers dan P~1 = [A (11]
0 D
: _[0 B . y y
Untuk matriks P = [C O] akan memiliki invers jika dan hanya jika

0 C(;l].

B dan C memiliki invers dan P~ = [3_1

Pembuktian Teorema 2.1 dapat dilihat di halaman 119-129 pada Computers and

Mathematics with Application, Volume 43(2), Tahun 2002 yang berjudul

“Inverses of Block Matrices”.

Teorema 2.2 [4] Jika P merupakan matriks persegi, maka:

Untuk matriks P = [‘g g] akan memiliki invers jika dan hanya jika
-1
A dan D memiliki invers dan P71 = [ ‘_41 b 91]
—-D7CA D

Untuk matriks P = [‘3 g] akan memiliki invers jika dan hanya jika

-1 _1-1pp-1
A dan D memiliki invers dan P~1 = [AO A7 BD™

D—l

Pembuktian Teorema 2.2 dapat dilihat di halaman 119-129 pada Computers and

Mathematics with Application yang sama dengan pembuktian Teorema 2.1.

Teorema 2.3 [4] Misalkan P merupakan matriks persegi:

Diasumsikan submatriks A pada P matriks dalam Persamaan (2.2) adalah
tak singular. Matriks P pada Persamaan (1.2) punya invers jika dan hanya
jika komplemen schur dari A punya invers dan (D — CA™'B) juga
memiliki invers didapat

A1+ A'B(D—CA'B)"'CA™Y —A"'B(D - CA 'B)™!

P—l
—(D—CA™'B)"tcA™? (D — CA~1B)™1

Diasumsikan submatriks D pada P matriks dalam Persamaan (2.2) adalah

tak singular. Matriks P pada Persamaan (1.2) punya invers jika dan hanya

10



jika komplemen schur dari D punya invers dan (A —BD™C) juga
memiliki invers didapat

[ (A-BD1(C)? —(A—-BD™1C)™'BD™?!
D~c(A-BD"1C)™* D'+ D C(A-BD'C)'BD!

iii. Diasumsikan submatriks B pada matriks P dalam Persamaan (2.2) adalah
tak singular. Matriks P pada Persamaan (1.2) punya invers jika dan hanya
jika komplemen Schur dari B punya invers dan (C — DB~ !A) juga
memiliki invers didapat

—(C —DB™'A)"'DB? (C — DB~ 14)™!
B~'+ B 'A(C-DB~'A)"'DB~! —B~'A(C - DB '4)™!

Pl=

iv. Diasumsikan submatriks C pada matriks P dalam Persamaan (2.2) adalah

tak singular. Matriks P pada Persamaan (1.2) punya invers jika dan hanya

jika komplemen Schur dari C punya invers dan (B —AC™'D) juga
memiliki invers didapat

—CD(B-AC™*D)™' c'+C'D(B- Ac—lp)—lAc—l]
(B—AC™'D)? —(B—AC™ D) tAC™?

Pembuktian Teorema 2.3 dapat dilihat di halaman 119-129 pada Computers and

|

Mathematics with Application yang sama dengan pembuktian Teorema 2.1.

Teorema 2.4 [4] Jika P merupakan matriks persegi, maka:
I. Untuk matriks P = [g g] akan memiliki invers jika dan hanya jika

-1 _
B dan € memiliki invers dan P~ = [ 8 C~ ]

ii.  Untuk matriks P = [‘g Ig] akan memiliki invers jika dan hanya jika B dan C

0 c1 ]
Bl —B7lACc™!
Pembuktian Teorema 2.4 dapat dilihat di halaman 119-129 pada Computers and

memiliki invers dan P~1 = [

Mathematics with Application yang sama dengan pembuktian Teorema 2.1.

11



Contoh 2.5 Diberikan matriks P sebagai berikut :

1 3 3
P=11 4 3
1 3 4
Tentukan invers dari matriks P!

Penyelesaian :

Berdasarkan Cara 1 maka dapat dimisalkan :
31 o [31 - _
A= [1 4],3 - [3],C =[1 3]danD = [4]

Blok matriks A menjadi matriks 2 x 2 :

1 31_ [K L
1 4 M N
Misalkan, K =1,L =3,M =1dan N = 4

|

Berdasarkan Teorema 2.2 maka untuk mencari invers A~! dapat dimisalkan dengan
Al = [E
= (N-MK~'L)™' = ([4] - [1][1][3) " = 1
F'= —K~'LH' = [-1][3][1] = -
G' = —H'MK™! =[-1][1][1] =
E'=K1-—KL¢' =[1]-[1][3][-1] = 4

maka didapat A~ = [ 4 _3]

[
[

-1 1
Setelah didapat A=, kemudian dapat dicari invers P dengan memisalkan
1 _[E F
P =le H]'

5 IR
e wmn= (4 =[]
G=-nca =[-11 3[* T]=1-un o=[-1 ol

E=at-ase =% -5 B o

E:[—41 _13]_[—41 _13”:2 8:[—41 _13]_[_03 8]:[—71 _13]

H=(-cA'B) " =([41-[1 3]

12



SehinggaP‘lz[g Z =|-
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BAB Il
METODE PENELITIAN

Adapun langkah-langkah yang digunakan dalam penelitian adalah sebagai

berikut :

1. Diberikan suatu matriks FLScirc, dengan bentuk khusus berorde 3 x 3 sampai
dengan 12 x 12 yang dibentuk dari Persamaan (1.3).

2. Memblok matriks pada Persamaan (1.3) menjadi matriks blok 2 x 2 dengan
memisalkan 4, B, C dan D.

3. Menentukan invers submatriks yang invertible dari Persamaan (1.3) dengan
menggunakan komplemen Schur.

4. Menentukan invers matriks blok 2 x 2 pada Persamaan (1.3) berdasarkan
Teorema 2.4 (i).

5. Menduga bentuk umum invers submatriks yang invertible dan bentuk umum
invers matriks dari Persamaan (1.3) dengan mengamati polanya.

6. Membuktikan bentuk umum invers matriks pada Persamaan (1.3) dengan
pembuktian PP~ = p~1p =1,

7. Mengaplikasikan bentuk umum invers pada contoh soal.

14



BAB V
PENUTUP

5.1 Kesimpulan
Berdasarkan uraian dan pembahasan pada Bab IV, maka diperoleh bentuk
umum invers matriks FLScirc, bentuk khusus menggunakan matriks blok 2 x 2

pada Persamaan (1.3) adalah sebagai berikut :

(a)(ra)™2 0 0 0 O 0 (o)t (—a)(@ra)™?
(—-ra)™' 0 0 0 O 0 0 (ra)7?!
a”?! 0 0O 0 o 0 0 0
) 0 at 0 0 0 0 0 0
(P) = 0 0 a' 0 0 0 0 0
0 0 0 0 at 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 e gt 0 0

5.2 Saran

Dalam pembahasan yang telah dikemukakan, penulis hanya membahas
tentang langkah-langkah dan cara dalam menentukan matriks blok 2 x 2 dalam
aplikasi matriks FLScirc, bentuk khusus. Bagi pembaca yang tertarik dengan topik
ini dapat melanjutkan pembahasan tentang menentukan invers dari suatu matriks
blok 2 x 2 atau matriks blok 3 x 3 dalam aplikasi matriks berbentuk khusus lain

serta penerapannya.
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