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Program Studi Matematika
Fakultas Sains dan Teknologi
Universitas Islam Negeri Sultan Syarif Kasim Riau
JI. HR. Soebrantas No. 155 Pekanbaru

ABSTRAK

Pada tugas akhir ini dibahas tentang penyebaran penyakit COVID-19 dengan adanya pengaruh
migrasi menggunakan model SVEIR. Titik ekuilibrium ditentukan dengan menyelesaikan
persamaan pada model SVEIR dan diuji kestabilannya dengan kriteria nilai eigen dan Routh
Hugwitz. Analisis model kestabilan keadaan bebas penyakit dan endemik dengan menunjukkan
kestabilan asimtotik keduanya. Jika imigrasi lebih besar dari emigrasi maka pada bebas penyakit
popoulasi yang terinfeksi akan semakin bertambah dan jika imigrasi lebih kecil dari emigrasi maka
populasi yang terinfeksi menjadi menurun. Pada simulasi jika jumlah individu imigrasi lebih
baffiiak dari emigrasi maka jumlah individu yang terinfeksi penyakit COVID-19 semakin
m%ingkat dan waktu berkurangnya individu yang terinfeksi penyakit COVID-19 semakin lama.

™
Kd&ta Kunci: model SVEIR, Routh-Hurwitz, migrasi, stabil asimtotik, titik ekuilibrium.
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~ SVEIR MODEL (SUSCEPTIBLE VACCINATED
EXPOSED INFECTED RECOVERY) ON THE SPREAD
OF COVID-19 WITH THE EFFECT OF MIGRATION

RISKA NASRILLIANTI
11750425184

Date of Final Exam  : 12 January 2022
Date of Graduation : 2022

Mathematics Program Study
Faculty of Science and Technology
State Islamic University of Sultan Syarif Kasim Riau
Soebrantas Street No.155 Pekanbaru
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ABSTRACT

In this final project discussed about the spread of COVID-19 disease with the influence of
migration using a SVEIR model. The equilibrium point is determined by completing the equation
on the SVEIR model and tested its stability with the criteria for eigen and Routh Hurwitz. Analysus
of the stability model of disease and endemic conditions by showing the stability of the asymptoth
of both. If immigration is greater than emigration, the diseasefree of the infected population will
increase and if immigration is smaller than emigration, the infected population becomes
decreasing. In simulation, if the number of individual immigration is more than emigration, the
nuiiber of individuals infected with COVID-19 disease is increasing and the reduced time of
individuals infected with COVID-19 is longer.
o
Keg;words: SVEIR model, Routh Hurwitz, Migration, Stable Asymptotic, Equilibrium Point.
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Assalamu’alaikum wa rahmatullahi wabarakatuh

E

5 Alhamdulillahirabbil alamin segala puji dan syukur penulis ucapkan kepada
AHah Subhanahu Wata’ala yang telah memberikan kemudahan sehingga penulis
dgat meneyelesaikan Tugas Akhir ini. Berkat rahmat, nikmat, kesempatan dan
keihatan sehingga penulis bisa menyelesaikan Tugas Akhir yang berjudul
“l\gcftoodel SVEIR (Susceptible Vaccinated Exposed Infected Recovery) Terhadap
Perzwyebaran COVID-19 dengan Adanya Pengaruh Migrasi”.

0 Shalawat serta salam kita hadiahkan kepada junjungan alam Nabi Besar
l\/@ﬁammad Shalallahu Alaihi Wassalaam karena berkat perjuangan beliaulah kita
umat manusia dapat dibawa dari alam kegelapan ditunjukkan ke alam yang penuh
dengan pengetahuan. Tugas Akhir ini merupakan salah satu syarat yang harus
dilakukan untuk memperoleh gelar sarjana Sains di Program Studi Matematika
Fakultas Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri Sultan Syarif Kasim Riau.

Dalam penyusunan dan penyelesaian Tugas Akhir ini penulis banyak sekali
mendapat bimbingan, bantuan, arahan, nasehat, petunjuk, perhatian serta
semangat dari berbagai pihak baik langsung maupun tidak langsung terutama
orang tua tercinta. Oleh karena itu, dengan hati tulus ikhlas penulis mengucapkan

teﬁma kasih yang tak terhingga kepada:
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1.8 Bapak Prof. Dr. Hairunas, M.Ag., selaku Rektor Universitas Islam Negeri

Sultan Syarif Kasim Riau.

e

Bapak Dr. Hartono, M.Pd., selaku Dekan Fakultas Sains dan Teknologi

Universitas Islam Negeri Sultan Syarif Kasim Riau.
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Bapak Wartono, M.Sc., selaku Ketua Program Studi Matematika Fakultas

Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri Sultan Syarif Kasim Riau.

S

Bapak Nilwan Andiraja, M.Sc., selaku Penguji | sekaligus Sekretaris
Program Studi Matematika Fakultas Sains dan Teknologi Universitas Islam

Negeri Sultan Syarif Kasim Riau.
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Ibu Rahmadeni, M.Si., selaku Pembimbing Akademik yang telah
memberikan dukungan serta arahan kepada penulis selama perkuliahan.
Bapak Mohammad Soleh, M.Sc., selaku pembimbing Tugas Akhir penulis
yang selalu ada dan memberikan bimbingan serta arahan sehingga Tugas
Aknhir ini dapat diselesaikan.

Ibu Irma Suryani, M.Sc., selaku Penguji 1l yang telah memberikan kritikan
dan saran sehingga Tugas Akhir ini dapat diselesaikan.

Bapak dan Ibu Dosen Program Studi Matematika Fakultas Sains dan
Teknologi Universitas Islam Negeri Sultan Syarif Kasim Riau.

Kedua orang tua tercinta, Bapak Nasrul dan Ibu Ramulis, yang tiada henti-
hentinya mendoakan, memberi dorongan moril maupun materi selama
menempuh pendidikan serta kakak, abang dan keponakan penulis yang
tersayang yaitu Kak iya, Kak Ina, Kak A, Farzhan, Asraf, dan Fierly.

Semua pihak yang telah banyak membantu baik secara langsung maupun
tidak langsung dalam menyelesaikan Tugas Akhir ini yang tidak dapat
ditulis satu persatu.

Teman-teman di Program Studi Matematika, terkhusus Uus, Syafira, Tifa,
Vicky, Tiza, Puspa, dan Angkatan 2017 kelas C.

Tugas akhir ini telah disusun semaksimal mungkin oleh penulis. Namun,

7
ti(ﬁk tertutup kemungkinan adanya kesalahan dan kekurangan dalam penulisan
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1.8 Latar Belakang
;? Saat ini dunia sedang dilanda wabah Corona Virus Disease 2019 (COVID-

19} COVID-19 disebabkan oleh coronavirus jenis baru yang di beri nama Severe
A(ﬁte Respiratory Syndrome Coronavirus 2 (SARS-CoV-2). Virus ini bermula
d%i Kota Wuhan, Provinsi Hubei, Tiongkok pada bulan Desember 2019 dan pada
tagggal 11 Maret 2020 COVID-19 ditetapkan sebagai pandemi oleh World Health
Orfanization (WHO) [1].

g Virus ini menyebar dari manusia ke manusia melaui percikan air liur orang
yang sedang batuk dan bersin (droplet). Kemudian virus ini menjadi teror yang
menakutkan bagi masyarakat dunia, terutama setelah merenggut ribuan jiwa
dalam waktu yang relatif singkat. Sampai pada tanggal 31 Maret 2021 masyarakat
yang terkonfirmasi positif COVID-19 berjumlah 128,540,982 jiwa dan
2,808,308 jiwa meninggal dunia yang sudah tersebar di 223 negara salah satunya
Indonesia.

Kasus pertama terinfeksi di Indonesia pada tanggal 02 Maret 2020 yang
difffnumkan oleh Gugus Tugas COVID-19, hingga saat ini pada tanggal 31 Maret
2(%1 yang terinfeksi berjumlah 1,511,712 jiwa dan yang meninggal dunia
be%umlah 40,858 jiwa. Pada tanggal 05 April 2021 Riau berada di peringkat ke-9
Prﬁyinsi yang terinfeksi COVID-19 di Indonesia.

% Untuk menekan penyebaran COVID-19, warga Riau diminta untuk menaati
prafokol kesehatan. Selain menerapkan protokol kesehatan, kini Indonesia sedang
mes;jjalankan program vaksinasi. Vaksin berguna untuk mendorong pembentukan
ké‘gebalan pada penyakit COVID-19 agar tidak tertular dari individu yang
tefﬁapar serta dapat mengurangi gejala berat yang muncul. Meskipun sudah di
vafksin, kita tetap melakukan upaya perlindungan dengan 3M sebagai protokol
ke%;?hatan selama pandemik COVID-19 yaitu: Memakai masker, Menjaga jarak

dab Mencuci tangan dengan sabun [2]. Selain himbauan untuk menerapkan

nery wisey jix
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p@okol kesehatan, pemerintah juga menghimbau untuk melakukan social

digancing dan physical distancing serta melakukan Pembatasan Sosial Berskala
Besar (PSBB) agar memperkecil penyebaran COVID-19. Kebijakan pemerintah
deEi-i'gan PSBB dapat membatasi adanya migrasi masyarakat dari satu daerah ke
daerah lain yang dapat membuka peluang penyebaran COVID-19.

i Perkembangan ilmu pengetahuan di bidang matematika memberikan
peranan dalam menganalisa permasalahan yang muncul di berbagai bidang.
Misalnya peranan matematika di bidang kesehatan dalam fenomena penyebaran
péz_yakit menular dapat dianalisis dengan pemodelan matematika. Model
mﬁ;%ematika merupakan sekumpulan persamaan atau pertidaksamaan yang
megngungkapkan perilaku suatu masalah yang terjadi dalam kehidupan sehari-hari.
TLr.T_juan membuat model matematika adalah untuk memprediksi bagaimana suatu
penyakit menyebar dari waktu ke waktu, memprediksi jumlah korban yang
terinfeksi, memprediksi durasi suatu endemi/pandemi akan terjadi,
memperkirakan berbagai parameter epidemiologis seperti laju sebaran wabah
(reproduction rate).

Salah satu model matematika untuk mempelajari sebaran wabah yang terjadi
di suatu wilayah adalah Model SIR yang pertama kali dikemukakan oleh
K%r)mack-McKendrick pada tahun 1927. Model ini memiliki tiga kompartemen
atgu subpopulasi, yaitu subpopulasi yang rentan atau dapat tertular (susceptible),
sugpopulasi yang terinfeksi dan dapat sembuh (infected), subpopulasi yang
digyatakan sembuh dan kebal terhadap penularan (recovery) [3]. Selanjutnya
medel SEIR yang memiliki empat kompartemen atau subpopulasi, Yyaitu
mg”_lambahkan subpopulasi laten (Exposed) pada model SIR. Kemudian model
S\EEIR oleh sitty, dkk [3] yang memiliki lima kompartemen atau subpopulasi
yzég dikembangkan dari model SEIR, yaitu menambahkan subpopulasi yang
digaksinasi (Vaccinated).

g“ COVID-19 merupakan penyakit yang muncul di akhir tahun 2019, virus ini
mg'?yebar begitu cepat. Sudah banyak penelitian terkait model matematika
pgglyebaran COVID-19, seperti penelitian yang dilakukan oleh Bitla [4] yang

méijggunakan model sederhana SIR (Susceptible Infected Recovered). Selanjutnya
Lo o

nery wisey
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pegelitian yang dilakukan oleh Joko [5] yang melakukan penelitian model

mgematika COVID-19 dengan model SEIR, model ini digunakan untuk
memprediksi dinamika jumlah korban yang terinfeksi dan menentukan ambang
baEt-'hs laju penularan virus yang harus ditekan agar seluruh korban dapat
tertangani. Kemudian penelitian oleh Nikolaos, dkk [6] yang melakukan
p%élitian penyebaran COVID-19 dengan membandingkan kasus penyebaran
CQ/ID-lQ sebelum adanya vaksinasi (menggunakan model SEIR) dan sesudah
adanya vaksinasi (menggunakan model SVEIR).

‘E_ Berdasarkan  penelitan-penelitan  diatas, penulis  tertarik  untuk
m%gembangkan model SVEIR oleh Sitty, dkk [3] dengan menambahkan adanya
asgimsi migrasi pada setiap subpopulasi. Maka judul penelitian ini adalah “Model
S\?EIR (Susceptible Vaccinated Exposed Infected Recovery) Terhadap
Penyebaran COVID-19 dengan Adanya Pengaruh Migrasi”.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan uraian dari latar belakang, maka rumusan masalah yang akan
dibahas dalam penelitian ini adalah:
1. Bagaimana model SVEIR pada penyebaran COVID-19 dengan adanya
migrasi?
2. Bagaimana kestabilan titik ekuilibrium penyebaran COVID-19 model
SVEIR dengan adanya migrasi?
3. Bagaimana simulasi numerik model matematika penyebaran COVID-

19 dengan adanya migrasi?

[EEN

Batasan Masalah
Berdasarkan latar belakang, adapun batasan masalah pada tugas akhir ini
ah:

o))

1. Penelitian ini menggunakan data pasien COVID-19 di kota Pekanbaru.
2. Penelitian ini menggunakan model SVEIR dengan adanya migrasi.
3.

Uji kestabilan dilakukan dengan simulasi.

[EEN

Tujuan Masalah

Berdasarkan rumusan masalah, maka tujuan penelitian yang akan dibahas

o
nery wisey jiFedg ugyng yo AJISISATU[) OYWIR[S] 3}e}S

m penelitian ini adalah:
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g 1. Memperoleh model penyebaran COVID-19 model SVEIR dengan
: adanya migrasi.
©— 2. Mengetahui kestabilan titik ekuilibrium penyebaran COVID-19 model
8 SVEIR dengan adanya migrasi.
i 3. Mengetahui simulasi numerik model matematika penyebaran COVID-
i 19 dengan adanya migrasi.
1.5 Manfaat Penelitian
@  Penulisan tugas akhir ini diharapkan dapat memperkenalkan suatu model
m%ematika khususnya model matematika SVEIR, penelitian ini juga diharapkan

biSa membantu pemerintah maupun pihak-pihak terkait dalam mencegah

A

pegyebaran COVID-19. Model matematika yang dihasilkan dapat menjadi
gacgasan untuk penulisan karya ilmiah maupun tugas akhir selanjutnya.
1.6 Sistematika Penulisan
Sistematika penelitian tugas akhir ini terdiri dari pokok-pokok
permasalahan yang masing-masing akan diuraikan menjadi beberapa bagian,
sebagai berikut :
BAB | PENDAHULUAN
Bab ini membahas tentang gambaran umum isi tugas akhir yang
meliputi latar belakang masalah yang akan dibahas, rumusan masalah,
batasan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian dan sistematika
penulisan.
Il LANDASAN TEORI
Bab ini berisi tentang teori-teori pendukung yang berkaitan dengan
Sistem persamaan diferensial, nilai eigen, kriteria Routh-Hurwitz, titik
ekuilibrium dan kestabilan ekuilibrium.
METODE PENELITIAN

Bab ini berisikan langkah-langkah yang dilakukan penulis untuk

w
gSJaA;un 3;111%191 djelg

w

mencapai tujuan penelitian mulai dari metode penelitian, teknik

pengalian data sampai tahapan penelitian.

nery wisey JureAg uejng jo A
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BAB Il
LANDASAN TEORI

©
o
{ah]
G
2
o
jeb)
3  Pada bagian ini akan dibahas teori pendukung untuk menyelesaikan
petmasalahan dalam penelitian ini.

2.5 Coronavirus Disease-2019 (COVID-19)

i Coronavirus Disease-2019 (COVID-19) atau yang biasa dikenal dengan
vigjs corona merupakan penyakit sindrom pernapasan parah yang disebabkan oleh
VifUs Severe Acute Respiratory Syndrome Coronavirus-2 (SARS-CoV-2). Virus
infberpotensi untuk menular apabila individu rentan berinteraksi dengan individu
y%g terinfeksi. Proses infeksi membutuhkan periode inkubasi selama 5-6 hari
atau selambatnya 14 hari sejak terpapar virus. Masa inkubasi virus yang cukup
panjang mengakibatkan pendeteksian dini gejala penyakit COVID-19 jadi
penting. Semakin dini mengetahui gejala virus corona maka akan membantu
meringankan gejalanya agar tidak semakin berat.

Ada berbagai macam gejala yang dapat menyatakan bahwa individu tersebut
terinfeksi virus corona, dimulai dari gejala ringan hingga berat. Gejala umum
yang terjadi pada individu terinfeksi COVID-19 yaitu demam dengan suhu >
3%%2, batuk, kesulitan bernafas, hilangnya indra perasa dan penciuman, sesak
memberat serta nyeri tenggorokan [7].

g— Telah berbagai macam upaya yang dianjurkan untuk mencegah penularan
Cé,\/lD-lQ, diantaranya mengurangi aktifitas keluar rumah, sering mencuci

o]
tangan dengan sabun atau cairan antiseptik, menerapkan etika bersin dan batuk,
méhighindari menyentuh wajah dengan tangan, mengenakan masker, menjaga

(g°]
ja@_k dan menjauhi kerumunan umum serta tidak kontak dengan orang yang
te‘r;fzonfirmasi positif COVID-19.

gj Kontak yang menyebabkan seseorang dapat terinfeksi adalah ketika orang
yafig mengalami salah satu kejadian di bawah ini selama 2 hari sebelum dan 14

js¥]

hati setelah adanya gejala dari kasus terkonfirmasi [8].
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=

Kontak langsung dengan kasus terkonfirmasi dalam radius 1 meter lebih
dari 15 menit.

Kontak fisik langsung dengan kasus terkonfirmasi.

Merawat langsung pasien terkonfirmasi penyakit COVID-19 tanpa
menggunakan Alat Pelindung Diri (APD) yang sesuai.

N
NINSIw e}dio yeH @
w N

Nilai Eigen

Nilai eigen merupakan nilai karakteristik dari suatu matriks berukuran n x
n,gektor eigen merupakan vektor kolom tak nol yang jika dikalikan dengan suatu
mdtriks berukuran n x n akan menghasilkan vektor lain yang memiliki nilai
keil’boatan dari vektor eigen itu sendiri.

o Misalkan A merupakan matriks berukuran n x n, maka vektor tak nol x
da?am R™ disebut vektor eigen dari matriks A dan jika Ax merupakan kelipatan
skalar dari x, maka untuk suatu skalar A, Ax = x4, dimana A merupakan nilai
eigen dari matriks A dan x merupakan vektor eigen yang bersesuaian dengan A.
Untuk mencari nilai eigen dari matriks A, maka Ax = Ax dikalikan dengan
matriks identitas I, yang ditulis sebagai (A — AI) = 0, A akan menjadi nilai eigen
jika dan hanya jika persamaan memiliki pemecahan tak nol, dapat ditulis sebagali
berikut:
def(A—ADx =0 (2.1)

% Persamaan tersebut merupakan persamaan karakteristik dari matriks A,
s@ar persamaan tersebut adalah nilai eigen dari matriks A. det(4 — Al)
maupakan polinom A yang disebut polinom karakteristik dari matriks A. Jika
sagh satu akar polinom karakteristik bernilai nol dan akar lainnya bernilai positif
m%a sistem non-linier tak stabil. Jika salah satu akar polinom karakteristik
be@ﬂlai nol dan akar lainnya bernilai negatif maka sistem non linier dapat stabil
atgn tidak stabil bergantung pada unsur non linier yang diabaikan [9].

Céhtoh 2.1

»
= 0o 1 0
Tentukan nilai eigendari: A={0 0 1
= 4 -17 8

wn
Lahgkah 1: mencari matriks A — Al
-t
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& [0 1 0] 1 00
AZA =10 0 1[-2{0 1 0
o 4 —17 8 0 0 1
12] [0 0] [# 0 O
W ={0 0 1|—-]0 42 O
= 4 —-17 81 0o 0 2
= -1 1 0

>~ =l0o -2 1

= 4 -17 8-2
Lﬁgkah 2: mencari determinan dari matriks A — Al
= | 0
det(A—AI) =det| 0 -2 1
22 4 —-17 8-12
X 3 2

5 =—-A>+81°—-171+4
c

=13-8A2+171—-4
A-4)A*-42+1) =0
Langkah 3: mencari nilai eigen

Solusi untuk (12 — 41+ 1) = 0 dicari menggunakan rumus kuadratik,

maka diperoleh 2 ++/3 dan 2 —+/3. Sehingga didapatlah nilai-nilai eigen dari
matriks A, yaitu:
A=4 A=2+3 A=2-+3

2.3, Persamaan Diferensial

= Persamaan diferensial adalah suatu persamaan matematika yang meliputi
tu&nan fungsi satu atau lebih variabel terikat terhadap satu atau lebih variabel
bégas [10]. Persamaan diferensial diklasifikasikan ada 2 jenis, yaitu persamaan
diferensial biasa dan persamaan diferensial parsial.

S_ Persamaan diferensial biasa adalah persamaan yang memuat turunan dari
safy atau lebih variabel terikat terhadap satu atau lebih variabel bebas.
Céntoh 2.2
x;&;?c—i - 6x3—i’ =0

f»-:- Persamaan diferensial parsial adalah persamaan yang memuat turunan dari

js¥]
satu atau lebih variabel terikat terhadap dua atau lebih variabel bebas.
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Contoh 2.3
O
B
Qx

E— Orde pada persamaan diferensial merupakan tingkat turunan tertinggi pada

u
3 +25—0

suatu persamaan tersebut [10].
Centoh 2.4
~

Z—z + 2xy = 0 adalah PD orde 1 karena dalam persamaan tersebut, turunan

tertingginya adalah 1.

2
x2 X2 6"% = 0 adalah PD orde 2 karena dalam persamaan tersebut,

dx?
turunan tertingginya adalah 2.
&y
dx3

turunan tertingginya adalah 3.

N —
nely e)ysng NIn

w

- yZ—i’ + e** = 0 adalah PD orde 3 karena dalam persamaan tersebut,

Berdasarkan kelinierannya, persamaan diferensial diklasifikasikan menjadi dua
yaitu persamaan diferensial linier dan persamaan diferensial nonlinier.

Persamaan diferensial biasa linier adalah persamaan diferensial biasa orde n
dengan variabel bebas x dan variabel tak bebas y yang dapat dinyatakan dalam
bentuk:[10]

dn—ly
dxn—1

aoch)% +a,(0) 5+ a1 (0 + an(¥)y = b(x) (22)

EJ: Persamaan diferensial dikatakan linier jika F adalah fungsi linier dari
Vegi'abel v,y .,y
Fg—‘,y,y’, .y =0 (2.3)
Cimi-ciri dari persamaan diferensial linier adalah:

1.2 Variabel tak bebas y dan turunannya hanya berderajat satu.

0

£31SI9A

Tidak ada perkalian antara variabel tak bebas y dan turunannya.

w

Variabel tak bebas y maupun turunannya tidak termasuk fungsi transenden;
logaritma, trigonometri dan exponensial.

Centoh 2.5

d dy _
E%+5;+6y—0

1 BS jo
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@)

g Suatu persamaan diferensial dikatakan non-linier jika persamaan tidak
mémiliki ciri-ciri dari persamaan diferensial linier.

(@]
Centoh 2.6

a% ay\3
@ +5(3) +or=o
2.4 Sistem Persamaan Diferensial
S Ssistem persamaan diferensial merupakan perpaduan berdasarkan beberapa

persamaan diferensial. Secara sistematis, sistem persamaan diferensial bisa ditulis
c

menggunakan bentuk:
-~

Q
x(;_@ = f(t,x) (2.4)
déggan
{%—I fl(t: X1,X2, "'lxn)
x() = 2 = |dd—t| G E |7 %) (2.5)
[dﬂj fn(t, x4, %5, o, Xp)

QU
~

dimana x4, x,, ..., x,, adalah variabel terikat dan t adalah variabel bebas.
Jika pada Persamaan (2.4) variabel t tidak dinyatakan secara eksplisit, maka
Persamaan (2.4) disebut sistem otonomus sehingga dapat ditulis secara matematis

de&qan bentuk:

xg}) =f(x) (2.6)
depgan
; dx
E. l[d_tl]l f1 (X1, %3, .0, %)
g d
x(@ :%:i%i’f(x) - fz(xl;x?; '"ixn) (27)
= : :
< e ACHEIES)
® dt
;— Berdasarkan kelinierannya, sistem persamaan diferensial diklasifikasikan

menjadi dua, yaitu sistem persamaan diferensial linier dan sitem persamaan non-
Lo o

Iirﬁér.
1.;? Sistem Persamaan Diferensial Linier
=
w» Secara umum bentuk persamaan diferensial biasa dapat ditulis sebagai

e
betikut: [10]
=N

10
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©
Fg,x,x’,...,x”) =0 (2.8)

: Bentuk umum dari persamaan diferensial linier yaitu:

a@x + A%, + o+ Qo)X+ agx™ = fi(¢)
QO
3

az%x +azx, + -+ Clz(n—l)xn_1 + azx™ = f(t)
=

=

e, +ax; + o+ Qe X F A x™ = f(0) (2.9)
5 Maka sistem persamaan diferensial linier dengan variabel bebas x(t) dan

va‘;;abel t dinyatakan sebagai berikut:

J'c];f;?t) =x"1(t) = a;1(O)x1 + a1,(Ox + -+ a1, (Ox, + f1 ()

1508) = x'5(8) = a1 (%) + Ao (D)2, + =+ + Ay ()% + f1(£)

X (£) = X' (6) = an1 (X1 + an2 (D22 + -+ + A (Oxn + fr () (2.10)

sehingga dapat dituliskan dalam bentuk matriks sebagai berikut:

x(t) = Ax(t) + f(t) (2.11)

dengan

x1(t) a;1(t) ap(t) . ap@][* () f1(©)

xé(t) _ a21:(t) azz:(t) aZn:(t) xzz(t) n Ifz (t)‘

GO lan® @@ . an®llol he
E Berdasarkan (2.12) sistem persamaan diferensial linier dikatakan homogen

ji%n =1,2,...,k dan f(t) = 0. Dengan demikian, dapat ditulis Persamaan (2.12)

da%m bentuk matriks sebagai berikut:

(2.12)

2@ = Ax(0) (2.13)
deﬁgan
%(t) a;1(t) ap(t) .. ap@®][x®)

B0 | _ |aaa(®)  axn(®)
Ui : : : :
O lan® ap® - @@l

Cantoh 2.7 (Sistem Persamaan Diferensial Linier Homogen)

azn.(t) xZ-(t) (214)

le - xz

11

nery wisey jridkg



‘nery eysng NN uizi eduey undede ymuaq wejep Ul sin} eA1ey yninjas neje ueibegas yeAueqiadwaw uep uejwnwnbuaw Buelse|iq ‘'z

nvrd visns NIn
o

&

‘nery BYsng NiN Jelem Bueh ueBunuadsy ueyiBniaw sepn uediynBuad °q

‘yejesew niens uenefun neje )iy uesinuad ‘uelode| ueunsnAuad ‘yeiw) efiey uesinuad ‘uenieuad ‘ueyipipuad uebunuaday ynun eAuey uednnbuad e

b )

3,

>

h

JJaquuns ueyingaAuswu uep ueywniueasusw edue) 1ul siny eAiey ynines neje ueibeqgas diynbusw Buele|q ‘|

0

Buepun-Buepun 1Bunpuing eidio eq

@)

%: 4x1 + 8x2

-
Centoh 2.8 (Sistem Persamaan Diferensial Linier Non Homogen)

ﬁ=2x1+x2—3t+5

M& B

z Contoh 2.8 dikatakan sistem persamaan diferensial non homogen karena ada
nilgi —3¢ + 5 dan —7t + 5 yang menyatakan bahwa fungsi f(t) bernilai tak nol.
2.0 Sistem Persamaan Diferensial Non-Linier

c

i Pada Persamaan (2.8) jika fungsi F terdapat x,x’,..,x™ yang bukan

m%upakan fungsi linier, maka sistem persamaan diferensial tersebut menjadi non-
liner [10]. Maka sistem persamaan dapat ditulis dalam bentuk
c

dx
d_tl 3 fl(xl'xZ' ""xn)

dx
d_tz 3 f2 (xl'xZ' ""xn)

dxn

= fu (X1, X, e, X) (2.15)
Contoh 2.9

d

% = 3x; + x1x;

dx;

e 4x,% — 2x; — x,°
g
1 Contoh 2.9 dikatakan sistem persamaan diferensial non-linier karena
wn

mgmuat perkalian antara variabel tak bebas x; dan x, pada persamaan pertama

dag-terdapat kuadrat dari variabel x, pada persamaan kedua.

=
2.§. Titik Ekuilibrium

TiEk ekuilibrium atau titik kesetimbangan merupakan titik yang tidak

b@)engaruh terhadap waktu. [11]

Céhtoh 2.10

dxg:n

705-: 3x1 + x1x2 (2.16)
EF _ oy — Ty — X2 (2.17)

iy

neny wisey jrredy
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©
g Selanjutnya akan dicari titik ekuilibrium menggunakan metode substitusi.

B%’_}Fdasarkan Persamaan (2.16) diperoleh

X§3 +x,)=0

X3= 0danx, = -3

Kemudian substitusi x; = 0 ke Persamaan (2.17) diperoleh
4f5—7(0) —x,2 =0

4%— 0—x,2=0

4% —x,2 =0

X464 — x,) = 0

xz;P.: Odanx, =4

Sganjutnya substitusi x, = —3 ke Persamaan (2.17) diperoleh
4(-3)—7x, — (-3)2=0

—12-7x,—-9=0

—21—7x,=0
—7x, =21
x1 = _3

Maka diperoleh titik ekuilibrium (0,0), (0,4) dan (—3,-3).

2.6n Kestabilan Titik Ekuilibrium

% Penyelesaian sistem persamaan diferensial bisa ditentukan dengan
m'e'r\ganalisis kestabilan titik ekuilibrium. Kestabilan pada sistem berarti
p@ubahan kecil dalam sistem hanya akan sedikit mengubah solusi untuk waktu
ya@g akan datang, jika perubahan kecil pada sistem menyebabkan perubahan
b@éar pada perilaku penyelesaian untuk waktu yang akan datang, maka sistem
dis:ebut tidak stabil. Penyelesaian kestabilan titik ekuilibrium dapat diselesaikan
seCara analitik ataupun numerik.
Définisi 2.1 [11]
Dgerikan suatu sistem persamaan diferensial orde satu x = f(x) dan x(t, xq)
acglah solusi persamaan x = f(x) pada saat t dengan nilai awal x(0) = x,. Titik

ekailibrium % dikatakan stabil, stabil asimtotik dan tidak stabil, jika

13
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1% Stabil, jika Ve > 0,36 > 0 sedemikian sehingga, jika ||xo — X|| < &, maka
: llx(t, xo) —X|| < eVt > 0.

2.-3 Stabil asimtotik, jika stabil dan terdapat &; > 0 sedemikian sehingga
g Lim,_ 1% (t, xo) — X|| = 0 apabila ||x, — %|| < 6.

3.= Tidak stabil jika definisi 1 tidak terpenuhi.
Z Berdasarkan kelinierannya, kestabilan titik ekuilibrium diklasifikasikan

meRjadi dua yaitu kestabilan sistem persamaan diferensial linier dan kestabilan
sigém persamaan diferensial non-linier.
1.2 Kestabilan Sistem Persamaan Diferensial Linier
Defjnisi 2.2
Masalkan A adalah matriks berukuran n x n, nilai eigen dari matriks A adalah
akir-akar karakteristik dari polynomial det(A — AI) = 0, maka dapat ditulis
dalam bentuk
A At + ap A"+ e+ ad+ay=0 (2.18)
Dengan a, =1

Kemudian akan ditunjukkan teorema yang menyatakan hubungan nilai
eigen dengan kestabilan titik ekuilibrium.
Teorema 2.1
Diberikan sistem persamaan diferensial x = Ax, dengan A suatu matriks n X n
de:égan nilai eigen 44, 4, ..., 4; dimana j < n
1.9': Titik ekuilibrium x* dikatakan stabil asimtotik jika A; < 0, Ai = 1,2, ...,n
2.; Titik ekuilibrium x* dikatakan stabil jika4; < 0dan34; =0,i =1,2,...,n
3.~ Titik ekuilibrium x* dikatakan tidak stabil jika 34; > 0,i =1,2,...,n
Pada Contoh 2.1 diperoleh nilai A, = 4, 1, =2 ++/3 dan A; = 2 —+/3.
Bgdasarkan Teorema 2.1 maka titik ekuilibrium dari Contoh 2.1 dikatakan tidak

dATU[) DT

Sl‘%ll karena nilai 4, ,3 > 0.
2. = Kestabilan Sistem Persamaan Diferensial Non-Linier
Untuk menentukan kestabilan dari suatu sistem persamaan diferensial non-

r dapat dilakukan dengan cara linierisasi sistem non-linier. Linierisasi

&g Reynsg jo

difakukan pada sistem non-linier untuk mengetahui perilaku sistem di sekitar titik
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@)

ekglibrium. Pada sistem non-linier, linierisasi dimaksudkan untuk memperoleh

ap;ﬁ)ksimasi yang baik. Proses liniersisasi dapat dilakukan dengan menggunakan

defet Taylor disekitar titik ekuilibirum x* = (x* x,%, ..., x,,*) dengan f(x*) =0

ya‘iiu:

de fl( )+ 6f1(x )(x —x )+ +af1(x)(x X, )+ 102 f1(x )(xl xl*)z +

ac

= 9xn

=
dxz f( )+af2(x)(x _x1)+ +af2(9rfl)(xn_xn)+1af2(x)(x1_x1 )2

lz 2 0x

(0))

c

w
g £ + 0 ) 4 I 2 +3 LD (e )2 4
dt;U 0xp Oxp 0xq

Jilna suku-suku non-liniernya diabaikan, maka diperoleh

""1 = filx )+af1<“(1—x1>+ +af1(’”<xn—xn*>

dx " Af,(x™) " 0fa(x™) o
‘szfz(x )+;—x1(x1_x1 )+ -+ ;xn (i)

dn Ofn Ofn *
n_ o (x7) + f<“<1—x1>+ " f‘“(xn—xn>

Apabila Persamaan (2.20) ditulis dalam bentuk matriks, maka diperoleh

ey [AGD 240G OAGY):
| d'!!') I axl* axz* axn* xl - xl*
o N [UACO R TCS B ES) | M
= 2 2
| (‘R- I —_— 6x1 axz axn g
|d.-‘| : * ‘ * ’ : * x —_— x
|_ iz""J Ofn(x™)  0fn(x") Ofn(x™) n n
-(E_ L 0x; 9x3 0xp

=
Misalkan

=
2137_ xl —_ xl*,ZZ = x2 — xz*' ---;Zn — xn _ xn*
Diberoleh
ng_-'-_ dxq dzp _ & dﬁ B dx_n
_d?;_d dat  odt '’ de | dt

Lon =Y

E“S

ingga Persamaan (2.20) ditulis sebagai berikut

n

dzg_ fl(x*)Jraf;)(:lc)ZlJr__ LAY

Oxp

15
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(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

Selanjutnya substitusi Persamaan (2.21) dan (2.22) ke Persamaan (2.20),
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©
diI_ * fo(x™) dfa(x™)
dg._ fz(x )+ ax_l Zq + + axn_Zn
(@]
dZ-S- Afn(x™) fn(x")
e * Zin\z J niz J
b= R+ = e+ =y (2.23)
=
atau
e

d_tC= ](xl*,xz*,...,xn*)z (224)

Z Persamaan (2.24) merupakan hasil linierisasi dari persamaan diferensial
ncﬁ_@-linier. Selanjutnya akan dibahas teorema mengenai Kkriteria kestabilan titik
ekstilibrium pada persamaan diferensial nonlinier.

T;Jgrema 2.2 [12]

D@érikan matriks Jacobian Ji., « x,* ., dari Persamaan (2.23)

1. Jika semua bilangan real pada nilai eigen dari matriks Jo, =% .+ bernilai
negatif, maka titik ekuilibrium dari x* = (x;*, x,%, ..., x,*) pada sistem
persamaan diferensial non-linier (2.15) stabil asimtotik lokal.

2. Jika terdapat paling sedikit satu nilai eigen dari matriks Jo «x,* .x."
bernilai posisif, maka titik ekuilibrium dari x* = (x;*, x,", ..., x,*) pada
sistem persamaan diferensial non-linier (2.15) tidak stabil.

Contoh 2.11

g.? Berikut contoh dari kestabilan titik ekuilibrium, berdasarkan Contoh 2.10
diperoleh titik ekuilibrium yaitu (0,0), (0,4) dan (—3,—3). Selanjutnya dilakukan
Iirgerisasi di sekitar titik ekuilibrium untuk melihat kelinierannya dengan Matriks
Janbian.

c dx1 dx1

= dx, dxp 3+ x, X4
](g) T axy  axp| T [ -2 4 — ZXZ]
g lan ax
W
Untuk x* = (0,0)
[f* (0) 0 ] _ [ 3 0]
w2 4-20]" -2 4

PeESamaan karakteristik untuk /o oy adalah

=
d@(](om —AI)=0
V)

16

nery wisey jix



‘nery eysng NN uizi eduey undede ymuaq wejep Ul sin} eA1ey yninjas neje ueibegas yeAueqiadwaw uep uejwnwnbuaw Buelse|iq ‘'z

NVIE YYSNS NIN
o

&

‘nery BYsng NiN Jelem Bueh ueBunuadsy ueyiBniaw sepn uediynBuad °q

‘yejesew niens uenefun neje )iy uesinuad ‘uelode| ueunsnAuad ‘yeiw) efiey uesinuad ‘uenieuad ‘ueyipipuad uebunuaday ynun eAuey uednnbuad e

b )

3,

>

h

JJaquuns ueyingaAuswu uep ueywniueasusw edue) 1ul siny eAiey ynines neje ueibeqgas diynbusw Buele|q ‘|

0

Buepun-Buepun 1Bunpuing eidio eq

©)

0
det =0
" 42l
(FE-D@E-2)=0
o
Ag=3dan 4, =4

Kafena 4; = 3 > 0 dan 1, = 4 > 0 maka berdasarkan Teorema 2.2 nilai titik

I[S—/l

ekijlibrium (0,0) pada sistem persamaan tersebut tidak stabil.

c
2.%Z Kiriteria Routh-Hurwitz

g’ Nilai eigen dapat dihitung dengan menentukan akar persamaan karakteristik
déf(A — AI). Tetapi akar-akar persamaan karakteristik seringkali sulit ditemukan,
seﬁjngga diperlukan suatu aturan untuk memastikan bahwa akar-akar persamaan
karakteristik tersebut negatif atau positif. Kriteria Routh-Hurwitz merupakan
salcah satu alternatif untuk menentukan nilai eigen dari suatu polinomial yang
tidak mudah dilakukan. Tanda negatif atau positif dapat digunakan untuk
menentukan sifat kestabilan dari suatu titik ekuilibrium [13].

Definisi 2.3

Persamaan karakteristik dari bentuk polinomial yang diberikan adalah sebagai
berikut:

PD) = apA' + ;A7 + -4 a; =0 (2.25)
di'@ana a, =1,j=1,2,..,nanggota bilangan real. Maka didefinisikan matriks j

segagai berikut:

i -
= ap Qo a4 do 0O
H1m= [al]; HZ :[(13 az], H3 =las a; aif...
B as a; asl
e
o]
(= a, a 0 0 07
HE'— as a, a, a 0
’g as ay as a, 0
£, Lazk—1 Qzk—2  Qzk-3 O2k—4 Qg
=k
< Ta; a, 0 .. 0
=
- |as a; a; 0
Higy : 0 (2.26)
Elo o o a;
o
js¥]

D@)erminan matriks Routh-Hurwitz tingkat ke-i dinotasikan dengan 4;, dengan

z:§2n yang diperoleh dari Persamaan (2.26). jika setiap A; bernilai positif

I
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semua akar-akar persamaan karakteristik Persamaan (2.25) mempunyai nilai
18

egatif.
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=

BAB Il
METODE PENELITIAN

Penelitian ini dilakukan menggunakan metode penelitian studi literatur,

yag'_;_u dengan mempelajari buku-buku serta jurnal-jurnal yang berkaitan dengan

permodelan matematika. Hal ini dilakukan untuk mencermati, menelaah dan

mégidentifikasi pengetahuan yang menunjang penelitian ini. Adapun langkah-

Ia@kah penelitiannya sebagai berikut:

il o3

Py

Membuat asumsi model

Untuk membangun model SVEIR (Susceptible, Vaccinated, Exposed,

In%cted, Recovery) pada penyebaran COVID-19 dapat di asumsikan beberapa hal

sebagai berikut:

a)
b)

c)

d)

D
~—

)

ISI9AIU[) DITUIB]S] 9}e}g

= (]
~

nery wisey jiredg uej[ng jo A3}

Jumlah kelahiran alami dan kematian alami diasumsikan sama.

Populasi diasumsikan terbuka, karena terjadinya migrasi.

Setiap individu diasumsikan mempunyai peluang yang sama untuk
melakukan kontak dengan individu lain.

Individu rentan yang telah mendapatkan vaksinasi masuk kedalam
subpopulasi Vaccinated (V).

Individu yang telah divaksinasi mengalami dua kemungkinan, yaitu
mengalami kekebalan permanen terhadap COVID-19 dan tidak mengalami
kekebalan permanen terhadap COVID-19. Individu yang tidak mengalami
kekebalan permanen, maka menjadi subpopulasi Exposed (E).

Infeksi virus terjadi ketika individu rentan kontak dengan individu
terinfeksi.

Individu yang terinfeksi virus dapat sembuh dari penyakit.

Individu yang telah sembuh memiliki kekebalan permanen terhadap
COVID-19 sehingga tidak dapat terinfeksi lagi.

Variabel yang digunakan dapat disajikan dalam Tabel 3.1.

19
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2% Diberikan jurnal dari Sitty, dkk [3] :
as="
@EA—aﬂ—Bﬁb%n+m&
ave
E;E;_es--nv,

3 a(1-0)SI - (B +0+E,

S= BE— ({+ 1+ 8,

neiy eysn

\‘

oo

neny wisey jrreAg uejpng jo AJIsIdAru) dIUIe[S] 33e3§

Dari model diatas, dibentuk model baru dengan menambahkan faktor
migrasi (imigrasi dan emigrasi) di setiap subpopulasi. Kemudian pada
subpopulasi V (Vaccinated) terjadinya 2 kemungkinan yaitu individu yang
mengalami kekebalan permanen dan individu yang tidak mengalami
kekebalan permanen sehingga menjadi individu laten.

Menyelesaikan sistem persamaan diferensial dari diagram transfer yang
terbentuk.

Mencari titik ekuilibrium (kesetimbangan) dari model yang dibuat, yaitu
titik ekuilibrium bebas penyakit dan titik ekuilibrium endemik penyakit.
Menganalisa sifat kestabilan dari titik ekuilibrium bebas penyakit dan titik
ekuilibrium endemik penyakit dengan melakukan linearisasi pada sistem
dengan menentukan matriks Jacobian di titik ekuilibrium. Kemudian
diperoleh nilai eigen dari matriks dan ditentukan sifat kestabilannya dengan
menggunakan Kriteria Routh-Hurwitz.

Membuat simulasi numerik dengan mendefinisikan nilai parameter dan
digambarkan dengan menggunakan software Maple 13.

Membuat kesimpulan dari hasil yang diperoleh.

20
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Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan yang telah dilakukan, maka dapat diambil
mpulan sebagai berikut:
1. Model matematis yang diperoleh pada penyebaran COVID-19 dengan
adanya pengaruh migrasi menggunakan model SVEIR, yaitu:

%:HN+plS—uS—pZS—a(1—0)51—95

W _

" =0S+pV—uV —pV—0oV—yV

&= BE + pyl — ul = pl — 31— 681

% = 61+ 0V + p1R — R — p;R

Dengan S(t)+ V(@) +E(@)+1I(t)+R(t)=N merupakan jumlah
keseluruhan populasi. Dimana S merupakan populasi susceptible (populasi yang
refffan), ¥V merupakan populasi vaccinated (populasi yang divaksinasi), E
m%upakan populasi exposed (populasi laten) , I merupakan populasi infected
(pgpulasi yang terinfeksi penyakit), R merupakan populasi recovery (populasi

yaag dinyatakan sembuh).
M

2. Terdapat dua titik ekuilibrium pada model SVEIR penyebaran COVID-
19 dengan adanya migrasi, yaitu:

a. Titik ekuilibrium bebas penyakit
. ( unN OuN 0.0
L7 Nutpa+0-p1) " (utp,+0+p)(utpatoty—ps)’

gOuN )
(utp+60+p)(utprtoty—p)(u+pz—p1)
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b. Titik ekuilibrium endemik penyakit

_( uN ouN
27 \u+p+a@ -0 +0—p (py—p—p,—a(l—O =) (u+p,+0+y—p1)
(u+ps+{+6—p)I"
B

YV +a(l—-6)S' " + pE* — uE* — p,E* — BE*,

61" + ouN )
Wtp2+a(l=0)I"—p))(pr—p—p2—0=y)(p2+u—p1)
Ada dua kestabilan titik ekuilibrium pada model SVEIR terhadap

penyebaran COVID-19 dengan adanya pengaruh migrasi, yaitu:
a. Kestabilan titik ekuilibrium bebas penyakit.
Jika laju imigrasi kecil dari atau sama dengan laju emigrasi maka titik

kestabilan ekuilibrium bebas penyakit tersebut stabil asimtotik sedangkan

nelry eysng N Ay!lw eydio ey @

pada saat laju imigrasi lebih besar dari laju emigrasi, maka titik
kestabilan ekuilibrium bebas penyakit tersebut tidak stabil.

b. Kestabilan titik ekuilibrium endemik penyakit.
Jika laju imigrasi kecil dari atau sama dengan laju emigrasi maka titik
kestabilan ekuilibrium bebas penyakit tersebut stabil asimtotik sedangkan
pada saat laju imigrasi lebih besar dari laju emigrasi, maka titik
kestabilan ekuilibrium endemik penyakit tersebut tidak stabil.

o Sehingga dapat disimpulkan bahwasannya perbedaan besar laju imigrasi dan
Iaﬁ emigrasi sangat berpengaruh terhadap penyebaran COVID-19. Semakin besar
lajif imigrasi disbanding dengan laju emigrasi, maka jumlah terinfeksi akan
segakin bertambah. Oleh karena itu upaya lockdown oleh pemerintah sangat
dipc’erlukan dalam pencegahan penyebaran COVID-19.

5.Z. Saran

..’<3 Dalam penulisan ini, penulis membahas model SVEIR terhadap penyebaran
CéVID-lQ dengan adanya migrasi. Dalam penelitian ini subpopulasi yang
digunakan yaitu Susceptible (S), Vaccinated (V), Exposed (E), Infected (I),
R%overy (R). Bagi pembaca yang tertarik dengan topik ini, penulis memberikan
sagn agar menambahkan subpopulasi Quarantined (Q) yaitu orang yang

méfakukan karantina atau orang melakukan isolasi mandiri.
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