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ABSTRAK 

 

Tugas Akhir ini bertujuan untuk mendapatkan bentuk umum trace matriks 

FLDcircr berbentuk khusus berpangkat negatif dua, tiga dan empat. Untuk 

mendapatkan bentuk umum tersebut, terlebih dahulu menentukan perpangkatan 

matriks FLDcircr berbentuk khusus berpangkat negatif dua, kemudian dilakukan 

perpangkatan matriks FLDcircr berbentuk khusus berpangkat negatif tiga dan 

empat.  Selanjutnya, diperoleh trace matriks FLDcircr  berbentuk khusus 

berpangkat negatif dua, tiga dan empat. Kedua bentuk umum tersebut dibuktikan 

dengan cara pembuktian langsung. Diberikan juga contoh aplikasi dari trace 

matriks FLDcircr  berbentuk khusus berpangkat negatif dua, tiga dan empat. 

Kata Kunci : matriks FLDcircr  berbentuk khusus, pembuktian langsung, trace 

matriks.    
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This final Project aims to get a general form trace FLDcircr matrix special form 

of negative powers two, three and four. To get thegeneral form, first determine the 

power of the special-shaped  FLDcircr matrix to the negative power of two, then 

do the power of the special-shaped  FLDcircr  matrix to the negative of three and 

four.
 
Furthermore, obtained trace FLDcircr  matrix special form of negative 

powers two, three and four. The two general forms are proven by means of direct 

proof.  The application example of the trace FLDcircr matrix special form of 

negative two, three and four.  

Keywords : Special shape FLDcircr  matrix, direct proof, trace matrix.  
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BAB I  

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

 Matriks terdiri dari beberapa jenis diantaranya adalah matriks bujur sangkar, 

matriks simetris,  matriks segitiga atas, matriks segitiga bawah, matriks circulant, 

matriks FLDcircr dan lain-lain. Menurut [1]  matriks  RMC nn  dikatakan 

matriks circulant jika berbentuk sebagai berikut : 
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 Menurut [2] matriks FLDcircr adalah sebuah tipe baru dari matriks 

circulant. Bentuk umum dari matriks FLDcircr adalah sebagai berikut : 
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 (1.2)     

 

Persamaan (1.2) dapat ditulis dengan A FLDcircr  1210 ,,,, naaaa  . 

 Penelitian tentang matriks FLDcircr  juga telah dibahas oleh [3] dengan 

matriks nA FLDcircr  0,,0,0,,0 x  berorde 2n  sebagai berikut : 
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(1.3) 

 

Berdasarkan penelitian tersebut dapat diperoleh bentuk umum invers suatu  

matriks yaitu   
1

nA FLDcircr   11 ,,0,0,0,
 rxx    dengan orde 𝑛 × 𝑛 pada 

Persamaan (1.3) sebagai berikut : 
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 Terdapat beberapa operasi pada matriks seperti perkalian matriks, 

penjumlahan matriks, trace matriks, perpangkatan matriks, dan trace matriks 

berpangkat. Pada tugas akhir ini yang dibahas adalah trace matriks berpangkat. 

Trace matriks adalah jumlah dari setiap elemen-elemen diagonal utama suatu 

matriks bujur sangkar, yang dinotasikan dengan 𝑡𝑟(𝐴). Sedangkan menurut [4] 

trace matriks berpangkat sering di 

gunakan pada beberapa bidang matematika, khususnya analisis jaringan (network 

analysis), teori bilangan, sistem dinamik, teori matriks, dan persamaan 

differensial.  

 Penelitian mengenai trace matriks berpangkat telah dibahas oleh [5] yaitu 

meneliti trace dari matriks real berpangkat bilangan bulat negatif. Penelitian 
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tersebut menggunakan matriks real dengan bentuk Rdcba
dc

ba
A 
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
 ,,,, . 

Berdasarkan matriks tersebut hasil yang diperoleh dari bentuk umum trace 

matriks real 22  berpangkat bilangan bulat negatif sebagai berikut : 
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 Penelitian mengenai trace matriks berpangkat juga dibahas oleh [6] yang 

mengenai trace matriks berbentuk khusus berpangkat bilangan bulat negatif. 

Dengan bentuk matriks yaitu Rba
b

a
A 








 ,,

0

0
 dengan A  mempunyai invers, 

maka bentuk umum 
nA
 untuk n  ganjil dan n  genap diperoleh : 

𝐴−𝑛 = [
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𝐴−𝑛 = [
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Hasil yang diperoleh dari penelitian tersebut adalah mendapatkan bentuk umum 

trace matriks berbentuk khusus berpangkat bilangan bulat negatif yaitu : 
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𝑡𝑟(𝐴−𝑛) = {

0                              , 𝑛 ganjil
2

(−1)
𝑛
2(det( 𝐴))

𝑛
2

  , 𝑛 genap 

 

 

 

 Penelitian selanjutnya yang telah dilakukan oleh [7] pada tahun 2020 

membahas tentang trace matriks ketetanggaan nn  berpangkat empat dan 

negatif satu dari graf roda. Matriks yang digunakan adalah adalah matriks 

ketetanggaan nn  dari graf roda sebagai berikut : 
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(1.5) 

 

Hasil yang diperoleh pada penelitian tersebut adalah mendapatkan bentuk umum 

trace matriks ketetanggaan nn  berpangkat empat dan negatif satu dari graf roda 

yaitu :   

Untuk trace matriks ketetanggaan nn  berpangkat empat dari graf roda : 

).1)(10(2)( 4  nnAtr n  

Untuk  trace matriks ketetanggaan nn  berpangkat negatif satu dari graf roda : 
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 Berdasarkan pemaparan diatas, maka peneliti ingin mengembangkan 

penelitian yang telah dilakukan oleh pada matriks FLDcircr. tepatnya akan 

ditentukan trace matriks FLDcircr berpangkat bilangan bulat negatif. Sehingga 

judul dari tugas akhir ini penulis tertarik untuk melakukan kajian mengenai 
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“Trace Matriks FLDcircr Berbentuk Khusus Berpangkat Negatif Dua, Tiga 

dan Empat”. 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang yang diuraikan oleh penulis, maka rumusan 

masalah dalam tugas akhir ini adalah “Bagaimana bentuk umum dari trace 

matriks FLDcircr  berbentuk khusus berpangkat negatif dua, tiga dan empat?”.   

1.3 Batasan Masalah 

 Berdasarkan rumusan masalah, maka harus dilakukan batasan masalah agar 

penelitian ini dapat tercapai dengan baik dan tepat. Batasan masalah yang 

digunakan pada penelitian Tugas Akhir ini yaitu : 

1. Matriks nA FLDcircr  0,,0,0,,0 x  sesuai Persamaan (1.3) dengan orde 

2n  sebagai berikut : 
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2. Bentuk umum invers matriks   
1

nA FLDcircr   11 ,,0,0,0,
 rxx  sesuai 

Persamaan (1.4) yaitu : 
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
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



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
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1.4 Tujuan Penelitian 

 Berdasarkan dari rumusan masalah maka tujuan penelitian ini adalah untuk 

mendapatkan bentuk umum trace matriks FLDcircr  berbentuk khusus berpangkat  

negatif dua, tiga dan empat pada Persamaan (1.3). 

1.5 Manfaat Penelitian 

 Ada beberapa manfaat dari penelitian yaitu : 

1. Menambah ilmu dan wawasan bagi penulis tentang matriks. 

2. Dapat dijadikan sebagai referensi untuk pembanding penelitian yang 

akan datang yang berkaitan dengan matriks FLDcircr dengan operasi 

trace suatu matriks. 

1.6 Sistematika Penelitian 

Adapun sistematika pada saat penulisan penelitian ini yaitu: 

BAB I PENDAHULUAN 

Bab ini berisi latar belakang, rumusan masalah, batasan masalah, 

tujuan penelitian, manfaat penelitian dan sistematika penulisan. 

BAB II LANDASAN TEORI 

   Bab ini berisi teori-teori yang berkaitan tentang matriks, matriks 

FLDcircr, trace suatu matriks, trace matriks berpangkat negatif 

dua, tiga dan empat, dan perpangkatan matriks, serta beberapa 

definisi, teorema, dan contoh. 

 

BAB III METODOLOGI PENELITIAN 

     Bab ini menjelaskan langkah-langkah dalam menentukan trace 

matriks FLDcircr berbentuk khusus berpangkat negatif dua, tiga 

dan empat. 

BAB IV PEMBAHASAN 

   Bab ini menjelaskan secara detail untuk mendapatkan trace matriks 

FLDcircr berbentuk khusus berpangkat negatif dua, tiga dan empat.  

BAB V PENUTUP 

Bab ini berisikan  kesimpulan secara singkat dari pembahasan dan 

saran dari penulis. 
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BAB II  

LANDASAN TEORI 

 

Bab ini berisi teori-teori yang mendukung penulis dalam menyelesaikan 

permasalahan yang akan dibahas pada bab selanjutnya. Teori yang berkaitan 

dengan permasalahan penulis diantaranya definisi matriks FLDcircr, perkalian 

matriks, trace matriks, trace matriks berpangkat bilangan bulat negatif, dan 

perpangkatan matriks. 

2.1 Matriks FLDcircr  

Definisi 2.1 Definisi Matriks FLDcircr [2] Suatu matriks bujur sangkar dikatakan 

matriks FLDcircr  (the first and last difference r-circulant matrix) jika memenuhi : 
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


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

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





 
 
 

Matriks diatas dapat ditulis dengan A FLDcircr  1210 ,,,, naaaa  . 

 Matriks FLDcircr  juga telah dibahas oleh [3] dengan matriks nA FLDcircr

 0,,0,0,,0 x  berbentuk khusus berorde 2n  sebagai berikut : 
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

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Pembahasan dari bentuk 
nA  diatas maka dari laporan Tugas Akhir [3] tersebut 

telah mendapatkan bentuk umum invers dari matriks FLDcirc  0,,0,0,,0 x  yang 

dinyatakan pada Teorema 2.1 berikut : 

Teorema 2.1 Invers Matriks FLDcirc Bentuk Khusus Orde nn   [3] 

Diberikan nA  suatu matriks FLDcirc bentuk khusus berorde 2n  dengan 

Rra ,  maka inver dari matriks nA   adalah : 
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Contoh 2.1 Diberikan matriks FLDcircr berorde 77  adalah sebagai berikut : 

.

0000011

2/1000000

02/100000

002/10000

0002/1000

00042/100

000002/10

7































A  

Matriks 7A  diatas dapat juga ditulis dengan 7A  FLDcirc2  0,0,0,0,0,2/1,0 . 

2.2 Perkalian Matriks 

Definisi 2.2 Perkalian Matriks [8] Jika A  adalah matriks rm  dan B  adalah 

matriks nr  , maka hasil kali AB  adalah matriks nm  yang entri-entrinya 

ditentukan sebagai berikut. Untuk mencari entri dalam baris 𝑖 dan kolom 𝑗 dari 

AB , pilihlah baris i  dari matriks A  dan kolom j  dari matriks B . kalikanlah 
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entri-entri yang bersesuaian dari baris dan kolom tersebut dan kemudian 

jumlahkan hasil kali yang diperoleh.  

Contoh 2.2 Jika 









00

11
A  dan 










22

11
B  maka AB  dan BA sebagai berikut : 




























00

33

22

11

00

11
AB  dan .

22

11

00

11

22

11

























BA  

Pada Contoh (2.2) dapat disimpulkan bahwa hasilkali AB  dan BA  tidak sama. 

2.3 Perpangkatan Matriks 

Definisi 2.3 Perpangkatan Matriks [8] Jika A  adalah matriks bujursangkar, 

maka definisi pangkat bilangan bulat  taknegatif dari A  adalah  : 

,0 IA               𝐴𝑛 = 𝐴𝐴…𝐴⏟    
𝑛 𝑓𝑎𝑘𝑡𝑜𝑟

    (𝑛 > 0).  

 

 

Selanjutnya, jika A  dapat dibalik, maka defenisi pangkat bulat negatif adalah : 

𝐴−𝑛 = (𝐴−1)𝑛 ,         𝐴−𝑛 = 𝐴−1𝐴−1…𝐴−1⏟        
𝑛 𝑓𝑎𝑘𝑡𝑜𝑟

 . 

 

 

 

 

Contoh 2.3 Misalkan 









31

21
A  dan 














11

23
1A  

maka  

,
4115

3011
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21

31

21

31

21
3






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

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
















A dan 

  .
1115

3041
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23
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23

11

23313



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


 

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
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
























  AA  

2.4  Trace Matriks 

Definisi 2.4 Trace Matriks [8] Jika A  adalah sebuah matriks persegi, maka trace 

A dinyatakan dengan )(Atr , didefinisikan sebagai jumlah entri pada diagonal 

utama A . Trace dari A  tidak dapat didefinisikan jika A  bukan matriks persegi. 
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Contoh 2.4 Diberikan matriks 
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
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maka   332211 aaaAtr   dan   .110751 Btr  

Teorema 2.2 Sifat-Sifat Trace [9] Misalkan   ijaA   suatu matriks persegi 

berukuran nn , maka trace dari A  didefinisi sebagai jumlah dari elemen 

diagonal A  dan dinotasikan dengan )(Atr , yaitu 
nnaaaaAtr  ...)( 332211

. 

Beberapa sifat dari trace matriks diantaranya adalah sebagai berikut :

 

1. )()( AtrkkAtr   

2. )()()( BtrAtrBAtr   

3. )()( AtrAtr T   

dengan k  adalah sembarang skalar, sedangkan A  dan B  adalah matriks 

berukuran nn . 

Bukti  : 
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nnaaak  2211(  
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Contoh 2.6 Diberikan matriks 
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3. 
































22

11

00

11
)( trBAtr  

.4

22

22
























 tr

 

Berdasarkan matriks A  dan ,B

 
maka 

 
,101)( Atr  dan 
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,321)( Btr  sehingga 

4)()(  BtrAtr  

)( BAtr   

2.5 Trace Matriks Berpangkat Bilangan Bulat Negatif 

 Pembahasan mengenai trace matriks berpangkat telah dibahas oleh [7] Pada 

Penelitian tersebut pada halaman IV-1 sampai IV-37 mencari bentuk umum 

matriks ketetanggaan nn  berpangkat empat dan pada halaman IV-38  mencari 

trace matriks ketetanggaan nn  berpangkat empat dan dengan menggunakan 

matriks ketetanggaan nn  dari graf roda berikut : 

1. Diberikan matriks ketetanggaan nn  dari graf roda yaitu : 
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2. Mendapatkan bentuk umum matriks ketetanggaan nn  berpangkat empat dari 

graf roda )( 4

nA . 

Teorema 2.3 Bentuk umum 
4

nA  dari matriks ketetanggan nn  dari graf roda 

yaitu : 
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



)1)(3(4444444444444444444444

441711151112111112111511

441117111511111111121115

441511171115111111111211

441115111711111111111112

441211151117151111111111

44

441111111111171115111211

441111111111111711151112

441211111111151117111511

441112111111111511171115

441511121111121115111711

441115111211111211151117

4

nnnnnnnnnnnnn

nnnnnnnnnnnn

nnnnnnnnnnnn
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nnnnnnnnnnnn
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Bukti : 
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Membuktikan bentuk umum 
4

nA  dengan menggunakan pembuktian langsung. Maka terlebih dahulu ditentukan 
2

nA   sebagai berikut : 

nnn AAA 2
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

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
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
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




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
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Kemudian ditentukan 
4

nA  yang dibuktikan dengan aturan : 

224

nnn AAA   
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

  

Penjabaran pembuktian Teorema (2.3)  terdapat pada laporan Tugas Akhir [7] terdapat pada halaman IV-7. 
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3. Membuktikan bentuk umum trace matriks ketetanggaan nn  berpangkat 

empat dari graf roda.  

Setelah diperoleh bentuk umum matriks ketetanggaan nn  berpangkat empat 

dari graf roda dan bentuk umum matriks ketetanggaan nn  berpangkat negatif 

satu dari graf roda, selanjutnya akan dibuktikan bentuk umum untuk trace matriks 

ketetanggaan nn  berpangkat empat dari graf roda dan bentuk umum trace 

matriks ketetanggaan nn  berpangkat negatif satu dari graf roda. 

Berdasarkan Teorema 2.3 maka dapat ditentukan bentuk umum untuk trace 

matriks ketetanggaan nn  berpangkat empat dari graf roda yang disajikan pada 

Teorema 2.4 sebagai berikut : 

Teorema 2.4 Diberikan matriks ketetanggaan nn  berpangkat graf roda 
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
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

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nA
 

maka : 

)1)(10(2)( 4  nnAtr n  

Bukti. Pembuktian Teorema (2.4) telah dibuktikan pada laporan Tugas Akhir [7]  

pada halaman IV-50. 
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BAB III  

METODE PENELITIAN 

 

Metodologi penelitian merupakan proses yang dilakukan penulis dalam 

menyelesaikan Tugas Akhir ini. Dengan kajian yang diperoleh dari beberapa 

referensi. Langkah-langkah yang akan dilakukan penulis untuk menentukan 

bentuk umum trace matriks FLDcircr  berbentuk khusus berpangkat bilangan 

bulat negatif yaitu : 

1. Diberikan matriks nA FLDcircr  0,,0,0,,0 x  sebagai berikut :  

,2

000000

0000000

0000000

0000000

00000000

0000000

0000000

0000000







































 n

rxrx

x

x

x

x

x

x

An



















dengan ., Rrx    

2. Menentukan perpangkatan matriks dari   2

nA  dengan cara   1

nA   1

nA  

3. Menentukan perpangkatan matriks dari   3

nA  dengan cara   2

nA   .
1

nA  

4. Menentukan perpangkatan matriks dari   4

nA  dengan cara   3

nA   .
1

nA  

5. Menentukan    2

nAtr ,   3

nAtr ,   4

nAtr   dengan pembuktian langsung. 

6. Mengaplikasikan   2

nAtr  ,   3

nAtr ,   4

nAtr , dengan contoh soal. 

 



60 
 

BAB V 

PENUTUP 

 

5.1    Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan yang telah dipaparkan pada bab IV tentang trace 

matriks FLDcircr  berbentuk khusus berpangkat negatif dua, tiga dan empat, maka 

diperoleh kesimpulan sebagai berikut : 

1. Diberikan matriks FLDcircr  0,,0,0,,0 x  : 

2,
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



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  dengan ., Rrx   

 matriks diatas dapat ditulis dengan nA FLDcircr  ,0,,0,0,,0 x  maka  

a. Perpangkatan matriks FLDcircr berbentuk khusus berpangkat negatif dua 

  .2,
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

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
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
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
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atau dapat ditulis :

 

   

































.,0

1,21

1,1

2,,2,1,2

1,1

1,

21

2

2

selainnya

j

ndannjixr

njji

jji

jix

aA ijn


 

b. Perpangkatan matriks FLDcircr berbentuk khusus berpangkat negatif tiga 
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atau dapat ditulis sebagai berikut : 

   
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
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bA ijn
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1,
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c. Perpangkatan matriks FLDcircr berbentuk khusus berpangkat negatif empat 

 
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
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
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atau dapat ditulis sebagai berikut : 

   
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











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njji
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33,2,1
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12

11

1,

41

4

4 
 

2. Trace Matriks FLDcircr  0,,0,0,,0 x  Berpangkat Negatif Dua, Tiga dan 

Empat 

a.   22 
 xAtr n              

b.   33 
 xAtr n

 

c.   44 
 xAtr n    
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5.2    Saran 

Dalam pembahasan yang telah dikemukakan, penulis membahas langkah-

langkah tentang trace matriks FLDcircr  0,,0,0,,0 x  berbentuk khusus 

berpangkat negatif dua, tiga dan empat. Penulis berharap bagi pembaca dapat 

mengembangkan penelitian ini dengan ukuran matriks yang lebih besar. 
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