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ABSTRAK 

Eceng gondok adalah tanaman liar yang umumnya berkembang pada daerah perairan. Tanaman 

eceng gondok dengan mudah menyebar melalui saluran air, sehingga banyak menimbulkan 

masalah di perairan. Tugas akhir ini bertujuan untuk mendapatkan laju pemanenan yang optimal 

dan populasi eceng gondok setelah diberi kendali pemanenan. Untuk mendapatkan kendali 

optimal tersebut, digunakan prinsip maksimum pontryagin. Dengan menggunakan prinsip ini, 

dari persamaan diferensial dinamik dan fungsi tujuan dibentuk persamaan hamilton yang 

kemudian diperoleh persamaan state, costate dan stasioner, selanjutnya simulasikan pada  

persamaan 4.14. Simulasi numerik yang diperolehdengan kendali, populasi eceng gondok 

mengalami penurunan, dan pada saat tanpa kendali populasi eceng gondok mengalami kenaikan. 

Kata kunci: ecenggondok, pemanenan, lagrange, kendali optimal 
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ABSTRACT 

 
Water hyacinth is a wild plant that generally grows in water areas. Water hyacinth plants easily 

spread through waterways, causing many problems in the waters. This final project aims to obtain 

the optimal harvesting rate and population of water hyacinth after being given harvest control. To 

obtain this optimal control, the pontryagin maximum principle is used. By using this principle, 

from the dynamic differential equation amd the objective function. Hamilton’s equation is formed 

which is then obtained by state, costate, and stationary equations, then simulated in equation 4.12. 

numerical simulation obtained with control, water hyacinth population decreased, and when 

whitout control water hyacinth population increased. 

Kata kunci: water hyacinth, harvesting, lagrange, optimal control 
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  BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 LatarBelakang 

Eceng gondok adalah tanaman liar yang umumnya berkembang pada 

daerah perairan. Tanaman eceng gondok dengan mudah menyebar melalui saluran 

air, sehingga banyak menimbulkan masalah di perairan. Eceng gondok 

berkembang biak dengan sangat cepat, baik secara vegetatif maupun generatif.  

Eceng gondok memiliki kecepatan tumbuh yang tinggi sehingga tumbuhan 

ini dianggap sebagai Gulma yang dapat merusak lingkungan perairan. Maka dari 

itu eceng gondok (Eichorniacrassipes) perlu dikendalikan. Untuk mengendalikan 

pertumbuhan eceng gondok bisa dilakukan dengan pengambilan secara langsung 

(pemanenan) atau dengan cara menggunakan predator alaminya. Secara 

matematika pengendalian pemanenan dapat dilakukan dengan terlebih dahulu 

membentuk persamaan dalam model matematika. Penelitian tentang pemodelan 

pemanenan dapat dilihat[1] pada penelitiannya tentang “Kendali Optimal 

Pertumbuhan Populasi Eceng Gondok dengan Ikan Grass Carp dan Pemanenan”. 

Penelitian tersebut membahas meminimumkan biomassa eceng gondok dan usaha 

pemanenan eceng gondok, penyelesaiannya menggunakan prinsip maksimum 

pontryagin, tetapi tidak menggunakan persamaan Lagrange. 

Penelitian selanjutnya dilakukan oleh Yuliani dkk[2] “Pemanenan Optimal 

Pada Model Reaksi Dinamik Sistem Mangsa-Pemangsa dengan Tahapan 

Struktur”. Pada penelitian tersebut dibahas untuk menunjukkan kebijakan 

pemanenan optimal yang akan memberikan keuntungan maksimal dan populasi 

yang di panen tetap akan lestari, dengan menggunakan prinsip maksimum 

pontryagin, tetapi tidak menggunakan persamaan lagrange. Penelitian lainnya juga 

dilakukan Mohammad Rifa’i [3]“Pengaruh Makanan Alternatif dan Fungsi 

Holling Tipe III Pada Kendali Optimal Pemanenan Model Prey Predator”. 

Penelitian tersebut membahas tentang pengaruh adanya makanan alternatif dan 

fungsi Holling tipe III pada kendali optimal pemanenan model prey predator 
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dengan menggunakan prinsip maksimum pontryagin, tetapi tidak menggunakan 

persamaan lagrange. 

Berdasarkan penelitian Fitroh Resmi dkk[1] penulis tertarik untuk 

mengembangkan penelitian penentuan laju pemanenan dalam pertumbuhan eceng 

gondok dengan metode lagrange. Maka diambil judul“ Kendali Pemanenan 

Pada model Eceng Gondok”. 

1.2 Rumusan Masalah 

 Rumusanmasalah dalam tugas akhir ini yaitu, “Bagaimanakah populasi 

eceng gondok setelah diberi kendali pemanenan?” 

1.3 BatasanMasalah 

 Adapun batasan masalah dalam tugas akhir ini, yaitu diantaranya: 

1. Waktu difungsi tujuan merupakan waktu berhingga. 

2. Persamaan diferensial dinamik model untuk populasi eceng gondok 

dengan pemanenan. 

3. Simulasi menggunakan software matlab. 

1.4 Tujuan Masalah 

 Tujuan penelitian pada tugas akhir ini ialah untuk mengetahui populasi 

eceng gondok setelah diberi kendali pemanenan. 

1.5 ManfaatPenelitian 

 Manfaat dari penulisan tugas akhir ini adalah sebagai berikut: 

1. Sebagai wawasan yang baru untuk menambah pengetahuan tentang sistem 

kendali. 

2. Memberi kontribusi bagi pembaca untuk membantu mempelajari dan 

memperdalam masalah kestabilan tentang eceng gondok dengan 

pemanenan. 

1.6 SistematikaPenulisan 

 Sistematika penulisan tugas akhir ini adalah sebagai berikut: 

BAB I  Pendahuluan 

Pendahuluan merupakan latarb elakang, rumusan masalah, batasan 

masalah, tujuan masalah, manfaat penelitian dan sistematika 

penulisan. 
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BAB II Landasan Teori 

Landasan teori menguraikan tentang hal-hal yang dijadikan sebagai 

dasar teori untuk mengembangkan penulisan tugas akhir. 

BAB III Metodologi Penelitian 

Bab iniberisikan tentang langkah-langkah yang digunakan dalam 

penulisan tugas akhir ini. 

BAB IV Pembahasan 

Bab ini berisikan penjelasan untuk mendapatkan hasil penelitian 

tersebut.  

BAB V Penutup 

  Bab ini menjelaskan kesimpulandan saran. 
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BAB II 

LANDASAN TEORI 

2.1 PersamaanDifferensial Orde Satu 

 Menurut Nuryadi[4] Jika hanya ada satu peubah bebas maka disebut 

Persamaan differensial biasa. Penyelesaian suatu persamaan differensial ialah 

mencari suatu fungsi yang tidak memuat turunan dan memenuhi persamaan 

differensial yang diberikan.  

Contoh 2.1:  

Tentukan penyelesaian dari persamaan differensial 0 y
dx

dy
 

Penyelesaian: 

cey

eey

ee

cxy

cyx

Cxy

CxCy

dxdy
y

dxdy
y

y
dx

dy

y
dx

dy

x

cx

cxy

.

.

ln

0ln

ln

ln

1

1

0

ln





























 

 

Jadi solusi umum PDB: 0 y
dx

dy
adalah cey x .  
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2.2 TurunanParsial 

 Menurut Purcell[5], jika mempunyai f sebagai suatu fungsi dua variabel x

dan y , misalkan 0yy  , maka  0, yxf
 
merupakan fungsi suatu variable x . 

Jika f fungsi dua peubah x  dan y , maka: 

(i) turunan di 0xx 
 

disebut turunan parsial f terhadap x  pada  00 , yx  dan 

dinotasikan  00 , yxf x  
sehingga  

   
x

yxfyxxf
yxf

x
x








0000

0
00

,,
lim,  

(ii) Turunan parsial f terhadap y pada  00 , yx  dan dinotasikan dengan  00 , yxf y

sehingga  
   

y

yxfyyxf
yxf

y
y








0000

0
00

,,
lim,  

Contoh 2.2 :  

Tentukan turunan parsial terhadap x  dan turunan parsial terhadap y fungsi yang 

dirumuskan dengan 1),( 2  yxyxyxf . 

Penyelesaian: 

x

yxfyxxf

x

yxf

x 










),(),(
lim

),(

0
 

 

12

)(..2
lim

)1(1)(..2
lim

)1(1)()(
lim

2

0

222

0

22

0
























xy

x

xyxyxx

x

yxyxyxxyxyxxyx

x

yxyxyxxyxx

x

x

x

 

y

yxfyyxf

y

yxf

y 










),(),(
lim

),(

0
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1

lim

)1(1)(
lim

2

2

0

22

0

















x

y

yyx

y

yxyxyyxyyx

y

y

 

Untuk memudahkan menentukan turunan parsial dari fungsi dua peubah ),( yxf

maka dapat dilakukan hal berikut: 

a. Jika f diturunkan terhadap peubah x maka y dianggap tetap/konstanta 

b. Jika f diturunkan terhadap peubah y maka x dianggap tetap/konstanta 

2.3 Masalah Umum Waktu Kontinu 

 Menurut Olsder[6] diberikan persamaan differensial dinamik yaitu, 

 )),(),(()( ttutxftx 


           (2.1) 

Sehingga bagian ini akan dibahas masalah umum kendali optimal waktu kontinu 

untuk persamaan diferensial dinamik untuk waktu t . 

Dengan nRtx )(  adalah vector state dan nRtu )( adalah fungsi kendali. 

Fungsi tujuan yang akan dicapai yaitu meminimalkan fungsi objektif, dengan 

persamaan: 

 

fT

t

i dtttutxgTxqtJ

0

)),(),(())(()( 0

         (2.2)

 

Dengan 0t  
adalah waktu awal dan fT adalah waktu akhir.  

 Menurut Ogata [7] dibentuk persamaan State dan Costate serta persamaan 

Stasioner, 

 Persamaan State:





 H
x           (2.3) 
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 Persamaan Costate: 
x

H








          (2.4) 

 Persamaan Stasioner: 0




u

H
         (2.5) 

2.4 Model Pertumbuhan Populasi Eceng Gondok 

Menurut Fitroh Resmi[1] eceng gondok adalah tanaman liar di perairan 

yang tumbuh dengan cepat. Pertumbuhannya perlu dikendalikan sehingga tidak 

menyebabkan banjir dan tidak mengganggu saluran irigasi persawahan. Dalam 

membuat model matematikanya ada beberapa asumsi yang digunakan, yaitu: 

a. Pertumbuhan eceng gondok diasumsikan secara logistik. 

b. Predasi ikan grass carp terhadap eceng gondok menggunakan fungsi respon 

Holling Tipe  III. 

c. Terdapat factor pemanenan terhadap eceng gondok. 

Dari asumsi-asumsi diatas, adapun persamaan diferensial dinamik untuk 

eceng gondok yaitu, 

xe
xa

yax

k

x
rx

dt

dx
122

2

1 












        (2.6)

 

dengan: 

x = kepadatan biomassa eceng gondok pada saat waktu t 

r = laju pertumbuhan instrinsik eceng gondok 

k = daya dukung lingkungan terhadap eceng gondok 

 = laju predasi ikan grass carp terhadap eceng gondok 

a= tingkat kejenuhan ikan grass carp memangsa eceng gondok 

1e = laju pemanenan pada eceng gondok 
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Fungsi tujuan dari model ini yaitu sebagai berikut: 

 

T

dtewTywTxweJ
0

2

13211 )()()(

        (2.7)

 

dengan: 

1w = bobot massa eceng gondok saat waktu tertentu. 

2w = bobot massa ikan grass carp saat waktu tertentu. 

3w = bobot fungsi biaya sepanjang interval T. 

 Tx = populasi eceng gondok pada waktu tertentu. 

 Ty = populasi ikan grass carp pada saat waktu tertentu. 

2.5 Kendali Penyelesaian dengan Menggunakan Persamaan Lagrange  

Diketahui persamaan differensial dinamik (2.6) dan fungsi tujuan pada 

Persamaan (2.7),  maka akan diselesaikan menggunakan persamaan lagrange. 

Kemudian, menurut Suresh [8] jika mencari solusi masalah kendali 

optimal waktu kontinu maka akan didefinsikan persamaan-persamaan berikut 

yang diperlukanuntuksebuah proses meminimalkan fungsi objektif. Dengan 

demikian, Persamaan (2.8) dan (2.9) maka dibentuk persamaan Hamilton dan 

persamaan Lagrange, yaitu 

 )),(),(()()),(),((),,( ttutxftttutxgtuxH T        (2.8) 

dan persamaan Lagrange adalah sebagai berikut. 

),),(),(()()),(),(( ttutxfttutxgL     
      (2.9) 

Selanjutnya berdasarkan persamaan Hamilton (2.10) dan persamaan Lagrange 

(2.11) dibentuk persamaan-persamaan 

 01 uH           (2.10) 
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 xL           (2.11) 

 01 uL           (2.12)  

 Lalu dari Persamaan (2.11) dapat dibuat persamaan diferensial orde dua 

untuk mendapatkan fungsi kendali yang optimal.  

2.6 Metode Runge-Kutta Orde 4 

 Runge-Kutta orde 4 merupakan metode yang paling populer dalam 

penyelesaian persamaan differensial. Metode ini dapat memperoleh akurasi deret 

Taylor tanpa memerlukan differensiasi orde yang lebih tinggi.  Metode Runge-

Kutta orde 4 dituliskan kedalam persamaan berikut: 

   hkkkkyy ii 43211 22
6

1
       (2.13) 

dimana 

   

 

 hkyhxfk

hkyhxfk

hkyhxfk

yxfk

ii

ii

ii

ii

34

23

12

1

,

2

1
,

2

1

'
2

1
,

2

1

,

























      (2.14) 
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BAB III 

METODOLOGI PENELITIAN 

 Adapun langkah-langkah yang dilakukan dalam tugas akhir ini sebagai 

berikut: 

1. Diketahui persamaan diferensial dinamik didapatkan model pemanenan eceng 

gondok sebagai berikut: 

   xe
xa

yax

k

x
rx

dt

dx
122

2

1 










  

Kemudian berdasarkan Persamaan (2.7) diketahui fungsi tujuan untuk kasus 

populasi eceng gondok pada waktu berhingga sebagai berikut: 

         

T

dtewTywTxweJ
0

2

13211  

2. Dibentuk persamaan Hamilton berdasarkan diferensial dinamik dan fungsi 

tujuan pada langkah 1.  

3. Selanjutnya dari persamaan Hamilton di langkah 2 dapat dibentuk Persamaan 

Lagrange.  

4. Kemudian berdasarkan langkah nomor 2 dan nomor 3. Ditentukan ,01 eH



 xL  dan .01 eL  

5. Dari 01 eH
 

pada langkah nomor 4 didapatkan fungsi kendali yaitu laju 

pemanenan. 

6. Kendali dari langkah nomor 5 substitusikan ke persamaan diferensial dinamik 

pada langkah nomor 1. 

7. Simulasikan ke software Matlab 
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BAB IV 

PEMBAHASAN DAN HASIL 

 Pada Bab IV ini akan dijelaskan mengenai Kendali Pemanenan pada 

Model Eceng gondok.   

4.1 Kendali Pemanenan pada Model Eceng Gondok 

 Pada masalah Kendali pemanenan pada model eceng gondok telah 

diberikan persamaan differensial dinamik, yaitu: 

 xe
xa

yax

k

x
rx

dt

dx
122

2

1 










          (4.1) 

 Kemudian persamaan fungsi tujuan sebagai berikut: 

       

T

dtewTywTxweJ
0

2

13211         (4.2) 

 Berdasarkan Persamaan diferensial dinamik (4.1) dan Persamaan fungsi 

tujuan pada Persamaan (4.2) maka dapat dibentuk Persamaan Hamilton sebagai 

berikut: 

  




















 xe

xa

yax

k

x
rxewexH 122

2
2

131 1,,          (4.3) 

 Menurut Prinsip Maksimum Pontryagin, fungsi Hamilton mencapai solusi 

optimal jika berlaku persamaan state dan costate serta stasioner. 

4.1.1 Persamaan State 

 Persamaan state didapat dari mendiferensialkan persamaan Hamilton 

terhadap lamda dan digunakan untuk menyelesaikan langkah maju, adapun 

persamaan states ebagai berikut: 
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BAB V 

PENUTUP 

5.1 Kesimpulan 

Telah didapatkan penyelesaian laju pemanenan yang optimal pada model 

pertumbuhan eceng gondokmenggunakan prinsip dengan metode lagrange dan 

menggunakan metode Runge-Kutta Orde 4 yang diaplikasikan pada program 

matlab. Berdasarkan pembahasan pada bab IV diperoleh laju pemanen yang 

optimal pada model pertumbuhan eceng gondok yaitu: 

3

1
2w

e





 

Berdasarkan hasil simulasi numerik diketahui bahwadimana dengan 

kendali, populasi eceng gondok mengalami penurunan, dan pada saat tanpa 

kendali populasi eceng gondok mengalami kenaikan. 

5.2 Saran 

Semoga dengan tugas akhir ini dapat menambah wawasan bagi penulis 

dan juga pembaca. Pada penilian ini kendali optimal diselesaikan dengan 

menggunakan metode lagrange dan metode sweep maju-mundur, oleh karena itu 

pembaca dapat melanjutkan tugas akhir ini menggunakan metode lain agar 

wawasan menjadi lebih luas dan ilmu yang dipelajari dapat berkembang sesuai 

dengan kemajuan ilmu yang akan datang. 
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