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ABSTRAK

Sistem persamaan linear (SPL) dapat ditulis dalam bentuk persamaan matriks AX = B dengan A
sebagai matriks koefisien . Koefisien pada SPL dapat berbentuk bilangan kompleks dan real
sehingga matriks koefisien entrinya bisa berupa bilangan kompleks atau real pula. Pada skripsi ini
akancgibahas penyelesaian SPL menggunakan Invers Moore Penrose. Metode Invers Moore yang
dinogsikan dengan A" di sini merupakan invers dari suatu matriks A yang nantinya akan
mengelesaikan persamaan matriks di atas. Dengan kata lain penyelesaian persamaan matriks
tersebut berbentuk X = A*B, namun dikhususkan untuk SPL kompleks yang memiliki solusi.
Berd@arkan penelitian yang dilakukan metode ini dapat digunakan dan menjadi salah satu
alterfatif untuk menyelesaikan SPL kompleks.

=
KatgKunci: Matriks, Invers Moore Penrose, sistem persamaan linear kompleks.
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ABSTRACT

Linear Equation System can be written in the form of matrix AX = B, with A as coefficient matrix.
Coefficient in Linear Equation System can be in the form of complex or real numbers, hence, the
entries of coefficient matrix can also be a complex or real numbers. The topic of this study were
discussed about Linear Equation System solutions by using Invers Moore Penrose. The Invers
Mooﬁé’ method were notated as A*, in this case, it was an invers from a certain matrix A which will
Iater%olve the matrix equation above. In other words, the solution to the matrix equation was
X = z‘“B, however it was devoted to complex Linear Equation Systems that have solutions. Based
on r%earch conducted the current method could be used and became one alternative to solve
complex Linear Equation Systems.

Key@rds: Matrix, Invers Moore Penrose, Complex Linear Equation Systems.
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Dalam penulisan ini penulis sadar bahwa penelitian tugas akhir ini belum

-
) . . i j
sempurna. Namun, penulis sudah berusaha untuk mencapai hasil yang maksimal.

OIeI‘Ekarena itu, kritik dan saran yang membangun sangat penulis harapkan demi
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Akhir kata penulis harap semoga penelitian tugas akhir ini dapat

=]
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PENDAHULUAN

dio jeH @

1.1 5 Latar Belakang

Permasalahan yang sering kali ditemukan pada bidang aljabar linear

adalgh persoalan untuk mencari penyelesaian dari suatu sistem persamaan linear.

epun-buepun 16unpuljig eydi yeH

NIR N11w ey

gSistgﬁm persamaan linear mempunyai beberapa bentuk pemecahan atau solusi,

yaitfg solusi tunggal, banyak solusi, dan tidak ada solusi.
© Secara umum sistem persamaan linear dapat ditulis dalam bentuk AX = B.

Denéjan A adalah matriks koefisien, X adalah verktor kolom dari variabel-variabel
yang tidak diketahui, dan B adalah vektor kolom dari konstanta. Terdapat
berbagai macam matriks koefisen dan matriks konstanta, diantaranya ada yang
berbentuk bilangan rill, bilangan kompleks, dan ada pula yang berbentuk bilangan
fuzzy. Sistem persamaan linear dapat diselesaikan dengan beberapa metode,
diantaranya metode metode invers, metode inverse Moore Penrose, metode
dekomposisi LU, dekomposisi colesky, dekomposisi QR, dan masih banyak yang
lainnya.

«» Penggunaan invers matriks sangat penting dalam menentukan solusi dari

siste% persamaan linear AX = B yang sesuai yaitu X = A~1B. Pada peneltian kali

ini a_kan digunakan metode invers Moore Penrose dalam penyelesaian sistem

persgmaan linear kompleks.

(@]
(=
yaita-invers Moore Penrose yang di mana merupakan invers matriks dari A yang

Pada tahun 1954, Rooger Penrose memperkenalkan suatu jenis invers

akarg.; memenuhi keempat persamaan Moore Penrose yang dilambangkan dengan
At aners Moore Penrose sendiri bisa digunakan untuk setiap matriks, baik
pers'ggl singular dan non singular yang bukan matriks persegi. Pada tahun 2011
terdgpat penelitian yang dilakukan oleh Astin Wita YuniHapsari [1] dengan judul
Mer?entukan Invers Moore Penrose dari Matriks Kompleks yang membahas
tent%)wg invers Moore Penrose dari matriks kompleks yang dibatasi pada matriks

-t
sejatrdan matriks bebas dengan membatasinya pada matriks berukuran n x n dan

nery wisey[
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© : :
menentukan invers Moore Penrose dengan melihat ranknya. Pada tahun 2012

O )eH

di

Dewit Yulianti [2] melakukan penelitian tentang menyelesaikan sistem persamaan

.Iinegr- kompleks dengan metode SVD. Lalu pada tahun 2013 Iswahyuni Purwanti

[3] aelakukan penelitian yang membahas tentang penggunaan invers Moore

Pentdse untuk sistem persamaan linear dengan judul Invers Moore Penrose dan

epun 1Bunpuijq e}

=Ap|i:_kasinya Pada Sistem Persamaan Linear. Setelah itu pada tahun 2019 terdapat

(=
Q'uga—zpenelitian yang dilakukan oleh Yuli Yanti dkk [4] dengan judul Invers Moore

un-b

ue

@ Pentose Sebagai Matriks Invers, dimana pada penelitian tersebut membahas
tentg\_ng matriks invers tergeneralisai menggunakan Invers Moore Penrose.
®  Maka berdasarkan penelitian di atas penulis tertarik untuk menggunakan
InvegS Moore Penrose untuk menyelesaikan sistem persamaan linear dengan
koeﬁsien bilangan kompleks. Sehingga penelitian tugas akhir ini berjudul
“Penyelesaian Sistem Persamaan Linear Kompleks Menggnakan Invers

Moore Penrose”.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang penelitian maka dapat diambil rumusan
masalah pada penelitian ini yaitu “Bagaimana penyelesaian sistem persamaan

linear kompleks dengan menggunakan invers Moore Penrose?”

=
w

uej[ng jo AJISIdATU() DTWIR[S] d}e}§

Batasan Masalah

Adapun batasan masalah yang diberikan yaitu:

1. Sistem persamaan linear kompleks yang akan diselesaikan adalah
sistem persamaan linear kompleks yang memiliki solusi.

2. Sistem persamaan linear kompleks dengan m persamaan dan n variabel

dimanam < 5dann < 5.

1.4 ¢n Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk mendapatkan penyelesaian sistem
persamaan linear dengan menggunakan invers Moore Penrose dan mendapatkan

<
solugi dari sistem persamaan linear kompleks.
ot &

nery wisey j
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1.5 — Manfaat Penelitian
QO
= Berdasarkan rumusan masalah dan tujuan penelitian yang telah
(@]
dikemukakan di atas, maka manfaat yang dapat diambil adalah sebagai berikut:
a & Bagi Penulis
=

- Adapun manfaat yang didapatkan melalui penelitian ini adalah
meng)erdalam pemahaman penulis dan mengembangkan wawasan disiplin ilmu

yang:telah dipelajari untuk mengkaji suatu permasalahan aljabar linear khususnya

Buepun-Buepun 1Bunpuiiq e3did ey

dalafém menemukan penyelesaian sistem persamaan linear kompleks dengan
merifigunakan invers Moore Penrose.
b. ;Bagi Lembaga Pendidikan

E'Sebagai referensi untuk menyelesaian sistem persamaan linear kompleks

dengan menggunakan invers Moore Penrose.

1.6 Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan Tugas Akhir ini adalah :
BAB I PENDAHULUAN
Bab ini berisikan latar belakang masalah, perumusan masalah,
batasan masalah, tujuan penelitian, manfaat penulisan, dan
sistematika penulisan.
LANDASAN TEORI

Bab ini berisi materi pendukung yang berkaitan dengan bilangan

o
>
®35

kompleks, konjugat kompleks, transpos konjugat, pengertian
matriks, determinan matriks, invers matriks, rank matriks, sistem
persamaan linear, sistem persamaan linear kompleks, invers Moore
Penrose.

METODOLOGI PENELITIAN

Bab ini berisikan langkah-langkah atau prosedur dalam

penyelesaian sistem persamaan linear kompleks dengan
menggunakan invers Moore Penrose.
PEMBAHASAN

98
>
nery wisey| JII®Ag uejng jo gusxa/\;un dTWe[S] 3
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Bab ini berisikan penjelasan menemukan penyelesaian sistem

persamaan linear kompleks dengan menggunakan invers Moore-
Bab ini berisikan kesimpulan dari hasil dan saran dari penulis.

KESIMPULAN DAN SARAN

Penrose.

© Hak ci UﬁVm milik UIN Suska Riau State Islamic University of Sultan Syarif Kasim Riau
o
I Hak Cipta Dilindungi Undang-Undang
..u. ;J 1. Dilarang mengutip sebagian atau seluruh karya tulis ini tanpa mencantumkan dan menyebutkan sumber:
lf h.. a. Pengutipan hanya untuk kepentingan pendidikan, penelitian, penulisan karya ilmiah, penyusunan laporan, penulisan kritik atau tinjauan suatu masalah.
I/\_D b. Pengutipan tidak merugikan kepentingan yang wajar UIN Suska Riau.

unsuscamay 2+ Dilarang mengumumkan dan memperbanyak sebagian atau seluruh karya tulis ini dalam bentuk apapun tanpa izin UIN Suska Riau.
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Bab 11 ini berisi materi pendukung yang dapat membantu menyelesaikan

=
permasalahan yang akan dibahas pada bab selanjutnya. Adapun materi

pun-Buepun 1Bunpuijg eydio seH

o penddkungnya antara lain tentang bilangan kompleks, konjugat kompleks,

Bu

transpos konjugat, pengertian matriks, determinan matriks, invers matriks, rank
2]
matfiks, sistem persamaan linear, sistem persamaan linear kompleks, dan invers

Moa¥e Penrose.
V)

2.1 . Bilangan Kompleks
Definisi 2.1 [5]: Bilangan kompleks dapat didefinisikan sebagaai pasangan
berurut z = (x,y) yang mana x, y € R.
i Bagian rill z atau Re(z) = x.
ii. Bagian imajiner z atau Im(z) = y.
Selanjutnya akan dijelaskan tentang operasi aljabar terhadap bilangan kompleks:
1. Operasi Penjumlahan
7y + 25 = (X +iy1) + (03 + iy2)
= (% +x2) + i1 + ¥2).

2. Opersasi Pengurangan

7y — 75 = (X + iy;) — (%3 + iy2)

= (1 —x2) + i(y1 — ¥2).
3. Operasi Perkalian
21.25 = (X1 + iyq) + (%2 + iy,)
= (X% + ix1Y7) + (ix2y1 + 1%y1Y2)

= (X122 — ¥1¥2) + i(x1y2 + x21).

4. Operasi Pembagian

Z_1_x1+l}’1_x2_l}’2
Zy Xty X — Y,

nery wisey] JrreAg uejng jo AJISIdAIU) dTWE[S] 3}e}§
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U\/I Hak Cipta Dilindungi Undang-Undang
> ;ﬂf 1. Dilarang mengutip sebagian atau seluruh karya tulis ini tanpa mencantumkan dan menyebutkan sumber:

ﬁr » a. Pengutipan hanya untuk kepentingan pendidikan, penelitian, penulisan karya ilmiah, penyusunan laporan, penulisan kritik atau tinjauan suatu masalah.
/\_D b. Pengutipan tidak merugikan kepentingan yang wajar UIN Suska Riau.
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2 — Konjugat Kompleks

efgn;lisi 2.2 [6]: Jika z = x + iy sebarang bilangan kompleks, maka konjugat atau

o N

w

ek&van z yang dinyatakan oleh Z, didefinisikan oleh Z = x — iy.
. erl@zlian antara bilangan kompleks dengan konjugat kompleksnya didefinisikan
sebaggai berikut:
zz‘-i(x+y)(x—iy) = x? + y?
Kemedian, untuk modulus dan norma vektor dari bilangan kompleks didefinisikan
sebd@ai berikut:

w

Buepun-6uepun 1Bunpuljq e1di YeH
o

=~ |z|? = zZ

o
<)
-]

oy e

e

Il = V12112 + 12512 + - + | 2, |?

n

dimana ||z|| adalah panjang vektor dari bilangan kompleks biasa disebut dengan
norma (norm).

Contoh 2.2:

Diberikan bilangan kompleks dengan konjugat kompleksnya sebagai berikut:
z=4-7idanz=4+7i

Akan ditentukan perkalian antara bilangan kompleks dengan konjugat
kompleksnya dan norma vektor dari bilangan kompleks.

Pen%elesaian:

1. Menentukan perkalian antara bilangan kompleks dengan konjugat
kompleksnya
27 = (4 — 7)) (4 + 7i)
=16 + 28i — 28i + 49
= 65.
2. Menentukan norma vektor dari bilangan kompleks

llzll = V1zI?

=\zZz

=4 —7))(4 + 7i)
=16 + 49
=/65.

7
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3 — Transpos Konjugat

QO
efimisi 2.3 [6]: Jika A adalah suatu matriks dengan entri-entri bilangan

o N

korr%leks, maka transpos konjugat dari matriks A yang dinotasikan dengan A*,
didé?P}nisikan sebagai A* = AT dimana A adalah suatu matriks yang entri-entrinya
adalgh konjugat kompleks dari entri-entri yang bersesuaian pada matriks A dan AT
tran@os dari matriks A.

Contoh 2.3:

. | 2—-i 0 1.4 2+i 0 . T
JlkagA—[l_l_zl, ) i] maka A_[l—Zi ) —i] sehingga A" =
B 1-2i

2 & 2

v —i

=

2.4  Pengertian Matriks dan Opersi Matriks

Definisi 2.4 [6] Matriks adalah susunan dari bilangan-bilangan yang dibatasi
dengan tanda kurung biasa ( ) atau kurung siku[ ] yang berbentuk persegi
panjang dan disusun menurut baris dan kolom. Bilangan-bilangan yang menyusun
baris dan kolom dari suatu matriks disebut elemen-elemen matriks. Matriks

tersebut dapat dinyatakan dalam bentuk

2] a;; QA2 A3 ... Qi
= [a21 Azz Az ... aZn]
O Amxn =|%1 3z Q33 7 g |
a . . . al] .

; aml aml am3 Amn
=

(o]
dengn a;; = elemen atau unsur matriks

i=1,2,3,..,m dan do— domZen el

JISIdA

K

Definisi 2.5 [6]: Jika A dan B adalah matriks-matriks dengan ukuran yang sama,

J

mak@ jumlah A + B adalah matriks yang diperoleh dengan menjumlahkan entri-

n

entr'Epada B dengan entri-entri yang bersesuaian dengan A dan selisih A — B
=

ada!gh matriks yang diperoleh dengan mengurangkan entri-entri pada baris A

nery wisey juie
oo
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©
dengan entri-entri yang bersesuaian pada B. Matriks dengan ukuran yang berbeda

tidaﬁ-dapat dijumlahkan atau dikurangkan.
: Contoh 2.4:

©
Perhiatikan matriks-matriks berikut!

Buepun-6uepun 1Bunpuljq e1di YeH

3 121 0 3 2
;:- A=10 1 0|,B=|1 2 1
o 3 4 3 0 1 2
CarEA+ Bdan B — A
Pen/8lesaian:
L 1 2 11 [0 3 2
® A+B=|0 1 O[+]1 2 1
Y 3 4 31 lo 1 2
= 1 5 3]
=1 3 1
3 5 5l
0 3 2 =
B-A=1]1 2 1|—-|0 1 0
0 1 2 3 4 3
1

-1 1
=11 1 1
s —1

Defipisi 2.6 [6]: Jika A adalah matriks m X r dan B adalah matriks r x n maka
hasigkali dari AB adalah matriks m X n yang entri-entrinya ditentukan sebagai
berikut. Untuk mencari entri pada baris i dan kolom j dari AB, pisahkan baris i
dari?B_patriks A dan kolom j dari matriks B. Kalikan entri-entri yang bersesuaian
darincbaris dan kolom tersebut dan kemudian jumlahjan hasil yang diperoleh.
Corth 2.5:

Carigjasil perkalian dari kedua matriks berikut ini:

A=l 2 Ye=lo o

ng jo A

Penyelesaian:
=
Karena matriks A adalah matriks 2 x 3 dan matriks B adalah matriks 3 x 2 ,

<«
mal@_hasil kali AB adalah matriks 2 x 2 sebagai berikut:

nery wisey| J
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6 13

AB = [;1 19

O 4eH ©

Deféjisi 2.7 [6]: Jika A adalah matriks sebarang ukuran m X n, maka transpos A
dingtakan olen A’ dan didefinisikan dengan matriks n x m yang kolom
pertgalinanya adalah baris pertama dari A, kolom keduanya adalah baris kedua dari
matriks A, dan seterusnya.

Conftoh 2.6:
w

c 2 3 1
Dibékikan matriks A = [1 B 3], B=|5 4 4
© 5 1 3

-2 5 i
2 1 5 2 5 1
Makd At = |-2 —2|,B*=|3 4 3
3 5 1 4 3

dimana matriks At adalah transpose dari matriks A dan B adalah transpose dari

matriks B.

25 Determinan Matriks

Definisi 2.8 [6]: Diberikan suatu matriks bujur sangkar. Determinan matriks
adalah suatu fungsi khusus yang menghubungkan suatu bilangan real dengan

matg)ks bujur sangkar. Determinan dari matriks dapat dinotasikan dengan det(4)

ataLﬁA |.
¢

2.5{: Metode Sarrus
E. Metode ini hanya dapat digunakan untuk mencari determinan matriks
bujdfsangkar 2 x 2 dan 3 x 3.

Det%'minan matriks orde 2 x 2

- H -
leghkan
\.<
S A= M] maka |A| = aq1a3; — A12012021
N 1 22
= - +
o
Corwtoh 2.7:
0}

Dibgrikan matriks bujur sangkar ukuran 2 x 2 sebagai berikut:

I

10
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%A _ﬁB
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Q
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o =
3 ~
«Q
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=
1.
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2], tentukan determinan matriks tersebut

“[> ¢l
=(3)(6) = (D ()
=18-8

=10

@ Jadigdet(A) = 10
=
Detgyninan matriks orde 3 x 3

Langkah-langkah untuk mencari determinan matriks bujur sangkar A
metode Sarrus sebagai berikut [7]:

Salin kembali kolom pertama dan kolom kedua kemudian tempatkan di
sebelah kanan tanda detrminan.

ai1 Q412 Q13| Q11 Qg2
a1 Qdpz QAz3|dz1 A2
a3y dszz dszz|dz; Azp

Hitunglah jumlah hasil kali elemen-elemen pada diagonal utama dan
diagonal lainnya yang sejajar dengan diagonal utama. Nyatakan jumlah
hasil kali tersebut dengan A(+).

A(+) = a11a;52a33 + A12a;53a31 + A13a5303;
Hitunglah jumlah hasil kali elemen-elemen pada diagonal sekunder dan
diagonal lainnya yang sejajar dengan diagonal sekunder. Nyatakan

jumlah hasil tersebut dengan A(—).

A(=) = a31032013 + 32023011 + A3302104

11
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=2.5.2- Metode Ekspansi Kofaktor

9

Defg’nisi 2.9 [6] Jika A adalah matriks kuadrat, maka entri a;; dinyatakan oleh M;;

5dar1§idefinisikan menjadi determinan submatriks yang tetap setelah baris ke i dan

.koIGTﬁn ke j dicoret dari A. Bilangan (—1)"*/M;; dinyatakan oleh C;; dan
dinajfx_lakan kofaktor entri a;;.

Ko@tor dan minor elemen a;; hanya berbeda dalam tandanya, yakni C;; = +M;;.
CaraEyang lebih baik untuk menentukan tanda yang menghubungkan C;; dan M;;
padg)baris ke i dan kolom ke j dari susunan berikut:

Z r+ + -I

+

nery ey
I+
w A+

I+

Berdasarkan matriks di atas maka didapat kofaktor:
Ci1 = M1, G = —Mp,, Cu3 = _M43"“:Cij = (_1)i+jMij
Maka secara sistematis determinan matriks A dengan ordo n X n dapat dihitung
dengan ekspasi kofaktor sebagai beri kut:
det(4) = X o(—1) | M;;| atau |A] = XL, a;;Cy;
Contoh 2.9:

Diké’ahuhi matariks bujur sangkar dengan ukuran 4 x 4 sebagai berikut:

o 2 3 0 1
5 3 5 0 2
3 A=14 1 1 3
=. 5 4 4 4

Teng:lkan det(4) dengan menggunakan metode ekspansi kofaktor sepanjang
kolo:gh ketiga dari matriks A!

Penyelesaian:

Ent\rga13 dan a,; adalah 0, maka yang akan dihitung C55 dan C,5 saja.

Lo oY
Cs3 g& (—1)3+3M3;

Il
=]

nery wisey J¥¥¢A&u
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(&l 3=zl 2+l 5D

= ({(-13) = 2(=7) + 4(1))

= (213 + 14+ 4)
)
e
dan=
=
Ci3 € (—1)**3My3
= _(/) 43

SN
= U1 W
W N =

I
yeysn

1y al-2l dl+3l 2D
= —(1(=17) — 2(—10) + 3(1))
= —(=17 + 20 + 3)
=—6
Sehingga:
det(4) = a;3C13 + az3Cz3 + a33Cs3 + a43C43
= a33(M13) + az3(—Mz3) + az3Ms3 + a43(—M,3)
=040+ 1(5) + 4(—6)
= 50 24
I,
®
Jadis,gdet(A) =-19

Pk @

(o]
2.6 = Invers Matriks

)
Def@'isi 2.10 [6]: Jika A dan B matriks-matriks bujur sangkar sehingga AB =
BA % I, dimana A disebut dapat dibalik atau invertible dan B disebut sebagai

inve?s dari A. Jika matriks tidak dapat dibalik, maka A dinyatakan sebagai matriks
-~

singgar.

Corffoh 2.10:
=
= 1 2 4 3 -2 6
Dikgtahui matriks A = |1 3 3|memilikiA*=|0 1 -1
sy 1 2 3 1 0 -1

14
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dan-adjoin dari A adalah

= 3 2 -6
o adj(A) = [ 0o -1 1 ]
o -1 0 1
o
3
Teorema 2.12 [6] Suatu matriks A dapat dibalik jika dan hanya jika det(4) # 0.
-~

— Berdasarkan pembahasan sebelumnya telah diperoleh formula adjoin yang

Buepun-Buepun 1Bunpuig eydio yey

akarzdigunakan untuk mencari invers dari suatu matriks yang dapat dibalik.

Berégut diberikan teorema untuk mencari invers tersebut.
w

=
Teo‘%ema 2.13 [6] Jika A adalah suatu matriks yang dapat dibalik, maka

_ 1
T det(4)

nei

A—l

adj(A)

Bukti berdasarkan [6]:

Aadj(A) =det(A) I

'all a12 aln_
21 Q22 *" Qm|[Cy; Cpy ... G1 ... Cpy
E : : : C12 CZZ C C
— '] n2
Aadj) =g, ap - am||: L L
Cln CZn Cjn Cnn
[ Ap1 An2 - Appd

Entri pada baris ke-1 dan kolom ke-1 dari hasil kali A adj(A) adalah
a11C11 + a12C15 + a43C 3 + - + a1, 0oy
Entri pada baris ke-2 dan kolom ke-2 dari hasil kali A adj(A) adalah
a21C21 + 32050 + a3033 + -+ + a2 Cap.
Entri pada baris ke-3 dan kolom ke-3 dari hasil kali A adj(A) adalah

a31C31 + a33C35 + a33C33 + -+ + a3, Csp.

Jo AJISIdATU) dDTWR[S] d)e)S

Begiu seterusnya hingga entri pada baris ke-i dan kolom ke-j, sehingga hasil kali

A a&j(A) pada baris ke-i dan kolom ke-j adalah
9p]

<
ai1§j_1 + a;,Cj; + a;3Ci3 + - + Ay iy (2.1)

16
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©
Jika4 = j, maka Persamaan (2.1) adalah ekspansi kofaktor dari det(A) sepanjang

bari°5’¢ke-i dan jika i # j, maka semua a dan kofaktor-kofaktornya berasal dari

-bar%baris yang berbeda dari A sehingga nilai dari Persamaan (2.1) adalah nol.

Olefvkarena itu

Buepun-6uepun 1Bunpuijq eydio yeH

=
= det(4) 0 0
il A adj(A) = 0 det:(A) ;
z 0 0 = det(4)
w
5 10 - 0
2L
® = det(a) [0 1 0
A (') (') i
Q
=
— det(4) L. 2.2)

Karena A dapat dibalik, maka det(A4) # 0, sehingga Persamaan (2.2) dapat ditulis

kembali sebagai berikut :

4 [detl(A) g4 (A)] =

dengan mengalikan kedua sisi di sebelah kiri dengan A=* menghasilkan

7
S
® A‘1A[ ! adj(A)]zA-ll
= det(A)
&
= 1 .
Pk @ I . A =A_
= [det(A) adj( )]
B
< 1 _ 1 ;
g A —det(A)ad](A).
<
Condoh 2.12:
-
%) 1 2 4
Tenﬁa_lkan invers dari matriks A = |1 3 3] berikut menggunakan adjoin.
= 1 2 3
n
<
o)
-t
=
A
E‘:,i. 17
=
=
=
g
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Penflesalan:
QO

o2 41 2
deted) =1 3 3|1 3
= 11 2 3l1 2

= [g) 3B +@BM+@O- O @I-[®-B-W+@-3)-
@)=+ @2)-(1)-3)]
(5é+6+8)—(12+6+6)

= 23— 24

det@) =-1

Berdasarkan penyelesaian adjoin pada Contoh 2.11 didapat
QO
0 3 2 -6
= adj(A) =10 -1 1
c -1 0 1

Sehingga, dapat dihitung A~ sebagai berikut

At =—_qadj(A)

T det(4)
. 3 2 -6
= =|0 -1 1
-1 0 1
-3 -2 6
At=]0 1 -1
1 0 -1

®}s

2.7% Rank Matriks
Def%isi 2.14 [6]: Dimensi dari vektor baris (kolom) non-zero pada suatu matriks
A dgebut rank dari A atau dapat dinyatakan sebagai rank(4).
Padgmatriks bujur sangkar A, jika vektor baris dan vektor kolom yang bebas
linegr mempunyai dimensi yang sama, maka dimensi matriks tersebut merupakan
ranl{:ématriks.
CorEph 2.13:

—~

Tenﬁ’nkan rank matriks berikut;

3 1 1 -1 3
7 A=2—268]
< 3 5 -7 8
ﬂ

2.

=

3 18

B

-~

;0

c
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Penyflesam:
= 1 1 -1 3
o A=12 -2 6 8 |b+(=2)b
° 3 5 —7 8lbs+(=3)b
Q
. 1 1 -1 3
= =10 -4 8 2 |(-1/4)b,
= 0 2 —4 -1l 1/2bg
- 11 -1 3 1b;—b,
=z :[0 1 =2 —1/2]
ccn 0 1 -2 —1/21b;—b,
= 10 1 7/2
® =10 1 -2 -1/2
X 0 0 0 0

Mal%’a, rank(A) = 2.

2.8 Sistem Persamaan Linear

Suatu persamaan linear dalam n peubah (variabel) adalah dalam bentuk
a1 X1+ azx, +-+apx, =b
Dimana a4, a,,--,a, dan b adalah konstanta dan x,, x,, -, x,, adalah variabel.
Dengan demikian maka suatu sistem linear dari m persamaan dalam n peubah

adalah satu sistem berbentuk:

gv-) a11X1 + a12X2 + -+ alnxn = b1

E alel + azzxz + -+ aann = b2

»

]
AmiXy + AmaXp + -+ A Xy = by - (2.3)
dimﬁla a;; dan b; semuanya adalah kontanta dan a;; adalah koefisien dari
variabel X;.

-

w»

]

Q" Sistemn persamaan linear pada Persamaan (2.3) yang terdiri dari m

persamaan linear dengan n variabel ekuivalen deangan persamaan matriks
0]

alf_". ai» o Qi [;C;] b1
cee a
G2l 022 R I E b:z atau AX = B - (2.4)
-m . . . 5 .
a Amz2  * Qmn Xn bn

19
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= ©
%yangﬁnana A = |a;;] adalah matriks koefisien, X = [x;] adalah vektor kolom dari

QO
g’variabel-variabel, dan B = [b;] adalah vektor kolom dari konstanta. Koefisiean

= (@)
5dalgm sistem persamaan linear ada yang berbentuk bilangan rill dan adan yang

iberbgntuk bilangan kompleks.

g i Sistem persamaan linear memiliki beberapa solusi diantaranya:

§1. = Solusi tunggal

g ; Dikatakan memiliki solusi tunggal apabila terdapat satu titik dari sistem
@ persamaan linear.

2. kG Banyak solusi
-~

Dikatakan memiliki banyak solusi apabila terdapat banyak titik potong dari sistem
Py

persgmaan linear.

3. © Tidak ada solusi
Dikatakan tidak ada solusi apabila tidak ada titik potong dari sistem persamaan

linear.

2.8.1 Sistem Persamaan Linear Kompleks

Definisi 2.15 [8]: Sistem persamaan linear kompleks adalah sistem persamaan
linear yang mana koefiennya adalah bilangan kompleks. Pada sistem persamaan
linear kompleks juga dapat diselesaikan dengan menggunakan operasi baris
elem%enter.

Contoh 2.14:

Selegaikan sistem persamaan linear kompleks berikut dengan menggunakan
Operasi Baris Elementer.

x1+ +lX3:21

—ix, + X, =3
Penyelesain:
1. Dari sistem persamaan linear kompleks di atas dapat diubah menjadi
bentuk persamaan matriks sebagai berikut:
[1‘ 0 i 2i
- 1 0 3

=

Dengan menambahkan baris ke 2 dengan i kali baris ke 1, maka diperoleh

matriks sebagai berikut:
20
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2 10 i 2

W) 0 1 -1 1
Darf,matriks elementer diatas didapat solusi sebagai berikut:

= X + + ixg = 2i

QO

3 + xZ - x3 = 1
atau=-

=

(= X1 ES _iX3 + Zl

< xz ES X3 + 1

7))
Misgkan x3 = p dengan p adalah sebarang nilai, maka

> X, = —ip+ 2i

2 x,=p+1

QO

Sehingga jika diambil p = 0, maka didapat solusi banyak dari sistem persamaan
linear kompleks diatas adalah x; = 2i,x, = 1, dan x5 = 0.

2.9 Invers Moore-Penrose

Definisi 2.16 [9]: Diberikan matriks A € R,,,, Matriks A*(pseudoinverse)

merupakan matriks invers Moore Penrose dari matriks A jika memenubhi:

I. AATA=A

ii. ATAAT = A

. PR +

iii. @ (AA™)" = AA

iv. & (ATA)" =A%A
¢

Dengan * merupakan konjugat transpose dari suatu matriks.

el

Teorema 2.17 [4]: Diberikan matriks A € R, dengan rank(A4) > 0. Jika
mat@(sA =FG maka A* = G*(GG) Y (F*F)"1F*
Buk%- berdasarkan [4]:
Mis&lkan terdapat matriks F € R, dan G € R,y,, dan rank(A4) > 0. Akan
dituﬁ'jukkan jika A=FG maka A*=G*(GG") Y(F*F)"F*, dengan
merahjukkan bahwa AT memenuhi keempat persamaan Moore Penrose sebagali
beriEut:
I iAA’fA =FGG*(GG*) " YW(F*F)"F* FG
= F(GG")(GG*) Y (F*F)~"Y(F*F)G
=FG

21
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Karena A* memenuhi keempat persamaan di atas, maka terbukti bahwa A* =

©
T =4

ii. =ATAA* = G*(GG") L(F*F)~'F* FG G*(GG*) " Y(F*F)~'F"

= G*(GG") L (F*F)"Y(F*F)(GG*) (GG*) L(F*F)"'F*
= G*(GG") (F*F)"'F*
= At
(A4 = ((FG)(G*(GG) X (F F)F*)’
= (6" (GG") \(F*F)"'F*")" (FG)"
= (G* (GG (F F)F")* (FG)")"
= (FG)(G*(GG*)‘l(F*F)‘lF*)
= AA*
(A*A)" = (6" (GG HF F) L F*)(FG)’
= (FG)'(G*(GG") \(F*F)™'F*)’
= (FG)' (G (GG (F*F)'F*)’
= (G*(GG*)"l(F*F)‘lF*)(FG)
=A%A

nei

G*(GG*) Y(F*F)™'F*.m

Contoh 2.15:
g& 2 1 1

Dik;btahui A=|3 2 4] akan dicari invers matriks Moore-Penrose dari matriks
. 2 1 3

tersgnut.

Penyélesaian:

Barikut ini adalah langkah-langkah mencari invers matriks Moore-Perose dari

forraJIa yang didapat yaitu [10]:
w»

matriks baru tersebut adalah Y.

1 0 O
Matriks Y yang terbentuk yaitu: Y = [0 1 O]
0 0 1

22
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Dar%erhitungan di atas dapat diketahui bahwa A* memenuhi kemepat persamaan
dari‘i)efinisi 2.12, maka terbukti A*merupakan invers Moore Penrose dari A.
ITeot%ema 2.18 [4]: Diberikan A € R,,x, dan B € R,,«n. ATB adalah solusi
kuadrat terkecil untuk AX = B.

Buki berdasarkan [4]:

Diketahui A € R,.xn dan B € R,,«, dengan AX = B. Akan ditunjukkan bahwa

=
A+B£merupakan solusi dari AX = B. Misalkan bahwa A*B bukan solusi dari

Buepun-6uepun 1Bunpuljq e1di YeH

AX GCB B, sehingga X # A* B, sehingga hasil yang diperoleh sebagai berikut:

2 X # A*B

; AX + AA*B

S AX + AATAX
AX + AX
AX #B

Pemisalan yang diperoleh AX # B, sedangkan pada teorema diketahui bahwa
AX = B, sehingga kontradiksi dengan pemisalan X # A*B. Maka terbukti bahwa
X = A*B merupakan solusi dari AX = B, dengan A* merupakan invers Moore

Penrose yang diperoleh dari matriks A yang terbentuk pada sistem persamaan

linear. m

Contoh 2.16:
=4

Tenflikan solusi sistem persamaan linear berikut menggunakan invers Moore
w

Penrose:
=
A X1+ x,—x3+x,=1
(&
=3 2x1 — 2x5 + 6x3 + 8x4 = 2
<
o 3x1 +5x, —7x3+8x4, =3
w»

Sis@fn persamaan tersebut dapat diubah menjadi AX = B, dengan

Q
1 1 -1 3 ! 1
A=2 -2 6 8[X=|}|B=]2
43 5 -7 8 X, 3
=
Pen@lesaian:
jo5]
25
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09)

a

r%ut ini adalah langkah-langkah mencari invers matriks Moore-Perose dari

forrﬁi,lla yang didapat yaitu:

1.

N

4.

gﬂereduksi matriks A menjadi matriks eslon baris tereduksi dan memisalkan

amatriks baru tersebut adalah Y.
3

= 10 17
Matriks ¥ yang terbentuk yaitu: ¥ = |5 1 _o _1
(=
> 0 O 0 0
. (Melihat kolom yang memuat satu utama dari matriks Y dan pilih kolom
c
fersebut dari matriks A, misalkan matriks baru itu adalah F, lalu tentukan
%*, (F*F)~1.
dMatriks F yang terbentuk adalah sebagai berikut:
c
1 1
F=|2 =2
3 5
«_[1 2 3
F= [1 -2 5]
S
" 23 138

Memilih baris yang tak nol dari matriks Y dan misalkan sebagai matriks G,
*\—1

é%ntukan (GG,

‘Matriks G yang diperoleh, yaitu:

@

) 1Z
3 o= ° 2
o 01 —2 —=
= 2
=)

B [1 O]

g ._[0 1]

@ GT=11 -2

CH

o 2 2

-~

w 7 5
g 7 2
= -1 _ |81 81
5 G607 =15 1
w0 81 81

1A

encari At = G*(GG*) Y (F*F)~1F*
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Dar%erhitungan di atas dapat diketahui bahwa A* memenuhi keempat persamaan

daridDefinisi 2.16 maka matriks A* pada contoh ini disebut sebagai invers Moore

o
@
S
N
(92}
@
o
<)
=
o

)

Alp 13l P Y

S

Kerfudian menghitung X = A*B
34 82 95 1
5589 5589 5589
32 142 199
5589 5589 5589
10 122 101
1863 1863 1863
103 358 233
5589 5589 5589 -
7 —
81
5
81
1
27
22
81 -

Selapjutnya subsitusikan solusi diatas kepersamaan awal, sehingga solusi tersebut

5
81
19
81

11

27
8

81

1 227 r 7
27 81 81
11 8 5
27 81| _| 81
7 2 - 1
9 27 27
2 73 22

27 81 - - 81

1

3

81 27
19 11
81 27
11 7
27 9
8 2
81 27

merg:enuhi AX = B dengan X = A*B.
(¢

Sehirigga didapat solusi untuk sistem persamaan di atas adalah

rure

nery wisey] JrreAg uejng jo Ajisi1
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den

=

R
nely elsng NN A

&

=

=

2 BAB |11

= METODE PENELITIAN

%

; Adapun metode penelitian yang akan digunakan adalah studi literature

n langkah-langkah sebagai berikut:

Diberikan sistem persamaan linear kompleks.

Mengubah suatu sistem persamaan linear kompleks ke dalam bentuk

persamaan matriks AX = B.

Mencari invers Moore Penrose dengan langkah sebagai berikut [4]:

i Mereduksi matriks A € C,,,x, menjadi matriks eslon baris tereduksi
dan misalkan matriks baru tersebut dengan matriks Y.

ii. Melihat kolom yang memuat satu utama dari matriks Y dan pilih
kolom tersebut dari matriks A, misalkan matriks baru tersebut
adalah matriks F dan tentukan F*, (F*F)1.

iii. Memilih baris yang tak nol dari matriks Y dan misalkan matriks
tesebut adalah G, lalu tentukan G* dan (GG*)™ 2.

iv. Mencari A* = G*(GG*) Y (F*F)~1F*.

Akan ditunjukkan bahwa A* adalah invers Moore Penrose dengan

membuktikan AT memenuhi keempat sifat Definisi 2.16 sehingga dapat

dikatakan bahwa A* merupakan invers Moore Penrose dari A € Cyxr, -

Menghitung penyelesaian sistem persamaan linear berdasarkan Teorema

2.18 X = A*B.

Mensubsitusikan solusi yang didapatkan ke persamaan awal sehingga

solusi tersebut terbukti memenuhi AX = B dengan X = A*B.

30
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BAB V

KESIMPULAN DAN SARAN

1.1 Kesimpulan

e}dio yeH @

Berdasarkan pembahasan pada Bab 1V, invers Moore Penrose dapat
diguhakan untuk menyelesaikan sistem persamaan linear kompleks berbentuk
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& mateiks kompleks n x n yang invertibel sehingga X = A*B dengan memperoleh

Bu

7 :
solusi berupa solusi tunggal.

(7]
-
Q

1.2 2y Saran

QC’ Pada tugas akhir ini, penulis menggunakan metode invers Moore Penrose
untuk menyelesaikan sistem persamaan linear kompleks. Bagi pembaca yang
berminat diharapkan dapat mencoba menggunakan metode lain untuk

menyelesaikan sistem persamaan linear kompleks.
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