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ABSTRAK 

 
Sistem persamaan linear (SPL) dapat ditulis dalam bentuk persamaan matriks      dengan   

sebagai matriks koefisien . Koefisien pada SPL dapat berbentuk bilangan kompleks dan real 

sehingga matriks koefisien entrinya bisa berupa bilangan kompleks atau  real pula. Pada skripsi ini 

akan dibahas penyelesaian SPL  menggunakan Invers Moore Penrose. Metode Invers Moore yang 

dinotasikan  dengan    di sini merupakan invers dari suatu matriks   yang nantinya akan 

menyelesaikan persamaan matriks di atas. Dengan kata lain penyelesaian persamaan matriks 

tersebut berbentuk      , namun dikhususkan untuk SPL kompleks yang memiliki solusi. 

Berdasarkan penelitian yang dilakukan metode ini dapat digunakan dan menjadi salah satu 

alternatif untuk menyelesaikan SPL kompleks. 

Kata Kunci: Matriks, Invers Moore Penrose, sistem persamaan linear kompleks. 
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ABSTRACT 

 
Linear Equation System can be written in the form of matrix     , with   as coefficient matrix. 

Coefficient in Linear Equation System can be in the form of complex or real numbers, hence, the 

entries of coefficient matrix can also be a complex or real numbers. The topic of this study were 

discussed about Linear Equation System solutions by using Invers Moore Penrose. The Invers 

Moore method were notated as   , in this case, it was an invers from a certain matrix   which will 

later solve the matrix equation above. In other words, the solution to the matrix equation was 

     , however it was devoted to complex Linear Equation Systems that have solutions. Based 

on research conducted the current method could be used and became one alternative to solve 

complex Linear Equation Systems. 

Keywords: Matrix, Invers Moore Penrose, Complex Linear Equation Systems. 
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BAB I  

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Permasalahan yang sering kali ditemukan pada bidang aljabar linear 

adalah persoalan untuk mencari penyelesaian dari suatu sistem persamaan linear. 

Sistem persamaan linear mempunyai beberapa bentuk pemecahan atau solusi, 

yaitu solusi tunggal, banyak solusi, dan tidak ada solusi.  

Secara umum sistem persamaan linear dapat ditulis dalam bentuk     . 

Dengan   adalah matriks koefisien,   adalah verktor kolom dari variabel-variabel 

yang tidak diketahui, dan   adalah vektor kolom dari konstanta. Terdapat 

berbagai macam matriks koefisen dan matriks konstanta, diantaranya ada yang 

berbentuk bilangan rill, bilangan kompleks, dan ada pula yang berbentuk bilangan 

fuzzy. Sistem persamaan linear dapat diselesaikan dengan beberapa metode, 

diantaranya metode metode invers, metode inverse Moore Penrose, metode 

dekomposisi   , dekomposisi colesky, dekomposisi   , dan masih banyak yang 

lainnya.  

Penggunaan invers matriks sangat penting dalam menentukan solusi dari 

sistem persamaan linear      yang sesuai yaitu       . Pada peneltian kali 

ini akan digunakan metode invers Moore Penrose dalam penyelesaian sistem 

persamaan linear kompleks.  

 Pada tahun 1954, Rooger Penrose memperkenalkan suatu jenis invers 

yaitu invers Moore Penrose yang di mana merupakan invers matriks dari   yang 

akan memenuhi keempat persamaan Moore Penrose yang dilambangkan dengan 

  . Invers Moore Penrose sendiri bisa digunakan untuk setiap matriks, baik 

persegi singular dan non singular yang bukan matriks persegi. Pada tahun 2011 

terdapat penelitian yang dilakukan oleh Astin Wita YuniHapsari [1] dengan judul 

Menentukan Invers Moore Penrose dari Matriks Kompleks yang membahas 

tentang invers Moore Penrose dari matriks kompleks yang dibatasi pada matriks 

sejati dan matriks bebas dengan membatasinya pada matriks berukuran     dan 
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menentukan invers Moore Penrose dengan melihat     nya. Pada tahun 2012 

Dewi Yulianti [2] melakukan penelitian tentang menyelesaikan sistem persamaan 

linear kompleks dengan metode SVD. Lalu pada tahun 2013 Iswahyuni Purwanti 

[3] melakukan penelitian yang membahas tentang penggunaan invers Moore 

Penrose untuk sistem persamaan linear dengan judul Invers Moore Penrose dan 

Aplikasinya Pada Sistem Persamaan Linear. Setelah itu pada tahun 2019 terdapat 

juga penelitian yang dilakukan oleh Yuli Yanti dkk [4] dengan judul Invers Moore 

Penrose Sebagai Matriks Invers, dimana pada penelitian tersebut membahas 

tentang matriks invers tergeneralisai menggunakan Invers Moore Penrose.  

Maka berdasarkan penelitian di atas penulis tertarik untuk menggunakan 

Invers Moore Penrose untuk menyelesaikan sistem persamaan linear dengan 

koefisien bilangan kompleks. Sehingga penelitian tugas akhir ini berjudul 

“Penyelesaian Sistem Persamaan Linear Kompleks Menggnakan Invers 

Moore Penrose”. 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang penelitian maka dapat diambil rumusan 

masalah pada penelitian ini yaitu “Bagaimana penyelesaian sistem persamaan 

linear kompleks dengan menggunakan invers Moore Penrose?” 

1.3 Batasan Masalah 

Adapun batasan masalah yang diberikan yaitu: 

1. Sistem persamaan linear kompleks yang akan diselesaikan adalah 

sistem persamaan linear kompleks yang memiliki solusi. 

2. Sistem persamaan linear kompleks dengan   persamaan dan   variabel 

dimana     dan    .  

1.4 Tujuan Penelitian 

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk mendapatkan penyelesaian sistem 

persamaan linear dengan menggunakan invers  Moore Penrose dan mendapatkan 

solusi dari sistem persamaan linear kompleks.  
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1.5 Manfaat Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah dan tujuan penelitian yang telah 

dikemukakan di atas, maka manfaat yang dapat diambil adalah sebagai berikut: 

a. Bagi Penulis  

Adapun manfaat yang didapatkan melalui penelitian ini adalah 

memperdalam pemahaman penulis dan mengembangkan wawasan disiplin ilmu 

yang telah dipelajari untuk mengkaji suatu permasalahan aljabar linear khususnya 

dalam menemukan penyelesaian sistem persamaan linear kompleks dengan 

menggunakan invers Moore Penrose. 

b. Bagi Lembaga Pendidikan 

Sebagai referensi untuk menyelesaian sistem persamaan linear kompleks 

dengan menggunakan invers Moore Penrose. 

1.6 Sistematika Penulisan 

Sistematika penulisan Tugas Akhir ini adalah : 

BAB I  PENDAHULUAN 

Bab ini berisikan latar belakang masalah, perumusan masalah, 

batasan masalah, tujuan penelitian, manfaat penulisan, dan 

sistematika penulisan. 

BAB II  LANDASAN TEORI 

Bab ini berisi materi pendukung yang berkaitan dengan bilangan 

kompleks, konjugat kompleks, transpos konjugat, pengertian 

matriks, determinan matriks, invers matriks, rank matriks, sistem 

persamaan linear, sistem persamaan linear kompleks, invers Moore 

Penrose. 

 BAB III  METODOLOGI PENELITIAN  

Bab ini berisikan langkah-langkah atau prosedur dalam 

penyelesaian sistem persamaan linear kompleks dengan 

menggunakan invers Moore Penrose. 

BAB IV PEMBAHASAN  
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Bab ini berisikan penjelasan menemukan penyelesaian sistem 

persamaan linear kompleks dengan menggunakan invers Moore-

Penrose. 

BAB V KESIMPULAN DAN SARAN 

Bab ini berisikan kesimpulan dari hasil dan saran dari penulis.
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BAB II  

LANDASAN TEORI 

 

Bab II ini berisi materi pendukung yang dapat membantu menyelesaikan 

permasalahan yang akan dibahas pada bab selanjutnya. Adapun materi 

pendukungnya antara lain tentang bilangan kompleks, konjugat kompleks, 

transpos konjugat, pengertian matriks, determinan matriks, invers matriks, rank 

matriks, sistem persamaan linear, sistem persamaan linear kompleks, dan invers 

Moore Penrose. 

2.1 Bilangan Kompleks 

Definisi 2.1 [5]: Bilangan kompleks dapat didefinisikan sebagaai pasangan 

berurut         yang mana      . 

i. Bagian rill   atau        . 

ii. Bagian imajiner   atau        . 

Selanjutnya akan dijelaskan tentang operasi aljabar terhadap bilangan kompleks: 

1. Operasi Penjumlahan 

                        

                   

2. Opersasi Pengurangan 

                        

                   

3. Operasi Perkalian 

                        

                             

                           

4. Operasi Pembagian  
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Contoh 2.1: 

Diketahui dua bilangan kompleks sebagai berukut: 

        dan          

Akan ditentukan penjumlahan, pengurangan, perkalian, dan pembagian dari dua 

bilangan kompleks    dan   .  

Penyelesain: 

1.                     

               

             

 

2.                     

         (      )  

         

 

3.                    

              

             

 

4. 
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2.2 Konjugat Kompleks  

Definisi 2.2 [6]: Jika        sebarang bilangan kompleks, maka konjugat atau 

sekawan   yang dinyatakan oleh  ̅, didefinisikan oleh  ̅      .  

Perkalian antara bilangan kompleks dengan konjugat kompleksnya didefinisikan 

sebagai berikut: 

  ̅                     

Kemudian, untuk modulus dan norma vektor dari bilangan kompleks didefinisikan 

sebagai berikut: 

| |    ̅ 

dan 

‖ ‖  √|  |  |  |    |  |  

dimana ‖ ‖ adalah panjang vektor dari bilangan kompleks biasa disebut dengan 

norma (norm). 

Contoh 2.2: 

Diberikan bilangan kompleks dengan konjugat kompleksnya sebagai berikut: 

       dan  ̅        

Akan ditentukan perkalian antara bilangan kompleks dengan konjugat 

kompleksnya dan norma vektor dari bilangan kompleks.  

Penyelesaian: 

1. Menentukan perkalian antara bilangan kompleks dengan konjugat 

kompleksnya 

  ̅               

               

   . 

2. Menentukan norma vektor dari bilangan kompleks 

‖ ‖  √| |  

           √  ̅ 

           √             

           √      

 √   . 
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2.3 Transpos Konjugat 

Definisi 2.3 [6]: Jika   adalah suatu matriks dengan entri-entri bilangan 

kompleks, maka transpos konjugat dari matriks   yang dinotasikan dengan   , 

didefinisikan sebagai     ̅  dimana  ̅ adalah suatu matriks yang entri-entrinya 

adalah konjugat kompleks dari entri-entri yang bersesuaian pada matriks   dan  ̅  

transpos dari matriks  . 

Contoh 2.3:  

Jika   *
     

      
+ maka  ̅  *

     
       

+ sehingga  ̅  

[
     

    
   

] 

2.4 Pengertian Matriks dan Opersi Matriks 

Definisi 2.4 [6] Matriks adalah susunan dari bilangan-bilangan yang dibatasi 

dengan tanda kurung biasa      atau kurung siku      yang berbentuk persegi 

panjang dan disusun menurut baris dan kolom. Bilangan-bilangan yang menyusun 

baris dan kolom dari suatu matriks disebut elemen-elemen matriks. Matriks 

tersebut dapat dinyatakan dalam bentuk 

      

[
 
 
 
 
   

   
   

 
   

    

   

   
   

 
   

    

   

   
   

 
   

    

 
 
 
   

 

    

   

   
   

 
   ]

 
 
 
 

 

dengan        elemen atau unsur matriks 

                     dan                      

Definisi 2.5 [6]: Jika   dan   adalah matriks-matriks dengan ukuran yang sama, 

maka jumlah     adalah matriks yang diperoleh dengan menjumlahkan entri-

entri pada   dengan entri-entri yang bersesuaian dengan   dan selisih     

adalah matriks yang diperoleh dengan mengurangkan entri-entri pada baris   
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dengan entri-entri yang bersesuaian pada  . Matriks dengan ukuran yang berbeda 

tidak dapat dijumlahkan atau dikurangkan. 

Contoh 2.4:  

Perhatikan matriks-matriks berikut! 

  [
   
   
   

]    [
   
   
   

] 

Cari     dan     

Penyelesaian: 

    [
   
   
   

]  [
   
   
   

] 

 [
   
   
   

] 

    [
   
   
   

]  [
   
   
   

] 

 [
    
   

      
] 

 

Definisi 2.6 [6]: Jika   adalah matriks     dan   adalah matriks     maka 

hasil kali dari    adalah matriks     yang entri-entrinya ditentukan sebagai 

berikut. Untuk mencari entri pada baris   dan kolom   dari   , pisahkan baris   

dari matriks   dan kolom    dari matriks  . Kalikan entri-entri yang bersesuaian 

dari baris dan kolom tersebut dan kemudian jumlahjan hasil yang diperoleh. 

Contoh 2.5:  

Cari hasil perkalian dari kedua matriks berikut ini: 

  *
   
   

+    [
  
  
  

] 

Penyelesaian:  

Karena matriks   adalah matriks     dan matriks   adalah matriks     , 

maka hasil kali    adalah matriks     sebagai berikut: 
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   *
    
    

+ 

 

Definisi 2.7 [6]: Jika   adalah matriks sebarang ukuran    , maka transpos   

dinyatakan oleh    dan didefinisikan dengan matriks     yang kolom 

pertamanya adalah baris pertama dari  , kolom keduanya adalah baris kedua dari 

matriks  , dan seterusnya. 

Contoh 2.6: 

Diberikan matriks   *
    
    

+,   [
   
   
   

] 

Maka    [
  

    
  

],    [
   
   
   

]   

dimana  matriks    adalah transpose dari matriks   dan    adalah transpose dari 

matriks  .  

2.5 Determinan  Matriks  

Definisi 2.8 [6]: Diberikan suatu matriks bujur sangkar. Determinan matriks 

adalah suatu fungsi khusus yang menghubungkan suatu bilangan real dengan 

matriks bujur sangkar. Determinan dari matriks dapat dinotasikan dengan         

atau | |. 

2.5.1 Metode Sarrus  

Metode ini hanya dapat digunakan untuk mencari determinan matriks 

bujur sangkar     dan    . 

Determinan matriks orde     

Diberikan  

  *
      

      
+ maka | |                   

       

Contoh 2.7: 

Diberikan matriks bujur sangkar ukuran     sebagai berikut: 
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  *
  
  

+, tentukan determinan matriks tersebut 

Maka: 

       *
  
  

+  

                 

         

       

Jadi,           

Determinan matriks orde     

Langkah-langkah untuk mencari determinan matriks bujur sangkar   

dengan metode Sarrus sebagai berikut [7]: 

1. Salin kembali kolom pertama dan kolom kedua kemudian tempatkan di 

sebelah kanan tanda detrminan.  

|

         

         

         

|

      

      

      

  

2. Hitunglah jumlah hasil kali elemen-elemen pada diagonal utama dan 

diagonal lainnya yang sejajar dengan diagonal utama. Nyatakan jumlah 

hasil kali tersebut dengan     . 

|

         

         

         

|

      

      

      

  

                                    

3. Hitunglah jumlah hasil kali elemen-elemen pada diagonal sekunder dan 

diagonal lainnya yang sejajar dengan diagonal sekunder. Nyatakan 

jumlah hasil tersebut dengan     . 

|

         

         

         

|
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4. Determinan matriks   adalah selisih antara      dan     . 

 

 |

         

         

         

|

      

      

      

 

                 

| |                                              

                      

 

Berikut diberikan contoh metode Sarrus. 

Contoh 2.8: 

Diketahui matriks bujur sangkar dengan ukuran     sebagai berikut: 

  |
   
   
   

| 

Tentukan         dengan menggunakan metode Sarrus! 

Penyelesaian: 

        |
   
   
   

|
  
  
  

  

                                                    

                          

                     

        

     

Jadi,           

  



 

13 
 
 

2.5.2 Metode Ekspansi Kofaktor 

Defenisi 2.9 [6] Jika   adalah matriks kuadrat, maka entri     dinyatakan oleh     

dan didefinisikan menjadi determinan submatriks yang tetap setelah baris ke   dan 

kolom ke    dicoret dari  . Bilangan            dinyatakan oleh     dan 

dinamakan kofaktor entri    . 

Kofaktor dan minor elemen     hanya berbeda dalam tandanya, yakni         . 

Cara yang lebih baik untuk menentukan tanda yang menghubungkan     dan     

pada baris ke   dan kolom ke   dari susunan berikut: 

[
 
 
 
 
     
     
 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 ]

 
 
 
 

 

Berdasarkan matriks di atas maka didapat kofaktor:  

                                           

Maka secara sistematis determinan matriks   dengan ordo     dapat dihitung 

dengan ekspasi kofaktor sebagai beri kut: 

       ∑        |   |
 
    atau | |  ∑       

 
     

Contoh 2.9: 

Diketahuhi matariks bujur sangkar dengan ukuran     sebagai berikut: 

  [

    
 
 
 

   
   
   

 
] 

Tentukan         dengan menggunakan metode ekspansi kofaktor sepanjang 

kolom ketiga dari matriks  ! 

Penyelesaian: 

Entri     dan     adalah  , maka yang akan dihitung     dan     saja. 

                

       

 |
   
   
   

|   
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 ( |
  
  

|   |
  
  

|   |
  
  

|)  

                      

             

    

dan 

                

       

  |
   
   
   

|  

  ( |
  
  

|   |
  
  

|   |
  
  

|)  

                        

              

     

Sehingga: 

                                    

                                      

                 

       

      

Jadi,            

2.6 Invers Matriks 

Definisi 2.10 [6]: Jika   dan   matriks-matriks bujur sangkar sehingga    

    , dimana   disebut dapat dibalik atau invertible dan   disebut sebagai 

invers dari  . Jika matriks tidak dapat dibalik, maka   dinyatakan sebagai matriks 

singular. 

Contoh 2.10: 

Diketahui matriks   [
   
   
   

] memiliki     [
     
    
    

] 
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Dimana      [
   
   
   

]  [
     
    
    

] 

 [
   
   
   

]    

dan      [
     
    
    

]  [
   
   
   

] 

 [
   
   
   

]    

Definisi 2.11 [6] Jika   adalah matriks     sebarang dan     adalah kofaktor 

dari    , maka matriks  

    [

   

   

 
   

  

   

   

 
   

  

 
 
 
 

  

   

   

 
   

] 

disebut matriks kofaktor dari  . Transpose dari matriks ini disebut adjoin dari   

dan dinyatakan sebagai       . 

Contoh 2.11:  

Diberikan matriks   [
   
   
   

], tentukan        

Penyelesaian: 

Kofaktor dari   berdasarkan Definisi 2.9 yaitu: 

                     

                     

                     

Maka, matriks kofaktornya adalah  

[
    
    

    
] 
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dan adjoin dari   adalah  

       [
    
    

    
] 

 

Teorema 2.12 [6] Suatu matriks   dapat dibalik jika dan hanya jika          . 

 Berdasarkan pembahasan sebelumnya telah diperoleh formula adjoin yang 

akan digunakan untuk mencari invers dari suatu matriks yang dapat dibalik. 

Berikut diberikan teorema untuk mencari invers tersebut. 

Teorema 2.13 [6] Jika   adalah suatu matriks yang dapat dibalik, maka 

     
 

      
       

Bukti berdasarkan [6]: 

                 

          

[
 
 
 
 
 
   
   

 
   

 
   

    

   
   

 
   

 
   

    

 
 

 

 

    

   
   

 
   

   ]
 
 
 
 
 

[

   

   

 
   

    

   

   

 
   

    

 
 
  

    

   

   

 
   

    

 
 
  

    

   

   

 
   

] 

Entri pada baris ke-  dan kolom ke-  dari hasil kali          adalah 

                              .  

Entri pada baris ke-  dan kolom ke-  dari hasil kali          adalah 

                              .  

Entri pada baris ke-  dan kolom ke-  dari hasil kali          adalah 

                              .  

Begitu seterusnya hingga entri pada baris ke-  dan kolom ke- , sehingga hasil kali 

         pada baris ke-  dan kolom ke-  adalah 

                              .            (2.1) 
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Jika    , maka Persamaan (2.1) adalah ekspansi kofaktor dari         sepanjang 

baris ke-  dan jika    , maka semua   dan kofaktor-kofaktornya berasal dari 

baris-baris yang berbeda dari   sehingga nilai dari Persamaan (2.1) adalah nol. 

Oleh karena itu  

         [

       
 
 
 

    

 
       

 
 

    

  
 
 

    

 
 
 

       

] 

        [

 
 
 
 

    

 
 
 
 

    

 
 
 
 

    

 
 
 
 

]      

        .         (2.2) 

Karena   dapat dibalik, maka         , sehingga Persamaan (2.2) dapat ditulis 

kembali sebagai berikut : 

 [ 
 

       
      ]            

dengan mengalikan kedua sisi di sebelah kiri dengan     menghasilkan 

    [ 
 

       
      ]       

 [ 
 

      
      ]              

                                                       
 

       
      .  

Contoh 2.12:  

Tentukan invers dari matriks   [
   
   
   

] berikut menggunakan adjoin. 
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Penyelesaian: 

       |
   
   
   

|
  
  
  

  

                                                            

                  

                   

        

           

Berdasarkan penyelesaian adjoin pada Contoh 2.11 didapat  

       [
    
    

    
] 

Sehingga, dapat dihitung     sebagai berikut 

        
 

       
        

                
 

  
[

    
    

    
]  

              [
     
    
    

] 

 

2.7 Rank Matriks 

Definisi 2.14 [6]: Dimensi dari vektor baris (kolom) non-zero pada suatu matriks 

  disebut      dari   atau dapat dinyatakan sebagai        . 

Pada matriks bujur sangkar  , jika vektor baris dan vektor kolom yang bebas 

linear mempunyai dimensi yang sama, maka dimensi matriks tersebut merupakan 

rank matriks.  

Contoh 2.13: 

Tentukan      matriks berikut: 

  [
     
     
     

] 
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Penyelesain: 

  [
     
     
     

]          

         

 

 [
     
     
      

]         

     

 

 [
     
        

        
]

     

     

 

 [
      

        
    

]  

Maka,          .  

2.8 Sistem Persamaan Linear 

Suatu persamaan linear dalam   peubah (variabel) adalah dalam bentuk  

                   

Dimana   ,         dan   adalah konstanta dan            adalah variabel. 

Dengan demikian maka suatu sistem linear dari   persamaan dalam   peubah 

adalah satu sistem berbentuk: 

                       

                       

  

                                          

dimana     dan    semuanya adalah kontanta dan     adalah koefisien dari 

variabel   . 

 Sistemn persamaan linear pada Persamaan       yang terdiri dari   

persamaan linear dengan   variabel ekuivalen deangan persamaan matriks 

[

           

          

 
   

 
   

 
 

 
   

]

[
 
 
 
 
  

  
  

 
  ]

 
 
 
 

 [

  

  

 
  

] atau             
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yang mana   [   ] adalah matriks koefisien,   [  ] adalah vektor kolom dari 

variabel-variabel, dan        adalah vektor kolom dari konstanta. Koefisiean 

dalam sistem persamaan linear ada yang berbentuk bilangan rill dan adan yang 

berbentuk bilangan kompleks. 

Sistem persamaan linear memiliki beberapa solusi diantaranya: 

1. Solusi tunggal  

Dikatakan memiliki solusi tunggal apabila terdapat satu titik dari sistem 

persamaan linear. 

2. Banyak solusi 

Dikatakan memiliki banyak solusi apabila terdapat banyak titik potong dari sistem 

persamaan linear. 

3. Tidak ada solusi  

Dikatakan tidak ada solusi apabila tidak ada titik potong dari sistem persamaan 

linear. 

 

2.8.1 Sistem Persamaan Linear Kompleks 

Definisi 2.15 [8]: Sistem persamaan linear kompleks adalah sistem persamaan 

linear yang mana koefiennya adalah bilangan kompleks. Pada sistem persamaan 

linear kompleks juga dapat diselesaikan dengan menggunakan operasi baris 

elementer. 

Contoh 2.14: 

Selesaikan sistem persamaan linear kompleks berikut dengan menggunakan 

Operasi Baris Elementer. 

           

           

Penyelesain: 

1. Dari sistem persamaan linear kompleks di atas dapat diubah menjadi 

bentuk persamaan matriks sebagai berikut: 

*
     
     

+ 

2. Dengan menambahkan baris ke 2 dengan   kali baris ke 1, maka diperoleh 

matriks sebagai berikut: 
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*
     
     

+ 

Dari matriks elementer diatas didapat solusi sebagai berikut: 

           

         

atau  

           

        

Misalkan      dengan   adalah sebarang nilai, maka 

          

       

Sehingga jika diambil    , maka didapat solusi banyak dari sistem persamaan 

linear kompleks diatas adalah           , dan     . 

2.9  Invers Moore-Penrose 

Definisi 2.16 [9]: Diberikan matriks        matriks   (pseudoinverse) 

merupakan matriks invers Moore Penrose dari matriks   jika memenuhi: 

i.        

ii.          

iii.            

iv.            

Dengan   merupakan konjugat transpose dari suatu matriks. 

Teorema 2.17 [4]: Diberikan matriks        dengan          . Jika 

matriks      maka                       

Bukti berdasarkan [4]: 

Misalkan terdapat matriks        dan       , dan          . Akan 

ditunjukkan jika      maka                      , dengan 

menunjukkan bahwa    memenuhi keempat persamaan Moore Penrose sebagai 

berikut: 

i.                               
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ii.                                                

                                                  

                         

         

iii.                                    

                                 

                                  

                               

          

iv.                                   

                                       

                                        

                                     

                

Karena    memenuhi keempat persamaan di atas, maka terbukti bahwa     

                  .  

Contoh 2.15:  

Diketahui   [
   
   
   

] akan dicari invers matriks Moore-Penrose dari matriks 

tersebut. 

Penyelesaian: 

Barikut ini adalah langkah-langkah mencari invers matriks Moore-Perose dari 

formula yang didapat yaitu [10]: 

i. Mereduksi matriks   menjadi matriks eslon baris tereduksi dan misalkan 

matriks baru tersebut adalah  . 

Matriks   yang terbentuk yaitu:   [
   
   
   

] 
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ii. Melihat kolom yang memuat satu utama dari matriks   dan pilih kolom 

tersebut dari matriks  , misalkan matriks baru itu adalah  , lalu tentukan 

  ,        . 

Matriks   yang terbentuk adalah sebagai berikut: 

  [
   
   
   

]  

    [
   
   
   

] 

         [
    

         
      

] 

iii. Memilih baris yang tak nol dari matriks   dan misalkan matriks  , 

tentukan        . 

Matriks   yang diperoleh, yaitu: 

  [
   
   
   

]  

    [
   
   
   

] 

         [
   
   
   

] 

iv. Mencari                       

   [
   
   
   

]  [
   
   
   

]  

[
 
 
 
 

    

   
  

 
  

   
 

 ]
 
 
 
 

 [
   
   
   

] 

 

[
 
 
 
 
    
 

 
  

 

 
 

 
 

 

 ]
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Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa    adalah invers Moore-Penrose dengan 

memeriksa bahwa    memenuhi keempat sifat pada definisi 2.13 sebagai berikut: 

i.        

[
   
   
   

]  

[
 
 
 
 
    
 

 
  

 

 
 

 
 

 

 ]
 
 
 
 

 [
   
   
   

]  [
   
   
   

] 

[
   
   
   

]  [
   
   
   

] 

ii.          

[
 
 
 
 
    
 

 
  

 

 
 

 
 

 

 ]
 
 
 
 

 [
   
   
   

]  

[
 
 
 
 
    
 

 
  

 

 
 

 
 

 

 ]
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
    
 

 
  

 

 
 

 
 

 

 ]
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
    
 

 
  

 

 
 

 
 

 

 ]
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
    
 

 
  

 

 
 

 
 

 

 ]
 
 
 
 

 

iii.            

(

 
 

[
   
   
   

]  

[
 
 
 
 
    
 

 
  

 

 
 

 
 

 

 ]
 
 
 
 

)

 
 

 

 [
   
   
   

] 

[
   
   
   

]  [
   
   
   

] 

iv.            

(

 
 

[
 
 
 
 
    
 

 
  

 

 
 

 
 

 

 ]
 
 
 
 

 [
   
   
   

]

)

 
 

 

 [
   
   
   

] 

[
   
   
   

]  [
   
   
   

] 
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Dari perhitungan di atas dapat diketahui bahwa    memenuhi kemepat persamaan 

dari Definisi 2.12, maka terbukti   merupakan invers Moore Penrose dari  . 

Teorema 2.18 [4]: Diberikan        dan       .     adalah solusi 

kuadrat terkecil untuk     .    

Bukti berdasarkan [4]: 

Diketahui        dan        dengan     . Akan ditunjukkan bahwa 

    merupakan solusi dari     . Misalkan bahwa     bukan solusi dari 

    , sehingga      , sehingga hasil yang diperoleh sebagai berikut: 

      

        

         

      

     

Pemisalan yang diperoleh      , sedangkan pada teorema diketahui bahwa 

    , sehingga kontradiksi dengan pemisalan      . Maka terbukti bahwa 

      merupakan solusi dari     , dengan    merupakan invers Moore 

Penrose yang diperoleh dari matriks   yang terbentuk pada sistem persamaan 

linear.   

Contoh 2.16: 

Tentukan solusi sistem persamaan linear berikut menggunakan invers Moore 

Penrose: 

              

                  

                  

Sistem persamaan tersebut dapat diubah menjadi     , dengan 

  [
     
     
     

],   [

  

  
  

  

],   [
 
 
 
] 

Penyelesaian: 
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Barikut ini adalah langkah-langkah mencari invers matriks Moore-Perose dari 

formula yang didapat yaitu: 

1. Mereduksi matriks   menjadi matriks eslon baris tereduksi dan memisalkan 

matriks baru tersebut adalah  . 

Matriks   yang terbentuk yaitu:   [

   
 

 

     
 

 

    

] 

2. Melihat kolom yang memuat satu utama dari matriks   dan pilih kolom 

tersebut dari matriks  , misalkan matriks baru itu adalah  , lalu tentukan 

  ,        . 

Matriks   yang terbentuk adalah sebagai berikut: 

  [
  
   
  

]  

    *
   
    

+  

        [

 

  
 

 

  

 
 

  

 

   

]  

3. Memilih baris yang tak nol dari matriks   dan misalkan sebagai matriks  , 

tentukan        . 

Matriks   yang diperoleh, yaitu: 

  [
   

 

 

     
 

 

]  

   

[
 
 
 
  
  
 
 

 

  

 
 

 ]
 
 
 
  

         [

 

  

 

  
 

  

  

  

] 

4. Mencari                       
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[
 
 
 
  
  
 
 

 

  

 
 

 ]
 
 
 
 [

 

  

 

  
 

  

  

  

]  [

 

  
 

 

  

 
 

  

 

   

]  *
   
    

+  

   

[
 
 
 
 
 

  

    

  

    

  

    
  

    
 

   

    

   

    

 
  

    
   

    

   

    
   

    

 
   

    
   

    ]
 
 
 
 
 

  

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa    adalah invers Moore-Penrose dengan 

memeriksa bahwa    memenuhi keempat sifat pada definisi 2.16 sebagai berikut: 

i.       

[
     
     
     

]  

[
 
 
 
 
 

  

    

  

    

  

    
  

    
 

   

    

   

    

 
  

    
   

    

   

    
   

    

 
   

    
   

    ]
 
 
 
 
 

 [
     
     
     

]  

[
     
     
     

]  

[
     
     
     

]  [
     
     
     

]  

ii.          

 

[
 
 
 
 
 

  

    

  

    

  

    
  

    
 

   

    

   

    

 
  

    
   

    

   

    
   

    

 
   

    
   

    ]
 
 
 
 
 

 [
     
     
     

]  

[
 
 
 
 
 

  

    

  

    

  

    
  

    
 

   

    

   

    

 
  

    
   

    

   

    
   

    

 
   

    
   

    ]
 
 
 
 
 

 

 

[
 
 
 
 
 

  

    

  

    

  

    
  

    
 

   

    

   

    

 
  

    
   

    

   

    
   

    

 
   

    
   

    ]
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[
 
 
 
 
 

  

    

  

    

  

    
  

    
 

   

    

   

    

 
  

    
   

    

   

    
   

    

 
   

    
   

    ]
 
 
 
 
 

  

[
 
 
 
 
 

  

    

  

    

  

    
  

    
 

   

    

   

    

 
  

    
   

    

   

    
   

    

 
   

    
   

    ]
 
 
 
 
 

  

iii.            

(

 
 
 

[
     
     
     

]  

[
 
 
 
 
 

  

    

  

    

  

    
  

    
 

   

    

   

    

 
  

    
   

    

   

    
   

    

 
   

    
   

    ]
 
 
 
 
 

)

 
 
 

 

  

 [
     
     
     

]  

[
 
 
 
 
 

  

    

  

    

  

    
  

    
 

   

    

   

    

 
  

    
   

    

   

    
   

    

 
   

    
   

    ]
 
 
 
 
 

  

 

[
 
 
 
 

 

  

 

  

  

  
 

  

  

  
 

 

  
  

  
 

 

  

  

  ]
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 

 

  

 

  

  

  
 

  

  

  
 

 

  
  

  
 

 

  

  

  ]
 
 
 
 

  

iv.            

(

 
 
 

 

[
 
 
 
 
 

  

    

  

    

  

    
  

    
 

   

    

   

    

 
  

    
   

    

   

    
   

    

 
   

    
   

    ]
 
 
 
 
 

 [
     
     
     

]

)

 
 
 

 

  

 [
     
     
     

]  

[
 
 
 
 
 

  

    

  

    

  

    
  

    
 

   

    

   

    

 
  

    
   

    

   

    
   

    

 
   

    
   

    ]
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[
 
 
 
 
 

 

  

 

  
 

 

  

  

  
 

  

  

  
 

  

  

 

  

 
 

  
  

  

 
  

  
 

  

 

 
 

  

 

  
  

  ]
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 

 

  

 

  
 

 

  

  

  
 

  

  

  
 

  

  

 

  

 
 

  
  

  

 
  

  
 

  

 

 
 

  

 

  
  

  ]
 
 
 
 
 

  

Dari perhitungan di atas dapat diketahui bahwa    memenuhi keempat persamaan 

dari Definisi 2.16 maka matriks    pada contoh ini disebut sebagai invers Moore 

Penrose dari  . 

Kemudian menghitung       

  

[
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Selanjutnya subsitusikan solusi diatas kepersamaan awal, sehingga solusi tersebut 

memenuhi      dengan       . 

Sehingga didapat solusi untuk  sistem persamaan di atas adalah 
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BAB III 

METODE PENELITIAN 

 

Adapun metode penelitian yang akan digunakan adalah studi literature 

dengan langkah-langkah sebagai berikut: 

1. Diberikan sistem persamaan linear kompleks.  

2. Mengubah suatu sistem persamaan linear kompleks ke dalam bentuk 

persamaan matriks     .  

3. Mencari invers Moore Penrose dengan langkah sebagai berikut [4]: 

i. Mereduksi matriks        menjadi matriks eslon baris tereduksi 

dan misalkan matriks baru tersebut dengan matriks  . 

ii. Melihat kolom yang memuat satu utama dari matriks   dan pilih 

kolom tersebut dari matriks  , misalkan matriks baru tersebut 

adalah matriks   dan tentukan   ,        . 

iii. Memilih baris yang tak nol dari matriks   dan misalkan matriks 

tesebut adalah  , lalu tentukan    dan        . 

iv. Mencari                       . 

4. Akan ditunjukkan bahwa    adalah invers Moore Penrose dengan 

membuktikan    memenuhi keempat sifat Definisi 2.16 sehingga dapat 

dikatakan bahwa     merupakan invers Moore Penrose dari        . 

5. Menghitung penyelesaian sistem persamaan linear berdasarkan Teorema 

2.18       . 

6. Mensubsitusikan solusi yang didapatkan ke persamaan awal sehingga 

solusi tersebut terbukti memenuhi      dengan       . 
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BAB V 

KESIMPULAN DAN SARAN 

1.1 Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan pada Bab IV, invers Moore Penrose dapat 

digunakan untuk menyelesaikan sistem persamaan linear kompleks berbentuk 

     di mana matriks   adalah matriks kompleks     yang invertibel dan 

matriks kompleks     yang invertibel sehingga       dengan memperoleh 

solusi berupa solusi tunggal.   

 

1.2 Saran  

Pada tugas akhir ini, penulis menggunakan metode invers Moore Penrose 

untuk menyelesaikan sistem persamaan linear kompleks. Bagi pembaca yang 

berminat diharapkan dapat mencoba menggunakan metode lain untuk 

menyelesaikan sistem persamaan linear kompleks. 
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