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ABSTRAK 

Malaria merupakan penyakit menular yang diakibatkan oleh gigitan nyamuk 

Anopheles betina yang sudah terinfeksi oleh Plasmodium. Tugas akhir ini bertujuan 

untuk mendapatkan kendali tingkat vaksinasi penyakit malaria, penulis akan 

melakukan kajian pada model penyebaran penyakit malaria menggunakan Model 

SIR dengan pemberian vaksinasi. Untuk mendapatkan kendali optimal tingkat 

vaksinasi digunakan prinsip pontryagin maksimum. Dengan menggunakan prinsip 

ini dari persamaan differensial dinamik dan fungsi tujuan diperoleh persamaan 

hamilton, Persamaan State, Persamaan Costate, dan Stationer. Sehingga diperoleh 

kendali optimal tingkat vaksinasi untuk model SIRV penyakit malaria. Berdasarkan 

simulasi dengan parameter diperoleh bahwa kendali tingkat vaksinasi penyakit 

malaria perlu ditingkatkan 

Kata Kunci: Hamilton, SIR, maksimum pontryagin, Tingkat Vaksinasi, Malaria 
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ABSTRACT 

Malaria is an infectious disease caused by the bite of a female Anopheles mosquito 

that has been infected by Plasmodium. This final project aims to control the level 

of malaria vaccination, the author will conduct a study on the model of the spread 

of malaria using the SIR model with vaccination. To obtain optimal control of the 

vaccination rate, the maximum Pontryagin principle is used. By using this principle, 

from the dynamic differential equation and objective function, it is obtained 

Hamilton's equation, State's equation, Costate's equation, and Stationer. So that the 

optimal control of the vaccination rate for the SIRV model of malaria is obtained. 

Based on simulation with parameters, it is found that control of malaria vaccination 

rate needs to be improved. 

Keywords: Hamilton, SIR, maximum pontryagin, Vaccination Rate, Malaria 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1  Latar Belakang 

 Malaria merupakan penyakit menular yang diakibatkan oleh gigitan 

nyamuk Anopheles betina yang sudah terinfeksi oleh Plasmodium. Malaria 

merupakan salah satu masalah kesehatan penting didunia. Secara umum ada 4 jenis 

malaria, yaitu tropika, tertiana, ovale, dan quartana. Ada lebih dari 1 juta jiwa 

meninggal setiap tahunnya disebabkan oleh malaria. Gejala yang ditimbulkan 

setelah terinfeksi seperti demam, mengigil, berkeringat, sakit kepala, mual, bahkan 

muntah, berdasarkan laporan dari Kementrian Kesehatan Republik Indonesia dalam 

Infodatin Pusat Data dan Informasi [1]. 

 Malaria merupakan penyakit infeksi yang menjadi perhatian World Health 

Organization (WHO). World malaria report tahun 2015 melaporkan pada tahun 

2013 telah terjadi kematian sebanyak 584.000 di seluruh dunia dan sebesar 90% 

berada di wilayah Afrika, 7% di wilayah asia tenggara dan 2% diwilayah 

mediterania timur. Kematian terbesar di wilayah Afrika terjadi pada usia anak-anak 

dibawah 5 tahun sebanyak 78% [2]. 

 Sementara itu, Sebagian besar daerah Indonesia masih merupakan wilayah 

endemik malaria, antara lain Indonesia bagian timur seperti Papua, Maluku, Nusa 

Tenggara, Sulawesi, Kalimantan. Menurut kemenkes RI [3], Menurut Nurfitrianah   

[4] malaria merupakan salah satu masalah kesehatan yang dapat berisiko tinggi bagi 

masyarakat hingga menyebabkan kematian terutama pada kelompok risiko tinggi 

yaitu bayi, anak balita, ibu hamil. Selain itu malaria dapat menyebabkan anemia 

dan menurunkan produktivitas kerja. Menurut Atikoh [5] penderita malaria akan 

mengalami komplikasi yang parah dan dapat meninggal jika tidak segera diobati .   

 Oleh karna itu, Penyakit Malaria harus dapat dikendalikan penyebarannya. 

Secara Matematika pengendalian penyakit dapat dilakukan dengan terlebih dahulu 

membentuk persamaan dalam model matematika. Penelitian tentang pemodelan 

penyakit malaria dapat dilihat pada Darmawati [6] dimana penelitian ini 
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menjelaskan estimasi parameter model SIR dengan algoritma genetik 

menggunakan metode Runge Kutta orde 4. Dalam penelitian nya model SIR yang 

diberikan tidak ada fungsi tujuan dan tidak ada pemberian vaksin. Penelitian 

selanjutnya dilakukan oleh Pardi [7] menjelaskan kendali optimal untuk 

mengendalikan penyebaran penyakit malaria. Dimana diberikan persamaan 

diferensial dinamik penyakit dan fungsi tujuan. kemudian diselesaikan 

menggunakan aplikasi kendali optimal dengan Prinsip Maksimum Pontryagin. 

Namun pada penelitian ini tidak ada pemberian vaksin untuk model penyebaran 

penyakit malaria. penelitian lainnya juga dilakukan Julia Indah Pertiwi [8] dengan 

persoalan analisis perilaku model SIR tanpa dan dengan vaksinasi. Penelitian ini 

membahas dua model penyebaran penyakit yaitu model SIR tanpa dan dengan 

vaksinasi dimana perilaku solusi kedua model dikaji dengan menganalisis 

kestabilan kedua model. Individu yang baru masuk ke dalam populasi rentan 

apabila diberikan vaksinasi sebesar 𝑝 mengakibatkan berkurangnya individu 

terinfeksi maka  semakin tinggi tingkat vaksinasi yang diberikan semakin turun 

tingkat populasi terinfeksi. Tetapi penelitian ini tidak memiliki fungsi tujuan dan 

penyelesaian model tidak menggunakan Prinsip Maksimum Pontryagin. 

Oleh sebab itu untuk mengendalikan laju penyebaran penyakit malaria, 

penulis akan melakukan kajian pada model penyebaran penyakit malaria 

menggunakan Model SIR dengan pemberian vaksin. Kemudian diselesaiakan 

menggunakan aplikasi kendali optimal dengan Prinsip Maksimum Pontryagin. 

Berdasarkan penjelasan tersebut, maka penulis tertarik mengambil judul “Kendali 

Optimal Penyakit Malaria dengan Vaksinasi Menggunakan Prinsip 

Pontryagin Maksimum”. 

1.2  Rumusan Masalah 

Rumusan masalah dalam tugas akhir ini adalah sebagai berikut: 

1. Bagaimana terbentuknya model matematika penyebaran penyakit malaria?  

2. Bagaimana bentuk kendali pada model penyebaran malaria? 
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1.3  Batasan Masalah  

Adapun batasan masalah dalam tugas  akhir ini adalah sebagai berikut : 

1. Model penyebaran penyakit malaria menggunakan Model SIR dengan 

vaksinasi. 

2. Penyelesaian kendali optimal dengan menggunakan Prinsip Maksimum 

Pontryagin. 

3. Simulasi menggunakan software Mathlab. 

4. Fungsi tujuan menggunakan waktu tak berhingga 

 

1.4  Tujuan Masalah 

Tujuan penelitian tugas akhir ini adalah sebagai berikut: 

1. Mendapatkan model penyebaran penyakit Malaria. 

2. Mendapatkan bentuk kendali optimal pada penyebaran penyakit Malaria. 

 

1.5  Manfaat Penelitian 

Manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Sebagai wawasan dan ilmu pengetahuan untuk menambah pengetahuan 

tentang sistem kendali. 

2. Diperoleh pengetahuan dalam mengintepretasikan hasil analisis dan simulasi 

pada model penyebaran penyakit malaria pada suatu populasi dan 

menerapkan teori kendali optimal menggunakan Prinsip Pontryagin 

Maksimum dalam penyebaran penyakit Malaria secara optimal. 

3. Sebagai literature penunjang khususnya bagi mahasiswa yang menempuh 

mata kuliah teori kendali. 
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1.6  Sistematika Penulisan 

Sistematika penulisan tugas akhir ini mencakup 5 bab yaitu : 

BAB I Pendahuluan 

 Pendahuluan memaparkan latar belakang, rumusan masalah, batasan 

masalah, tujuan, manfaat, serta sistematika penulisan.  

BAB II Landasan Teori 

 Landasan teori menguraikan tentang hal-hal yang dijadikan sebagai 

dasar teori untuk mengembangkan petulisan tugas akhir. 

BAB III Metodologi Penelitian 

 Bab ini berisikan tentang langkah-langkah yang dilakukan agar dapat 

memperoleh hasil yang dibutuhkan dalam penulisan tugas akhir ini. 

BAB IV Pembahasan 

 Bab ini berisikan penjelasan untuk mendapatkan hasil penelitian 

tersebut. 

BAB V Penutup 

 Bab ini berisikan kesimpulan dan saran. 
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BAB II 

LANDASAN TEORI 

2.1 Sistem Persamaan Diferensial Biasa 

Menurut Nuryadi [9] Persamaan differensial adalah suatu persamaan yang 

menyatakan hubungan fungsi yang tidak diketahui turunan-turunannya. Order dari 

persamaan differensial adalah order tertinggi dari turunan yang ada dalam 

persamaan itu. Misalkan, 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑥𝑦 = sin 𝑥 merupakan differensial order satu. 

Contoh 2.1  

Tentukan penyelesaian dari persamaan differensial 
𝑥𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = 1 

Penyelesaian  

𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = 1  

𝑥𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 1 − 𝑦  

𝑥

1−𝑦
𝑑𝑦 = 𝑑𝑥  

1

1−𝑦
𝑑𝑦 =

1

𝑥
𝑑𝑥  

∫
1

1−𝑦
𝑑𝑦 = ∫

1

𝑥
𝑑𝑥  

Misal : 

𝑢 = 1 − 𝑦 

𝑑𝑢

𝑑𝑦
= −1 

𝑑𝑢 = −𝑑𝑦 

= ∫ −𝑑𝑢 

𝑙𝑛 𝑢 + 𝑐 

𝑙𝑛 |
1

1−𝑦
| + 𝑙𝑛 𝑐 = 𝑙𝑛 𝑥 + 𝑙𝑛 𝑐  

𝑙𝑛 |
1

1−𝑦
| = 𝑙𝑛 𝑥 + 𝑙𝑛 𝐶  

𝑒
𝑙𝑛

1

1−𝑦 = 𝑒𝑙𝑛 𝑥𝑐  
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1

1−𝑦
= 𝑥𝑐  

1 = 𝑥𝑐 − 𝑥𝑐𝑦  

1

𝑥𝑐
= 1 − 𝑦  

𝑦 = 1 −
1

𝑥𝑐
  

Jadi penyelesaian PD diatas adalah 𝑦 = 1 −
1

𝑥𝑐
 

2.2 Persamaan Differensial Parsial 

Menurut Purcell [10]  jika mempunyai 𝑓 sebagai fungsi dari satu variabel 𝑥, 

maka turunan pertama fungsi 𝑓 hanya terhadap 𝑥, dinotasikan sebagai : 𝑓′ =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
. 

Bila memiliki fungsi 𝑓 dari dua variabel, maka turunan pertama fungsi 𝑓 dapat 

diperoleh untuk kedua variabel tersebut, masing-masing disebut turunan parsial. 

Jika 𝑓 fungsi dua peubah 𝑥 dan 𝑦, maka : 

(i) turunan parsial 𝑓 terhadap 𝑥, disimbolkan dengan 
𝜕𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥
 atau 𝑓𝑥(𝑥, 𝑦) sehingga 

𝜕𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥
= lim

Δ𝑥→0

𝑓(𝑥+Δ𝑥,𝑦)−𝑓(𝑥,𝑦)

Δ𝑥
  

(ii) turunan parsial 𝑓 terhadap 𝑦, disimbolkan dengan 
𝜕𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦
 atau 𝑓𝑦(𝑥, 𝑦) sehingga 

𝜕𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦
= lim

Δ𝑥→0

𝑓(𝑥,𝑦+Δ𝑦)−𝑓(𝑥,𝑦)

Δ𝑦
  

Contoh 2.2 

Tentukan turunan parsial terhadap 𝑥 dan turunan parisal terhadap 𝑦 fungsi yang 

dirumuskan dengan 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦 + 5𝑥 + 4. 

Penyelesaian 

𝜕𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥
 = lim

Δ𝑥→0

𝑓(𝑥+Δ𝑥,𝑦)−𝑓(𝑥,𝑦)

Δ𝑥
  

= lim
Δ𝑥→0

(𝑥+Δ𝑥)2𝑦+5(𝑥+Δ𝑥)+4(𝑥2𝑦+5𝑥+4)

Δ𝑥
  

= lim
Δ𝑥→0

𝑥2 + 2𝑥Δ𝑥𝑦 + (Δ𝑥)2𝑦 + 5𝑥 + 5Δ𝑥 + 4 − (𝑥2𝑦 + 5𝑥 + 4)

Δ𝑥
 

= lim
Δ𝑥→0

2𝑥Δ𝑥𝑦+(Δ𝑥)2 𝑦+5Δ𝑥

Δ𝑥
  

= 2𝑥𝑦 + 5  



 

7 

 

𝜕𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥
 = lim

Δ𝑥→0

𝑓(𝑥,𝑦+Δ𝑦)−𝑓(𝑥,𝑦)

Δ𝑦
  

= lim
Δ𝑥→0

𝑥2(𝑦+Δ𝑦)−5𝑥+4−(𝑥2𝑦+5𝑥+4)

Δ𝑦
  

= lim
Δ𝑥→0

𝑥2Δ𝑦

Δ𝑦
  

= 𝑥2  

Untuk memudahkan dalam menentukan turunan parsial dari fungsi dua 

variabel 𝑓(𝑥, 𝑦) maka dapat dilakukan hal berikut : 

a. Jika 𝑓 diturunkan terhadap peubah 𝑥 maka 𝑦 dianggap tetap/konstanta 

b. Jika 𝑓 diturunkan terhadap peubah 𝑦 maka 𝑥 dianggap tetap/konstanta 

2.3 Masalah Umum Waktu Kontinu 

Pada bagian ini dibahas masalah umum kendali optimal waktu kontinu untuk 

persamaan differensial dinamik waktu 𝑡. Menurut Olsder [11] diberikan persamaan 

differensial dinamik yaitu : 

�̇�(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)                                                                                    (2.1) 

Dengan 𝑥(𝑡) ∈ 𝑅𝑛  adalah vector state dan 𝑢(𝑡) ∈ 𝑅𝑛 fungsi kendali. Fungsi yang 

akan dicapai yaitu meminimalkan fungsi objektif, dengan persamaan : 

𝐽(𝑡0) = 𝑞(𝑥(𝑇𝑖)) + ∫ 𝑔(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)𝑑𝑡
𝑇𝑓

𝑡0
                  (2.2)                                    

Dimana 𝑡0 adalah waktu awal dan 𝑇𝑓 adalah waktu akhir. 

Menurut Ogata [12] untuk memperoleh solusi masalah kendali optimal waktu 

maka didefinisikan persamaan Hamilton, State, Costate sebagai berikut : 

Persamaan Hamilton  : 𝐻 = 𝐹(𝑥, 𝑢, 𝑡), 𝑥(0) = 𝑥0         (2.3) 

Persamaan State   :  �̇� =
𝜕𝐻

𝜕𝜆
           (2.4) 

Persamaan Costate  : �̇� = −
𝜕𝐻

𝜕𝑥
           (2.5) 

Persamaan Stasioner    : 0 =
𝜕𝐻

𝜕𝑢
                                                                         (2.6) 
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2.4 Pembentukan Model Penyebaran Penyakit Malaria 

 Menurut Pardi [7] Penyakit malaria merupakan salah satu penyakit 

epidemik dan dapat dimodelkan dalam model matematika. Pembentukan model 

penyebaran malaria ini berdasarkan model SIR yang terdiri dari tiga komponen 

yaitu : 

1. Kelompok susceptible (rentan) yang selanjutnya dinotasikan dengan 𝑆(𝑡) 

yaitu jumlah individu yang rentan terhadap penyakit malaria pada waktu 𝑡. 

2. Kelompok infected (terinfeksi) yang selanjutnya dinotasikan dengan 𝐼(𝑡) 

yaitu jumlah individu yang terinfeksi penyakit malaria pada waktu 𝑡. 

3. Kelompok recovered (sembuh) yang selanjutnya dinotasikan dengan 𝑅(𝑡) 

yaitu jumlah individu yang sembuh dari penyakit malaria pada waktu 𝑡. 

Adapun asumsi-asumsi yang digunakan pada model penyebaran malaria 

adalah hanya terdapat penyakit malaria dalam populasi, penyakit menyebar melalui 

kontak antara individu dengan nyamuk, setiap individu yang lahir langsung masuk 

dalam kelompok susceptible. Individu yang terinfeksi malaria dapat sembuh dari 

penyakit dan dapat mengalami kematian hanya disebabkan karena penyakit. 

Individu yang terinfeksi juga dapat sembuh karena siklus malaria yang singkat dan 

adanya kekebalan tubuh alami. 

Berdasarkan asumsi-asumsi parameter-parameter yang digunakan pada 

model penyebaran penyakit malaria didefinisikan sebagai berikut : 

B       : banyak kelahiran individu (konstan) 

β : laju penularan penyakit malaria 

α  : laju kesembuhan penyakit malaria 

𝜇  : laju kematian alami 

d : laju kematian karena penyakit malaria 

Model penyebaran penyakit malaria diperoleh dari system persamaan 

diferensial nonlinier sebagai berikut : 

𝑑𝑠

𝑑𝑡
= 𝐵 − 𝜇𝑆 − 𝛽𝑆𝐼                                                                                   (2.7)  

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆𝐼 − (𝛼 + 𝑑)𝐼  

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝜆𝐼 − 𝜇𝑅  
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Persamaan (2.7) disebut sebagai model penyebaran malaria. 

Permasalahan berikutnya adalah melakukan kontrol pada model penyebaran 

penyakti Malaria. Dari sistem persamaan dapat dilakukan kontrol optimal untuk 

pengobatan malaria. Kontrol optimal tersebut bertujuan untuk mengurangi jumlah 

populasi retikulosit yang terinfeksi dengan melakukan pengobatan.  

Pada persamaan differensial �̇� dan 𝐼̇ sel retikulosit yang diinfeksi nyamuk 

dinotasikan dengan 𝛽𝑆𝐼. Variabel kendali 𝑢(𝑡) merupakan obat malaria yang 

diberikan ketika tubuh manusia diserang nyamuk dan sel retikulosit mulai 

terinfeksi. Kemudian, untuk mengetahui nilai 𝑢(𝑡) sebagai kendali yang optimal 

maka nilai pengedali adalah 1 − 𝑢(𝑡) sehingga perubahan model setelah diberi 

pengontrol  berikut ini : 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝐵 − 𝜇𝑆 − 𝛽𝑆𝐼(1 − 𝑢(𝑡))                                                                 (2.8) 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆𝐼 − (𝛼 + 𝑑)𝐼(1 − 𝑢(𝑡))  

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝜆𝐼 − 𝜇𝑅  

Dimana 𝑡0 adalah waktu awal, 𝑡1 merupakan waktu akhir, 𝑥(𝑡) adalah variabel state 

(keadaan) dan 𝑢(𝑡) adalah variabel kendali. Persaman fungsi objektif dinyatakan 

sebagai sistem dari keadaan awal ke keadaan akhir. Sehingga persamaan fungsi 

objektif  adalah sebagai berikut : 

𝐽 = 𝑚𝑖𝑛𝑢 ∫ (Ai + 𝐶1𝑢2) + 𝑑𝑡
𝑡1

𝑡0
                      (2.9) 

Dimana 𝐴𝑖 adalah konstanta bobot yang bersesuaian dengan sel retikulosit 

terinfeksi. 𝐶1 adalah konstanta positif yang disesuaikan dengan kuadrat kontrol. 

Fungsi obyektif 𝐽(𝑢) ini memberi perlakuan dosis vaksinasi yang bertujuan 

meminimalkan jumlah sel retikulosit yang terinfeksi. 
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2.5 Model penyebaran penyakit malaria dengan vaksinasi 

Menurut Pertiwi [8] penyebaran penyakit dalam populasi dapat berkurang 

dengan diberikannya vaksinasi kepada individu yang masuk sehingga  persamaan 

(2.8) diformulasikan kembali. Dapat dinyatakan sebagai sistem persamaan 

differensial berikut ini : 

𝑑𝑠

𝑑𝑡
= (1 − 𝑝)𝜇 − 𝛽𝑖𝑠 − 𝜏𝑠                                                                        (2.10) 

𝑑𝑖

𝑑𝑡
= 𝛽𝑖𝑠 − 𝛾𝑖 − 𝜏𝑖  

𝑑𝑟

𝑑𝑡
= 𝛾𝑖 − 𝜏𝑟  

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝑝𝜇 − 𝜏𝑣  

dimana parameter 𝜇 merupakan tingkat individu baru yang masuk ke dalam 

populasi, 𝜏 adalah tingkat kematian, 𝛽 adalah tingkat kontak antara individu yang 

rentan dengan individu yang terinfeksi 𝛾 adalah tingkat kesembuhan dari individu 

yang terinfeksi, 𝑣 adalah kelompok individu yang telah divaksinasi dan 𝑝 adalah 

tingkat vaksinasi. 
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BAB III 

METODOLOGI PENELITIAN 

 Adapun langkah-langkah yang dilakukan dalam tugas akhir ini adalah 

sebagai berikut: 

1. Berdasarkan persamaan differensial dinamik didapatkan model penyebaran 

penyakit malaria sebagai berikut : 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= (1 − 𝑝)𝜇 − 𝛽𝑖𝑠 − 𝜏𝑠                                                                         

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛽𝑖𝑠 − 𝛾𝑖 − 𝜏𝑖   

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛾𝑖 − 𝜏𝑟  

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝑝𝜇 − 𝜏𝑣  

Kemudian berdasarkan Persamaan (2.7) diketahui fungsi tujuan untuk kasus 

penyebaran penyakit malaria pada waktu berhingga sebagai berikut: 

𝐽 = 𝑚𝑖𝑛𝑢 ∫ (Ai + 𝐶1𝑢2) + 𝑑𝑡
𝑡1

𝑡0
    

2. Dibentuk persamaan Hamilton berdasarkan differensial dinamik dan fungsi 

tujuan pada langkah 1. 

3. Selanjutnya dari persamaan Hamilton di langkah 2 dibentuk persamaan state, 

costate, dan stasioner. 

4. Diperoleh persamaan kendali dari persamaan stationer yang diperoleh dari 

langkah 3. 

5. Berdasarkan persamaan costate yang diperoleh pada langkah 3, dibentuk 

Persamaan aljabar Riccati dan dicari solusinya. 

6. Solusi persamaan aljabar Riccati pada langkah 5, disubstitusikan ke persamaan 

kendali yang diperoleh di langkah 4, sehingga diperoleh persamaan kendali 

optimal. 
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BAB V 

PENUTUP 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan yang dilakukan pada Bab IV maka dapat 

diperoleh persamaan differensial dinamik sebagai berikut : 

 

                                                         
𝑑𝑆

𝑑𝑡
= (1 − 𝑝)𝜇 − 𝛽𝑖𝑠 − 𝜏𝑠                                                                         

                                                         
𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛽𝑖𝑠 − 𝛾𝑖 − 𝜏𝑖   

                                                  
𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛾𝑖 − 𝜏𝑟  

                                                  
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝑝𝜇 − 𝜏𝑣  

Dengan fungsi tujuan objektif : 

𝐽 = 𝑚𝑖𝑛𝑢 ∫ (Ai + 𝐶1𝑝2) 𝑑𝑡
𝑡1

𝑡0

 

Kemudian dari persamaan differensial dinamik dan fungsi tujuan dibentuk 

persamaan hamilton, Persamaan Costate, dan Stationer. Selanjutnya 

diperoleh Persamaan diffirensial tingkat vaksinasi: 

𝑝 =
𝜆2𝛽𝑖𝜏𝜇 + 𝜏𝑣𝑘𝛽𝑖𝜇

𝛽𝑖𝜏 + 𝜏2 +  𝜇2𝑘𝛽𝑖
 

Kemudian fungsi kendali di substitusikan ke Model tingkat vaksinasi maka 

diperoleh : 

𝑣 =
𝑒

(
𝜏𝑘𝛽𝑖𝜇2

𝛽𝑖𝜏+𝜏2+𝜇2𝑘𝛽𝑖
−𝜏)𝑡

(
𝜏𝑘𝛽𝑖𝜇2

𝛽𝑖𝜏 + 𝜏2 + 𝜇2𝑘𝛽𝑖
− 𝜏)

−
(

𝜆2𝛽𝑖𝜏𝜇
𝛽𝑖𝜏 + 𝜏2 + 𝜇2𝑘𝛽𝑖

)

𝜏𝑘𝛽𝑖𝜇2

𝛽𝑖𝜏 + 𝜏2 + 𝜇2𝑘𝛽𝑖
− 𝜏
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5.2 Saran 

Tugas akhir ini memaparkan tentang penyebaran penyakit malaria dengan 

vaksinasi menggunakan model SIR, kemudian diperoleh persamaan kendali 

yang optimal. Bagi para pembaca, khususnya mahasiswa jurusan Matematika 

Fakultas Sains dan Teknologi UIN Suska Riau, penulis menyarankan pada 

penelitian selanjutnya untuk dapat mengembangkan lebih lanjut tentang 

penyebaran penyakit malaria dengan menggunakan model yang berbeda.
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