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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Meningkatnya daya tarik masyarakat  Indonesia untuk melakukan investasi 

sehingga   membuat   perkembangan   investasi   di   Indonesia   semakin   meningkat. 

Menurut Wawan [1] usaha yang dilakukan oleh masyarakat yang berguna untuk 

menambahkan jumlah pendapatan atau aset yang dimiliki untuk masa yang akan 

datang disebut dengan Investasi. Dalam hal ini, banyak terdapat investasi salah 

satunya yang paling terkenal dikalangan investor adalah komoditas. 

Komoditas yang banyak dicari oleh kalangan masyarakat saat kondisi 

ekonomi tidak kondusif yaitu komoditas berupa emas dibandingkan komoditas 

lainnya. Emas kini tidak hanya digunakan sebagai perhiasaan, tapi juga bernilai 

sebagai investasi. Investasi emas dianggap paling menguntungkan dalam waktu 

jangka panjang dan memiliki risiko yang kecil. Secara umum, investasi emas yang 

dilakukan di Indonesia adalah dengan membeli emas batangan untuk disimpan dan 

dijual kembali di saat kondisi sudah memungkinkan. 

Ada dua faktor yang menjadi pertimbangan investor yaitu Return dan Risk. 

Seorang investor dapat memilih komoditas secara rasional berdasarkan cara memilih 

komoditas dengan memperoleh return yang optimal untuk tingkat risk yang minimal. 

Dalam  hal  ini  hubungan  antara  return  dan  risk  sangat  berbanding  lurus  dapat 

diartikan bahwa jika return tinggi maka risk tinggi dan sebaliknya. 

Dalam menentukan keberhasilan investasi dibidang komoditas investor harus 

memiliki kemampuan untuk mengelola portofolio komoditas yang disebut dengan 

manajemen portofolio komoditas. Dalam manajemen portofolio komoditas terdapat 

permasalahan kontrol didalam alokasi portofolio yang digunakan untuk mengontrol 

modal dari investor dengan kendala batasan jumlah pinjaman yang diperkenankan.  

Oleh karena itu, sangat diperlukan peran kandali optimal untuk portofolio komoditas. 
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Bentuk pengendalian dengan menggunakan MPC dapat diperoleh pada 

penelitian terdahulu yaitu Dombrovskiy [2] dengan menjabarkan model dinamik dari 

masalah manajemen portofolio investasi. Pada penelitian itu, MPC yang digunakan 

untuk mengatasi masalah optimalisasi dengan memperoleh hasil yang memuaskan 

sehingga diperoleh portofolio yang optimal. MPC digunakan untuk mengatasi   

kendala-kendala   pada   permasalahan   optimalisasi   portofolio   dalam investasi  

komoditas.  Oleh  karena  itu  untuk  mengendalikan  resiko-resiko  tersebut maka 

dapat diaplikasikan Model Predictive Control (MPC). Selanjutnya berdasarkan 

penelitian yang dilakukan oleh Rahadian [3] menjelaskan tentang pemilihan 

portofolio optimal dengan model dan pengembangan dari portofolio Markowitz. 

Hasil yang diperoleh pada penelitian tesebut memberikan return yang tinggi dan 

kinerja yang optimal sehingga tepat untuk investor dapat menghindari resiko. 

Selanjutnya dari  penelitian  Wawan  [1] menjelaskan  tentang suatu model 

untuk mengatasi masalah optimalisasi portofolio komoditas dengan adanya kendala 

pada pembentukan portofolio komoditas. Selain itu, nilai pengembalian komoditas 

sangat berdampak terhadap jumlah modal yang diinvestasikan tiap komoditas  untuk  

setiap  harinya.  Wawan  [1] mendapatkan  bahwa  Model Predictive   Control   dapat   

diaplikasikan   dengan   baik   pada   masalah   optimalisasi portofolio komoditas. 

Selain menggunakan model MPC, pengendalian dalam optimalisasi portofolio 

komoditas dapat juga menggunakan model LQ. Hal ini karena fungsi tujuan dalam 

model portofolio komoditas berbentuk linier kuadratik. Oleh karena itu, penulis 

tertarik mengambil judul “Optimalisasi Portofolio Komoditas Menggunakan Linier 

Quadratic (LQ)” 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan uraian latar belakang diatas maka dapat diberikan rumusan 

masalah yaitu “Bagaimana kendali optimal portofolio komoditas menggunakan Linier 

Quadratic (LQ)” 
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1.3 Batasan Masalah  

Adapun batasan masalah dalam tugas akhir ini adalah sebagai berikut : 

1. Permasalahan hanya difokuskan pada portofolio komoditas. 

2. Fungsi tujuan ditulis dalam bentuk persamaan linier quadratic.  

3. Batas waktu yang digunakan pada fungsi tujuan adalah waktu diskrit yang 

berhingga. 

 

1.4 Tujuan Penelitian 

Adapun tujuan penelitian pada tugas akhir ini adalah mendapatkan kendali 

optimal portofolio komoditas dengan menggunakan Linier Quadratic (LQ). 

 

1.5 Manfaat Penelitian 

Manfaat dari penelitian ini bagi penulis maupun bagi orang lain sebagai 

berikut: 

1. Sebagai wawasan dan ilmu pengetahuan untuk menambah pengetahuan 

tentang sistem kendali. 

2. Sebagai literature penunjang khususnya bagi mahasiswa yang menempuh 

mata kuliah teori kendali. 

3. Untuk mengetahui bagaimana bentuk kendali optimal dari portofolio 

komoditas. 

 

1.6 Sistematika Penulisan 

Sistematika penulisan laporan tugas akhir ini terdiri dari pokok-pokok 

permasalahan yang akan dibahas pada masing-masing yang diuraikan menjadi 

beberapa bagian: 

BAB I PENDAHULUAN 

Bab ini membahas tentang gambaran umum isi tugas akhir yang meliputi 

latar belakang masalah yang akan dibahas, kemudian dilanjutkan dengan 
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perumusan masalah, batasan masalah, tujuan penelitian, manfaat 

penelitian dan sistematika penulisan. 

BAB II LANDASAN TEORI 

Bab ini membahas tentang teori-teori yang mendukung bagian 

pembahasan. 

BAB III METODOLOGI PENELITIAN 

Bab ini berisi langkah-langkah dalam penelitian 

BAB IV     PEMBAHASAN 

 Bab ini membahas tentang portofolio komoditas 

BAB V PENUTUP 

 Bab ini berisi tentang kesimpulan dan saran 
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BAB II 

LANDASAN TEORI 

2.1 Matriks 

Definisi 2.1 [4] Matriks merupakan bilangan bilangan dalam suatu jajaran berbentuk 

segi empat siku-siku. Bilangan-bilangan dalam jajaran tersebut disebut entri matriks. 

Entri-entri disusun dalam baris   dan kolom   suatu matriks   yang dinotasikan 

dengan    . Bentuk umum dari matriks berukuran     yaitu sebagai berikut : 

     [

          
          
    
          

]     (2.1) 

Dengan : 

     elemen atau unsur matriks 

                indeks baris 

                indeks kolom 

 

Definisi 2.2 [4] Jika   adalah matriks    , maka transpose dari   dilambangkan 

dengan    dan didefinisikan sebagai matriks     yang dihasilkan dengan 

menukarkan baris dan kolom dari    yaitu, kolom pertama dari    adalah baris 

pertama dari  , kolom kedua dari    adalah baris kedua dari  , dan seterusnya. 

 

Contoh 2.1 

Jika diberikan   [
   
   
   

] 

Maka    [
   
   
   

]    

Sehingga   disebut matriks simetris. 
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2.2 Perkalian Matriks 

2.2.1 Perkalian Matriks dengan Skalar 

Definisi 2.3 [4] Jika   adalah sebarang matriks dan   adalah sebarang skalar, maka 

hasil perkalian    adalah suatu matriks yang diperoleh dari perkalian setiap entri dari 

  dengan  . Matriks    disebut perkalian skalar dari  . 

 

Contoh 2.2 

Jika terdapat matriks      [
  
  
   

] dan skalar     

Maka  

   [
   
  
   

]  

 

2.2.2 Perkalian Matriks dengan Matriks 

Definisi 2.4 [4] Jika A adalah matriks berukuran     dan   adalah matriks 

berukuran     maka hasil kali    adalah matriks berukuran     yang entri-

entrinya dapat ditentukan sebagai berikut: untuk menemukan entri-entri pada baris   

dan kolom   dari   , keluarkan baris   dari matriks   dan kolom   dari matriks  . 

Kalikan entri-entri dari baris dan kolom yang bersesuaian secara bersamaan 

kemudian jumlahkan hasil kalinya. 

 

Contoh 2.3 

Jika terdapat   *
   
   

+ dan   [
    
     
    

] 

Maka 

   *
   
   

+ [
    
     
    

]  *
      
      

+ 
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2.3 Bentuk Kuadratik 

Pada subbab ini diberikan bentuk kuadratik yaitu : 

                       (2.2) 

Dengan entri-entri matriks   adalah         untuk semua   dan  . Kemudian 

untuk     [         ] maka Persamaan (2.2) dapat diuraikan menjadi:  

          
                     (   )             

  

            ∑ ∑        
 
   

 
                    (2.3) 

Persamaan (2.3) disebut bentuk kuadratik dengan   banyak variabel 

          dengan         dan      . 

Definisi 2.5 [5] Sifat definit dari Persamaan kuadratik (2.2) dapat diperoleh dengan 

menghitung nilai eigen dari matriks A. Jika A matriks Simetri berukuran      dan 

           merupakan nilai eigen dari matriks A maka bentuk kuadratik      

memenuhi: 

1. Definit positif jika dan hanya jika      untuk semua   

2. Semi definit positif jika dan hanya jika      untuk semua   

3. Definit negatif jika dan hanya jika      untuk semua   

4. Semi definit negatif jika dan hanya jika      untuk semua   

5. Sifat undefinit jika tidak memenuhi keempat sifat diatas. 

Selanjutnya untuk melengkapi pembahasan bagian ini, maka diberikan contoh 

sebagai berikut: 

 

Contoh 2.4 

Ubahlah bentuk kuadratik dari [    ] *
  
  

+ *
  
  
+ ke notasi sigma dan tentukan 

sifat definit dari matriks    

Penyelesaian: 

[    ] *
  
  

+ *
  
  
+     
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                         ∑∑     

 

   

 

   

 

Selanjutnya untuk sifat definit didapatkan sebagai berikut, 

Dari matriks   *
  
  

+ diperoleh nilai eigennya  

Det(    )    

Det(*
  
  

+  *
  
  

+)    

Det[
(   )   
  (   )

]    

((   )(   )  (     )    

        

          

Jadi, dapat dilihat dari nilai eigen bahwa bentuk kuadratik diatas memiliki sifat semi 

definit positif. 

 

Contoh 2.5 

Bentuklah notasi sigma ∑ ∑       
 
   

 
    ke bentuk kuadratik dan tentukan sifat 

definit. 

Penyelesaian: 

Notasi sigma dapat diuraikan dengan langkah berikut: 

∑ ∑       
 

   

 

   
 ∑ {            }

 

   
 

                                                                                      

                          
                 

 
 

                                                               (        )   (        )   

                                                 [                ] *
  
  
+ 
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                                    [    ] *
    
    

+ *
  
  
+ 

Kemudian memastikan apakah bentuk kuadratik      dikatakan definit positif 

ataukah definit negatif, dapat dipastikan dengan melihat nilai eigen dari matriks A. 

Dari matriks   *
    
    

+ diperoleh nilai eigennya: 

Det(    )    

Det(*
  
  

+  *
    
    

+)    

 [(   )(   )   ]    

         

           

Sehingga dapat dilihat dari nilai eigen bahwa bentuk kuadratik diatas memiliki sifat 

semi definit negatif. 

 

2.4 Kestabilan Waktu Diskrit 

Sebelum membahas tentang kestabilan, terlebih dahulu membahas tentang 

titik ekuilibrium berdasarkan definisi yang diberikan sebagai berikut: 

Definisi 2.6 [6] Diberikan persamaan differensial orde 1 yaitu  ̇   ( ) dengan nilai 

awal  ( )    , vektor  ̅ yang memenuhi  ( ̅)    disebut titik ekuilibrium. 

Berdasarkan [7] akan diberikan definisi untuk kasus kestabilan waktu diskrit 

sebagai berikut: 

Teorema 2.1 [7] diberikan sistem persamaan waktu diskrit: 

 (   )    ( )              (2.4) 

Dengan  ( ) adalah vektor state dan   adalah matriks non singular      untuk titik 

ekuilibrium  ̃( )    dikatakan stabil asimtotik jika terdapat matriks  ( ) simetri 

dan positif definit yang memenuhi: 

   ( )   ( )                 (2.5) 

Dengan matriks   adalah simetri dan definit positif. 

Selanjutnya untuk melengkapi pembahasan pada bagian ini, diberikan contoh. 
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Contoh 2.6 

Tentukan kestabilan dari persamaan sistem berikut: 

[
 (   )
 (   )

]  *
     
  

+ [
  ( )
  ( )

] 

Penyelesain: 

Untuk menentukan kestabilan dari persamaan sistem diatas, dimisalkan matriks   

adalah matriks identitas maka dapat dilakukan langkah sebagai berikut: 

   ( )   ( )     

*
  

     
+ [
      
      

] *
     
  

+  [
      
      

]   *
  
  

+ 

[
                  

                      
]   *

  
  

+ 

Berdasarkan matriks diatas, diperoleh 3 persamaan sebagai berikut  

           

              

               

Maka diperoleh nilai                   dan dapat dibentuk menjadi : 

  *
  
  

+ 

Untuk membuktikan matriks   adalah matriks definit positif sehingga dapat 

dilakukan sebagai berikut: 

Det(    )    

Det(*
  
  

+  *
  
  

+)    

Det*
     
     

+    

(   )(   )      

          

       ,          
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Dari matriks diatas diperoleh         dan         , karena            maka 

matriks diatas adalah matriks   definit positif. Sehingga persamaan pada contoh 

tersebut stabil asimtotik. 

 

2.5 Sistem Kendali Dinamik 

Pada permasalahan system kendali, yang dikenal dengan sebutan persamaan 

state. Persamaan state yang digunakan pada persoalan kendali dinamik, dapat 

dibedakan berdasarkan waktu. Berdasarkan waktu, terdapat dua persamaan state yaitu 

persamaan state untuk waktu diskrit dan waktu kontinu. Jika diketahui bentuk 

persamaan awal state dalam bentuk persamaan state waktu diskrit, maka dapat diubah 

kebentuk persamaan state waktu kontinu. 

Menurut Ogata [7], jika diketahui persamaan state waktu diskrit, maka 

diasumsikan bahwa kendali  (  ) dapat berubah untuk waktu kontinu   dan vektor 

state berlaku untuk      dengan          . Selanjutnya, diberikan persamaan 

state waktu diskrit yaitu, 

 ((   ) )    (  )    (  )    (2.6) 

 

2.6 Kendali Optimal Sistem Linier Quadratic Waktu Diskrit 

Diberikan persamaan fungsi kendali secara umum masalah kendali optimal 

waktu diskrit sebagai berikut: 

 (   )    ( )    ( )             (2.7) 

Dengan kondisi awal ( )    , dengan  ( ) adalah vektor berukuran   dan kontrol 

input  ( ) adalah vektor berukuran m. Fungsi tujuan yang akan dicapai yaitu 

meminimalkan fungsi objektif, dengan persamaan: 

  ∑ [  ( )  ( )    ( )  ( )]   
               (2.8) 

Selanjutnya, untuk mencari solusi dari masalah umum kendali optimal waktu 

diskrit maka didefinisikan persamaan-persamaan berikut yang berfungsi untuk 

meminimalkan fungsi objektif, adapun persamaan itu adalah sebagai berikut: 
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Persamaan Hamilton: 

  ∑ *[  ( )  ( )    ( )  ( )]   
      (   )[  ( )    ( )]            (2.9) 

Persamaan State : 

  

  (   )
   (   )    (   )   ( )             (2.10) 

Persamaan kostate : 

  

  ( )
   ( )     (   )   ( )                        (2.11) 

Persamaan stationer: 

  
  

  ( )
   ( )     (   )               (2.12) 

Dari Persamaan (2.11) diperoleh: 

 ( )    ( )     (   )                             (2.13) 

Kemudian Persamaan (2.12) diperoleh: 

 ( )         (   )                              (2.14) 

Persamaan (2.10) diperoleh : 

 (   )    ( )    ( )             (2.15) 

Substitusikan Persamaan (2.14) ke persamaan (2.15) 

 (   )    ( )         (   )           (2.16) 

Untuk mendapatkan kendali optimal waktu diskrit lingkar tertutup maka 

diperlukan persamaan Riccati sehingga di asumsikan  ( ) dapat ditulis dalam bentuk 

berikut: 

 ( )   ( ) ( )              (2.17) 

Substitusikan Persamaan (2.17) ke Persamaan (2.13) 

 ( ) ( )    ( )     (   ) (   )             (2.18) 

Kemudian substitusikan Persamaan (2.17) ke Persamaan (2.16) 

 (   )    ( )         (   ) (   )          (2.19) 

Lalu, Persamaan (2.19) dapat dibentuk: 

 (   )  [         (   )]    ( )           (2.20) 

Substitusikan Persamaan (2.20) ke Persamaan (2.18) sehingga diperoleh 
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 ( ) ( )    ( )     (   )[         (   )]    ( )         (2.21) 

Kemudian diperoleh bentuk Persamaan Riccati sebagai berikut: 

 ( )       (   )[         (   )]             (2.22) 

Persamaan (2.14) dapat dibentuk  

 ( )         (   )        (  )  [ ( )    ( )] 

            (  )  [ ( )   ] ( )    ( ) ( )         (2.23) 

Dimana  

 ( )       (  )  [ ( )   ]            (2.24) 

 

2.7 Model Predictive Control (MPC) pada Portofolio Komoditas 

Permasalahan yang sulit diatasi oleh kalangan investor yang bergerak dibidang 

portofolio komoditas yaitu mengoptimalkan return dengan tingkat risiko tertentu atau 

mengurangi risiko dengan tingkat return tertentu. Sehingga semakin tinggi return 

maka risikonya akan semakin tinggi dan sebaliknya. Perlu dilakukan pengendalian 

untuk mendapatkan return yang optimal untuk tingkat risiko yang minimal, sehingga 

pada penelitian Wawan [1] untuk menyelesaikan permasalahan diatas maka 

digunakan model persamaan matematika sebagai berikut : 

 (   )  [   ( )][ ( )  (   ) ( )  (   ) ( )]              (2.25) 

Dimana:  

 ( ) : tingkat suku bunga bank 

  : biaya transaksi dalam pembelian komoditas emas 

  : biaya transaksi dalam penjualan komoditas emas 

 ( ) : jumlah transfer dari aset bebas risiko (rekening bank) untuk pembelian  

komoditas emas (aset berisiko) 

 ( ) : jumlah transfer dari hasil penjualan komoditas emas (aset berisiko) ke aset 

bebas risiko (rekening bank) 

 ( ) : jumlah modal yang diinvestasikan oleh investor pada aset berisiko 

(komoditas emas) 
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Serta fungsi tujuan yaitu: 

  ∑  ̌      
  
                      (2.26) 

Dengan  

 ̃(   )   ̃( )   ( )           (2.27) 

Dimana: 

 ̃             : Eror saat langkah waktu ke       

 ( )       : Reference trajectory 

 ̃( )       : Output / hasil modal yang akan diinvestasikan 

              : Matriks bobot semi definit positif yang berkaitan dengan  ̃  
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BAB III 

METODOLOGI PENELITIAN 

Adapun, tahapan-tahapan yang dilakukan dalam penelitian ini adalah sebagai 

berikut:  

1. Diketahui persamaan dinamik berbentuk linier untuk portofolio komoditas 

dengan waktu diskrit sebagai berikut : 

 (   )  [   ( )][ ( )  (   ) ( )  (   ) ( )] 

Kemudian diketahui fungsi tujuan berbentuk kuadratik untuk kasus portofolio 

komoditas waktu diskrit sebagai berikut: 

  ∑  ̌      
  

   
     

2. Berdasarkan persamaan dinamik dan fungsi tujuan pada langkah no 1 maka 

dibentuk persamaan Hamilton. 

3. Selanjutnya dari persamaan Hamilton dilangkah no 2 dibentuk persamaan state, 

kostate, dan stationer. 

4. Diperoleh persamaan kendali dari persamaan stationer yang diperoleh dari 

langkah no 3. 

5. Berdasarkan langkah 2-4, dibentuk Persamaan Riccati dan dicari solusinya. 

6. Selanjutnya solusi Persamaan Riccati dari langkah 5, akan disubstitusikan 

kepersamaan kendali. Sehingga diperoleh persamaan kendali yang optimal. 
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Adapun diagram aliran (flowchart) untuk metodologi penelitian diatas sebagai 

berikut:  

  Mulai 

Diketahui Persamaan dinamik serta fungsi tujuan 

untuk kasus portofolio komoditas waktu diskrit 

Dibentuk persamaan Hamilton berdasarkan 

Persamaan dinamik dan fungsi tujuan 

Dibentuk persamaan 

State 

Dibentuk persamaan 

Costate 

Dibentuk persamaan 

Stationer 

Dibentuk persamaan 

Riccati dan mencari solusi 

Selesai 

Diperoleh 

persamaan kendali 

Solusi Persamaan Riccati akan disubstitusikan kepersamaan 

kendali. Sehingga diperoleh persamaan kendali yang optimal. 
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BAB V 

PENUTUP 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan yang diuraikan pada Bab IV, maka diperoleh 

kesimpulan dari persamaan dinamik untuk kasus portofolio komoditas pada waktu 

diskrit sehingga diperoleh persamaan yaitu: 

 (   )  (   ( )) ( ) (   ( ))(   ) ( ) (   ( ))(   ) ( )     

Dengan fungsi tujuan dari model portofolio komoditas yaitu sebagai berikut: 

  ∑  ̃          
  
     

Berdasarkan persamaan dinamik dan fungsi tujuan tersebut,  dibentuk persamaan 

Hamilton sebagai berikut: 

   ̃            (   )(   )   (   )(   )  

           (   )(   )         

Sehingga diperoleh kendali optimal yaitu sebagai berikut:          

 ( )    ( )(   )    ( ) 

 ( )     ( )(   )    ( ) 

Dari contoh pada bab IV diperoleh bahwa grafik jumlah modal investor pada 

komoditas emas mengalami penurunan untuk beberapa tahun kedepan dikarenakan 

harga komoditas yang menurun sehingga para investor mengalami kerugian. 

5.2 Saran 

Tugas akhir ini menjelaskan tentang penerapan teori kendali pada masalah 

portofolio komoditas yang mengalami kendala yang terdapat pada transfer dana dari 

dan kedalam aset bebas resiko serta jumlah minimum dana diaset komoditas dan bank 

sehingga mengakibatkan jumlah modal yang dimiliki investor mengalami penurunan 

yang diakibatkan karena penurunan harga komoditas. Maka saran-saran yang ingin 

disampaikan penulis adalah pembaca dapat mengembangkan menggunakan metode 

lain untuk mendapatkan portofolio komoditas yang optimal. 
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