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ABSTRAK 

Penelitian ini membahas tentang model tingkat penyebaran penyakit malaria. Sehingga 

menyelesaikan permasalahan tingkat penyebaran penyakit malaria dapat digunakan teori kendali 

optimal. Dengan menggunakan persamaan dinamik dan fungsi tujuan maka dapat dibentuk 

persamaan Hamilton, solusi dari persamaan yang diselesaikan dengan satu kasus dan analisis 

kestabilan. Hasil dari penelitian menunjukkan bahwa persamaan memenuhi semua syarat-syarat 

yang diperlukan untuk kondisi optimal. Kemudian didapat persamaan penyebaran yang optimal 

dengan kendali pengobatan menggunakan persamaan orde dua. Berdasarkan contoh yang 

diberikan, maka diperoleh bahwa kurva tingkat infeksi pada penyebaran penyakit malaria 

menurun. 

 

Kata kunci: Kendali optimal, kestabilan, tingkat penyebaran  
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ABSTRACT 

 
This research discussed about model of the spread of malaria. Optimal Control theory was used 

to overcome the problem model of the spread of malaria. By using dynamical equation and 

objective function, Hamilton’s equations could be formed, the solution of the equation solved by 

one cases and the stability analysis. The results of the study show that the equation fulfills all the 

conditions needed for optimal conditions. Then an equation of the optimal level of malaria 

spread is formed. Based on the example given, it was obtained that the curve of spread rate 

decreased in the determined time. 
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BAB I  

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Malaria merupakan salah satu penyakit tropis yang disebabkan oleh infeksi 

parasit Plasmodium yang menyerang eritrosit. Malaria disebabkan oleh pembawa 

nyamuk anopheles plasmodium yang menyerang eritrosit dan ditandai dengan 

ditemukannya bentuk aseksual di darah. Malaria dapat berlangsung tanpa 

komplikasi atau dengan komplikasi yang biasa disebut dengan malaria berat. 

Gejala yang terjadi setelah infeksi antara lain demam, menggigil, berkeringat, 

sakit kepala, mual, dan bahkan muntah[1]. 

Dalam skala global, malaria masih menempati peringkat pertama dalam 

masalah kesehatan di daerah tropis salah satunya Indonesia. Dampak dari 

penyakit malaria tidak hanya pada masalah kesehatan semata, tetapi juga telah 

menjadi masalah sosial ekonomi seperti kerugian ekonomi, kemiskinan dan 

keterbelakangan. Di Indonesia sendiri malaria merupakan masalah kesehatan 

masyarakat yang sangat penting. Tercatat terdapat 6 juta kasus klinis dan 700 

kematian setiap tahun[2]. 

Malaria ditularkan ke manusia melalui gigitan nyamuk anopheles betina 

oleh parasit spesies Plasmodium. Ketika nyamuk membawa parasit dan menggigit 

manusia akan keluar sporozoit dari kelenjar ludah nyamuk masuk kedalam darah 

dan jaringan hati. Dalam siklus hidup malaria membentuk stadium skizon jaringan 

dalam sel hati. Setelah sel hati pecah, akan keluar merozoit yang masuk ke 

eritrosit membentuk stadium skizon dalam eritrosit. Pada siklusnya di jaringan 

hati (skizon jaringan) sebagian parasit yang berada dalam sel hati tidak 

melanjutkan siklus ke sel eritrosit, akan tetapi tertanam di jaringan hati disebut 

hipnozoit. Hipnozoit menyebabkan malaria relapse. Pada penderita yang 

mengandung hipnozoit, apabila keadaan daya tahan tubuh menurun misal akibat 

stress atau perubahan iklim, hipnozoit didalam tubuh akan terangsang 

melanjutkan siklus parasit dari sel hati ke eritrosit. Setelah eritrosit yang 
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berparasit pecah akan timbul gejala penyakit kembali seperti demam, menggigil, 

berkeringat, sakit kepala, dan bahkan muntah[3]. 

 Oleh karena itu perlu tindakan untuk menghambat dan mengendalikan 

perkembangan penyakit ini. Tindakan pengendalian tersebut dapat berupa 

vaksinasi untuk orang yang rentan dan pengobatan untuk orang yang sakit. Agar 

tindakan pengendalian tersebut dapat efisien dan efektif maka perlu dikendalikan 

salah satunya dengan aplikasi teori kendali. Menurut [4], selain dalam bidang 

industri, teori kendali juga dapat digunakan untuk menyelesaikan permasalahan 

dalam masalah kesehatan diantaranya pada penyakit malaria. 

Bentuk pengendalian penyakit malaria menggunakan teori kendali dapat 

ditemukan pada penelitian terdahulu. Salah satunya yaitu penelitian [1], 

dipenelitian ini dijelaskan tentang model pengendalian optimal penyeberan 

malaria dengan kendali solusi 1u  dan 2u . Persamaan yang digunakan pada teori 

kendali adalah persamaan state dan stasioner untuk mendapatkan hasil kendali 

yang optimal. Adapun kendali tersebut  untuk mengurangi jumlah individu yang 

rentan menjadi individu yang laten dengan menggunakan prinsip maksimum 

Pontryagin.  

Berdasarkan penelitian [1], penulis tertarik untuk mengembangkan 

penelitian optimalisasi tingkat penyebaran pada penyakit malaria dengan merubah 

prinsip maksimum pontryagin di jurnal [1] dengan menggunakan persamaan 

diferensial orde dua. Sehingga penulis mengambil judul “Kendali Optimal 

Tingkat Penyebaran Penyakit pada Model SEIR Penyakit Malaria.”.  

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan uraian latar belakang di atas maka dapat diberikan rumusan 

masalah yaitu “Bagaimanakah kendali yang optimal untuk mengendalikan tingkat 

penyebaran penyakit malaria?” 

 

 



 

3 

 

1.3 Batasan Masalah 

Berdasarkan rumusan masalah di atas maka batasan masalah dalam 

penulisan Tugas Akhir ini adalah: 

1. Batas waktu difungsi tujuan berupa waktu berhingga. 

2. Persamaan differensial yang digunakan persamaan differensial orde dua  

nonhomogen. 

3. Banyaknya kendali yang digunakan pada model ini sebanyak dua kendali. 

Kendali diberikan kepada kelompok S, E dan I. 

1.4 Tujuan Penelitian 

Adapun tujuan penelitian pada tugas akhir ini adalah mendapatkan 

persamaan kendali yang optimal untuk mengendalikan tingkat penyebaran 

penyakit malaria. 

1.5 Manfaat Penelitian 

Manfaat dari penelitian ini bagi penulis maupun bagi orang lain sebagai 

berikut: 

1. Sebagai wawasan dan ilmu pengetahuan yang baru untuk menambah 

pengetahuan tentang sistem kendali 

2. Memberi konstribusi bagi pembaca untuk membantu mempelajari dan 

memperdalam masalah . 

1.6 Sistematika Penelitian 

Sistematika penulisan laporan tugas akhir ini terdiri dari pokok-pokok 

permasalahan yang akan dibahas pada masing-masing yang diuraikan menjadi 

beberapa bagian: 

BAB I PENDAHULUAN 

Bab ini membahas tentang gambaran umum isi tugas akhir yang 

meliputi latar belakang masalah yang akan dibahas, kemudian 

dilanjutkan dengan perumusan masalah, batasan masalah, tujuan 

penelitian, manfaat penelitian dan sistematika penulisan. 

BAB II LANDASAN TEORI 
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Bab ini membahas tentang teori-teori yang mendukung bagian 

pembahasan. 

BAB III METODOLOGI PENELITIAN 

Bab ini berisikan langkah-langkah dalam penelitian. 

BAB IV PEMBAHASAN 

Bab ini membahas tentang tingkat penyebaran penyakit malaria  

BAB V PENUTUP 

Bab ini berisikan tentang kesimpulan dan saran 

 

 

 



 

 
 

BAB II  

LANDASAN TEORI 

 

2.1 Persamaan Diferensial Biasa Linier 

Menurut [5] persamaan diferensial adalah suatu persamaan yang 

melibatkan turunan dari satu atau lebih variabel terikat terhadap satu atau lebih 

variabel bebas. Secara garis besar persamaan diferensial dapat dikelompokkan 

kedalam dua kelompok yaitu: 

a. Persamaan Diferensial Biasa (PDB) 

Persamaan diferensial biasa adalah suatu persamaan yang melibatkan hanya 

satu variabel bebas. 

b. Linier dan Nonlinier 

Dalam persamaan diferensial sering muncul bentuk-bentuk linier dan 

nonlinier. Secara umum persamaan diferensial biasa orde-n ditulis dalam 

bentuk, 

 )()()(...)()( 011

1

1 xfyxa
dx

dy
xa

dx

yd
xa

dx

yd
xa

n

n

nn

n

n 




       (2.1) 

Fungsi-fungsi )(),...,(),( 10 xaxaxa n , menurut [5] pada Persamaan (2.1) 

adalah koefisien dari persamaan diferensial tersebut. Jika koefisien-koefisien 

tersebut berbentuk konstanta, maka persamaan diferensial dikatakan 

persamaandiferensial dengan koefisien konstanta, dan jika koefisien-koefisien itu 

berbentuk variabel, maka persamaan diferensial tersebut dikatakan persamaan 

diferensial dengan koefisien variabel. 

Persamaan diferensial yang dapat dituliskan kedalam bentuk Persamaan 

(2.1), maka dikatakan persamaan diferensial biasa linier. Akan tetapi, jika 

persamaan diferensial tidak dapat dituliskan kedalam bentuk Persamaan (2.1), 

maka persamaan diferensial disebut persamaan biasa nonlinier. 

 



 

6 

 

Contoh 2.1 

1.  xy
dx

dy

dx

yd
 2

2

2

, disebut PDB linier. 

2. 02  y
dx

dy
, disebut PDB nonlinier karena bentuk 2y . 

 

2.2 Persamaan Diferensial Biasa Orde Satu 

Menurut [6] persamaan differensial biasa orde satu adalah persamaan 

differensial biasa yang turunan tertingginya berorde satu. Secara umum 

persamaan difernsial biasa orde satu dapat ditulis dalam bentuk sebagai berikut: 

 yxf
dx

dy
,

            (2.2) 

Dengan  yxf ,  adalah fungsi dalam dua variabel yang diberikan dan kontinu 

di x  dan y . Dalam bukunya [7] apabila fungsi f  dalam Persamaan (2.2) 

berbentuk linear pada variabel bebas y , maka persamaan tersebut dapat 

dituliskan dalam bentuk : 

    xQyxP
dx

dy
             (2.3) 

dengan      dan      dalam fungsi x .  solusi untuk Persamaan (2.3) dalam 

fungsi x  dapat ditulis sebagai berikut : 

 
 

 







 



CexQey
dxxPdxxP

          (2.4) 

Contoh 2.2 

Tentukan solusi umum dari Persamaan Differensial 
2xy

dx

dy
 .  

Penyelesaian: 

Dari persamaan 
2xy

dx

dy


 diperoleh 1)( xP  dan 
2)( xxQ   faktor 

integrasinya 


dxxP

ex
)(

)(
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Sehingga didapatkan solusi umum sebagai berikut: 





xxP

xxP

e

Cxfe
y

)(

))(( )(
 

 

 


x

x

e

Cdxxe
y

2.
 





 


x

xx

e

Cxdxeex
y

22

 

 

 


x

xxx

e

Cdxexeex
y

222

 

xCexxy  222

 

2.3 Persamaan Diferensial Nonhomogen Koefisien Konstanta 

Secara umum persamaan differensial biasa nonhomogen koefisien 

konstanta dapat ditulis sebagai berikut : 

 xgcy
dx

dy
b

dx

yd
a 

2

2

           (2.5) 

Menurut [8] apabila   0xg maka persamaan tersebut menurut persamaan 

differensial orde dua homogen. Sebaliknya, jika   0xg  maka persamaan 

tersebut merupakan persamaan differensial nonhomogen. Selanjutnya dimisalkan 

     xycxycxyc 2211   adalah penyelesaian untuk persamaan homogen. 

0
2

2

 cy
dx

dy
b

dx

yd
a        (2.6) 

Persamaan (2.6) dapat diselesaikan dengan memisalkan 
rxey  ,sehingga 

akan diperoleh :  

   
0

2

2

 rx
rxrx

ce
dx

e
b

dx

ed
a         

02  rxrxrx cebreear  
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  02  cbrarerx
        

Oleh karena 0rxe  maka   rxexy   merupakan penyelesaian Persamaan (2.6) 

jika dan hanya jika r memenuhi persamaan karakteristik sebagai berikut : 

 02  cbrar             (2.7) 

Penyelesaian dari Persamaan (2.7) adalah 

a

Db
r

2
1


         

a

Db
r

2
2


          

Penyelesaian khusus dari persoalan persamaan diferensial linear orde dua dengan 

persamaan karakteristik pada Persamaan (2.7) ini memiliki 3 kemungkinan. 

Adapun 3 kemungkinan dalam mencari akar-akar persamaan karakteristik 

yaitu sebagai berikut : 

1.  Akar-akar persamaan karakteristik real dan berbeda  042  acb  

Pada hal ini akar persamaan karakteristik real dan berbeda jika akar-akar 1r  

dan 2r  pada persamaan karakteristik  02  cbrar   memiliki solusi basis 

xr
ey 1

1  dan xrey 2

2  , maka penyelesaian umum dari Persamaan (2.7) adalah 

sebagai berikut: 

  xrxr
ececxy 21

11              (2.8) 

Dengan 1c  dan 2c  adalah konstanta sembarang. 

2. Akar-akar persamaan karakteristik real ada yang sama  042  acb  

Jika akar-akar 1r  dan 2r  pada persamaan karakteristik  02  cbrar   

mempunyai dua akar real yang sama dimana  21 rr   maka solusi basis 

rxey 1  dan rxey 2 . Karena harus mencari kombinasi yang konkrit maka 

dimisalkan 
rxxey 2  maka penyelesaian umum dari Persamaan (2.7) adalah  

  xrxr
ececxy 21

11              (2.9) 

Dengan 1c  dan 2c  adalah konstanta sembarang. 
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3. Akar-akar persamaan karakteristik kompleks  042  acb  

Jika akar-akar 1r  dan 2r  adalah bilangan kompleks  ir 1  dan 

 ir 2  pada persamaan karakteristik 02  cbrar  maka penyelesaian 

umum dari Persamaan (2.7) adalah  

   xcxcexy x  sincos 21          (2.10) 

Dengan 1c  dan 2c  adalah konstanta sembarang. 

Penyelesaian persamaan karakteristik untuk persamaan nonhomogen disimbolkan 

dengan )(xy p . Maka, penyelesaian umum dari Persamaan nonhomogen (2.6) dapat 

ditulis dalam bentuk: 

     xyxyxy pc           (2.11) 

Contoh 2.3 

Tentukan penyelesaian umum dari persamaan diferensial biasa 

nonhomogen berikut : 

xy
dx

dy

dx

yd
cos23

2

2

 . 

Penyelesaian : 

Langkah pertama yang harus dilakukan adalah menentukan terlebih dahulu 

penyelesaian umum persamaan diferensial biasa homogen: 

xy
dx

dy

dx

yd
cos23

2

2

 . 

Selanjutnya, dibentuk persamaan karakteristik untuk persamaan homegennya 

yaitu: 

0232  rr  

         0)1)(2(  rr  

   11 r  22 r  

Diperoleh penyelesaiannya, yaitu : 

  xx

c ececxy 2

21   
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Selanjutnya, untuk penyelesaian persamaan karakteristik  xy p  diberikan oleh: 

xBxAxy p sincos)(   

Sehingga, 

xBxAxy p sincos)(
'

  dan   xbxAxy p sincos"   .  

Untuk menentukan nilai A, B dan C maka disubstitusikan nilai-nilai  xyp ,  xyp '

dan  xyp"  ke dalam persamaan xy
dx

dy

dx

yd
cos23

2

2

  sehingga diperoleh:       

xxBxAxBxAxBxA cos)sincos(2)cossin(3)sincos(   

Dengan menggunakan kesamaan koefisien untuk persamaan di atas maka, 

diperoleh nilai
10

1
A  dan 

10

3
B , sehingga persamaan karakteristiknya: 

  xxxy p sin
10

3
cos

10

1
  

Jadi, penyelesaian umum untuk persoalan di atas dengan menjumlahkan 

persamaan homogen  xyc  dengan persamaan karakteristik  xy p  sehingga 

diperoleh: 

  xxececxy xx sin
10

3
cos

10

12

21   

 

2.4 Kendali Optimal Waktu Kontinu 

Pada bagian ini dibahas masalah umum kendali optimal waktu kontinu 

untuk persamaan diferensial dinamik untuk waktu t. Menurut Olsder [9] diberikan 

persamaan differensial dinamik yaitu, 

      ttutxftx ,,
         (2.12) 

Dengan   nRtx   adalah vektor state dan   mRtu   adalah fungsi kendali. 

Fungsi tujuan yang akan dicapai yaitu meminimalkan fungsi tujuan, dengan 

persamaan : 

         

fT

t

dtttutxgTxqtJ

0

,,10

        (2.13) 
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Dengan 0t  adalah waktu awal dan fT  adalah waktu akhir. 

Selanjutnya, menurut Suresh [10] untuk mencari solusi masalah kendali 

optimal waktu kontinu maka didefinisikan persamaan-persamaan berikut yang 

diperlukan untuk sebuah proses meminimalkan fungsi tujuan. Oleh karena itu, 

berdasarkan Persamaan (2.12) dan (2.13) maka dibentuk persamaan Hamilton, 

yaitu 

              ttutxftttutxgtuxH T ,,,,,,       (2.14) 

selanjutnya berdasarkan persamaan Hamilton (2.14) dan persamaan dibentuk 

persamaan-persamaan 

   
           (2.15) 

kemudian dari Persamaan (2.15) tersebut dapat dibentuk persamaan 

diferensial orde dua untuk mendapatkan fungsi kendali yang optimal. 

2.5 Model Penyakit Malaria 

Menurut [1], penyakit malaria dapat dimodelkan secara matematika. 

Adapun model matematika dari kendali optimal distribusi malaria adalah sebagai 

berikut: 


























RI
d

dR

IE
d

dI

ESRSISE
d

dE

SSRSISE
L

dt

dS













)1(

)1(321

321

               (2.16) 

 

 Fungsi tujuan dari model distribusi malaria yaitu sebagai berikut : 

 dtuCuCAIuJ

ft

t

 

0

2

22

2

11)(                    (2.17) 

Dengan 

L        : Tingkat kelahiran konstan 

1       : Menunjukkan tingkat kontak efektif dari rentan menjadi laten 
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2      : Menunjukkan tingkat kontak efektif dari rentan menjadi infeksi 

3      : Menyatakan tingkat kontak efektif dari rentan menjadi sembuh 

       : Tingkat kematian alami   

       : Menunjukkan tingkat dari kelas laten ke kelas infeksi 

      : Menunjukkan tingkat kelas infeksi menjadi sembuh 

A  :  Jumlah individu yang terinfeksi 

1u
 :  Tingkat kendali vaksinasi 

2u  :  Tingkat kendali pengobatan 

1c  : Mewakili vaksin untuk mengurangi jumlah individu yang rentan menjadi 

individu yang laten 

2c  : Mewakili pengobatan yang diberikan kepada individu yang terinfeksi 

untuk disembuhkan 

Untuk mengurangi penyebaran penyakit malaria dengan menggunakan 

kendali 1u  dan 2u
 . Populasi diasumsikan terbuka sehingga ada peningkatan dan 

penurunan. Individu yang berada dikelas laten, infeksi dan sembuh memiliki 

kemungkinan untuk menularkan penyakit, kelahiran alami dan kematian konstan. 

Penyakit menyebar melalui kontak antar individu dengan nyamuk, setiap individu 

lahir dalam kelompok rentan. Individu yang terinfeksi malaria dapat sembuh 

setelah diberikan kendali pengobatan, ketika kendali diberikan infeksi penyebaran 

penyakit malaria menjadi menurun dan penyebarannya berkurang. 

 

 

 

 



 

 
 

BAB III  

METODE PENELITIAN 

 

Adapun, langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini adalah 

sebagai berikut: 

1. Berdasarkan persamaan diferensial dinamik dari kendali optimal ditribusi 

malaria pada persamaan (2.16)  


























RI
d

dR

IE
d

dI

ESRSISE
d

dE

SSRSISE
L

dt

dS













)1(

)1(321

321

 

Kemudian berdasarkan Persamaan (2.17) diketahui fungsi tujuan untuk model 

distribusi malaria. 

2. Dibentuk persamaan Hamilton dan Lagrange berdasarkan kontrol optimal 

distribusi malaria dan fungsi tujuan pada  nomor 1. 

3. Selanjutnya berdasarkan langkah nomor 2, ditentukan 0
1
uH  dan 0

2
uH  

4. Dari 0
1
uH  pada nomor 3 didapatkan fungsi kendali kontrol optimal 

distribusi malaria yaitu  tu


1  dan 0
2
uH  pada nomor 3 didapatkan fungsi 

kendali optimal distribusi malaria yaitu  tu


2  

5. Kendali  tu


1  dan  tu


2  dari langkah nomor 4 disubtitusikan ke persamaan 

diferensial dinamik pada langkah nomor 1. 

6. Kemudian dibentuk turunan kedua dari persamaan pada nomor 5. 

7. Dicari solusi turunan kedua pada langkah nomor 6 yang merupakan solusi 

untuk distribusi malaria. 

8. Selanjutnya diaplikasikan solusi distribusi malaria dalam langkah nomor 7 

dengan menggunakan solusi numerik. 
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