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ABSTRAK 

 

Tugas akhir ini bertujuan untuk mendapatkan bentuk umum trace matriks ketetanggaan 𝑛 × 𝑛 

berpangkat dua sampai lima dari graf siklus. Untuk mendapatkan bentuk umum tersebut, terlebih 

dahulu membuktikan perpangkatan matriks ketetanggaan dari graf siklus berpangkat dua sampai 

lima. Selanjutnya, diperoleh bentuk umum trace matriks ketetanggaan 𝑛 × 𝑛 berpangkat dua 

sampai lima dari graf siklus. Kedua bentuk umum tersebut dibuktikan dengan cara pembuktian 

langsung. Diberikan juga contoh aplikasi dari trace matriks ketetanggaan 𝑛 × 𝑛 berpangkat dua 

sampai lima dari graf siklus. 

 

Kata  Kunci : graf siklus, matriks ketetanggaan, pembuktian langsung, trace matriks. 
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ABSTRACT 

 

This final script aims to obtain the general form of the adjacency trace matrix 𝑛 × 𝑛 to the power 

of two to five of the cycle graph. To obtain the general form, first prove the power of the adjacency 

matrix from a cycle graph to the power of two to five. Furthermore, to obtain the general forms 

trace adjacency matrix from a cycle graph to the power of two to five. The two general forms are 

proven by means of direct proof. The application example of the adjacency trace matrix 𝑛 × 𝑛 to 

the power of two to five of the cycle graph is also given.  
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BAB I 

PENDAHULUAN  

  

1.1  Latar Belakang 

Graf merupakan struktur diskrit yang terdiri dari simpul dan sisi yang 

menghubungkan simpul-simpul tersebut. Dua buah simpul dalam graf dikatakan 

terhubung jika terdapat suatu lintasan. Banyak cara yang dapat digunakan untuk 

merepresentasikan graf terhubung yaitu dengan matriks ketetanggaan, matriks 

bersisian dan lainnya (Rosen, 2007). Matriks ketetanggan tersebut merupakan 

representasi graf yang paling umum. 

Matriks dapat dikatakan bertetangga jika simpulnya terhubung langsung 

dengan sebuah sisi. Misal matriks dinamakan 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗], jika simpul 𝑖 dan 𝑗 

bertetangga maka 𝑎𝑖𝑗 = 1, sebaliknya jika simpul 𝑖 dan 𝑗 tidak bertetangga maka 

𝑎𝑖𝑗 = 0 (Munir, 2005). Banyak hal yang dapat dilakukan pada sebuah matriks, 

diantaranya adalah mencari perkalian matriks, determinan matriks, invers matriks, 

trace matriks dan sebagainya. Tugas akhir ini menekankan mengenai trace 

matriks. 

Trace matriks adalah jumlah entri-entri pada diagonal utama dari sebuah  

matriks bujursangkar (Anton dan Rorres, 2004). Berdasarkan definisi trace 

matriks tersebut dapat dikatakan bahwa menentukan trace matriks tidak begitu 

sulit. Namun bagaimana halnya dengan trace matriks berpangkat. Tentunya 

matriks harus dipangkatkan terlebih dahulu setelah diperoleh bentuk perpangkatan 

matriks, barulah dapat ditentukan nilai trace matriks berpangkatnya.  

Pembahasan trace matriks berpangkat telah banyak dilakukan oleh 

peneliti-peneliti sebelumnya. Salah satu diantaranya adalah Pahade dan Jha pada 

tahun 2017 membahas mengenai trace matriks ketetanggaan 𝑛 × 𝑛 berpangkat 

bilangan bulat positif dari graf lengkap. Dengan bentuk umum matriks 

ketetanggaan 𝑛 × 𝑛 dari graf lengkap yaitu: 
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 𝐴𝑛 =

[
 
 
 
 
 
 
0 1 1 ⋯ 1 1 1
1 0 1 ⋯ 1 1 1
1 1 0 ⋯ 1 1 1
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
1 1 1 ⋯ 0 1 1
1 1 1 ⋯ 1 0 1
1 1 1 ⋯ 1 1 0]

 
 
 
 
 
 

. 

 

 

(1.1) 

Hasil yang diperoleh pada penelitian tersebut adalah didapatkannya bentuk umum 

trace matriks berpangkat untuk bilangan bulat positif genap dan bilangan bulat 

positif ganjil, sebagai berikut: 

 𝑡𝑟(𝐴𝑛
𝑘) = ∑ 𝑆(𝑘, 𝑟)𝑛(𝑛 − 1)𝑟(𝑛 − 2)𝑘−2𝑟

𝑛/2
𝑟=1             , 𝑘 bil. positif genap (1.2) 

 𝑡𝑟(𝐴𝑛
𝑘) = ∑ 𝑆(𝑘, 𝑟)𝑛(𝑛 − 1)𝑟(𝑛 − 2)𝑘−2𝑟

(𝑛−1)/2
𝑟=1        , 𝑘 bil. positif ganjil (1.3) 

𝑆(𝑘, 𝑟) adalah bilangan yang bergantung pada 𝑘 dan 𝑟 yang didefinisikan oleh: 

 𝑆(𝑘, 𝑟) = 1, 𝑆 (𝑘,
𝑘

2
) = 1, 𝑆 (𝑘, 𝑘 −

1

2
) =

𝑘−1

2
, 𝑆(𝑘, 𝑟) = 𝑆(𝑘 − 1, 𝑟) +

𝑆(𝑘 − 2, 𝑟 − 1). 

Tahun 2019, penelitian Pahade dan Jha dikembangkan oleh Nugraha 

dengan mengganti perpangkatan menjadi pangkat negatif dua pada matriks 

ketetanggaan dari graf lengkap sesuai dengan Persamaan (1.1). Hasil yang 

diperoleh dari penelitian tersebut mendapatkan bentuk umum trace matriks 

ketetanggaan 𝑛 × 𝑛 berpangkat negatif dua dari graf lengkap yaitu: 

𝑡𝑟(𝐴𝑛
−2) =

𝑛((𝑛−1)+(𝑛−2)2)

(𝑛−1)2
      , 𝑛 ≥ 2. 

(1.4) 

Selanjutnya, pada tahun yang sama Faisal mengembangkan kembali 

tentang trace matriks ketetanggaan 𝑛 × 𝑛 dari graf lengkap dengan mengganti 

perpangkatan menjadi pangkat negatif tiga. Dan hasil yang diperoleh dari 

penelitian tersebut bentuk umum trace matriks ketetangaan 𝑛 × 𝑛 berpangkat 

negatif tiga dari graf lengkap yaitu: 

𝑡𝑟(𝐴𝑛
−3) =

𝑛−2(𝑛−1)(𝑛−2)−(𝑛−2)3

(𝑛−1)3
      , 𝑛 ≥ 2. (1.5) 

Masih di tahun yang sama, Helsi kembali mengembangkan dengan 

mengganti perpangkatan menjadi pangkat negatif empat. Sehingga hasil yang 

diperoleh dari penelitian bentuk umum trace matriks ketetangaan 𝑛 × 𝑛 

berpangkat negatif empat dari graf lengkap yaitu: 
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𝑡𝑟(𝐴𝑛
−4) =

𝑛((𝑛−1)2+3(𝑛−1)(𝑛−2)2+(𝑛−2)4)

(𝑛−1)4
      , 𝑛 ≥ 2. 

(1.6) 

Penelitian Purwati pada tahun 2020 masih berhubungan dengan trace 

matriks berpangkat pada suatu graf. Lebih tepatnya penelitian tersebut membahas 

mengenai trace matriks ketetanggaan 𝑛 × 𝑛 berpangkat negatif satu dari graf 

roda. Dengan bentuk umum matriks ketetangaan 𝑛 × 𝑛 dari graf roda yaitu: 

𝐵𝑛 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 1 0 0 0 ⋯ 0 0 0 1 1
1 0 1 0 0 ⋯ 0 0 0 0 1
0 1 0 1 0 ⋯ 0 0 0 0 1
0 0 1 0 1 ⋯ 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 ⋯ 0 0 0 0 1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 0 0 ⋯ 0 1 0 0 1
0 0 0 0 0 ⋯ 1 0 1 0 1
0 0 0 0 0 ⋯ 0 1 0 1 1
1 0 0 0 0 ⋯ 0 0 1 0 1
1 1 1 1 1 ⋯ 1 1 1 1 0]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

. 

 

 

 

 

(1.7) 

 

Dari matriks tersebut maka didapat bentuk umum trace matriks ketetanggaan 

𝑛 × 𝑛 berpangkat negatif satu dari graf roda yaitu: 

𝑡𝑟(𝐵𝑛
−1) = {

−𝑛2+3𝑛+2

2(−𝑛+1)
 ,    𝑛 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 4) 

−𝑛−3

2(𝑛−1)
        ,    𝑛 ≡ 3 (𝑚𝑜𝑑 4).

     

 

(1.8) 

Penelitian Putri Tahun 2020 melanjutkan penelitian Purwati tentang trace 

matriks ketetanggaan 𝑛 × 𝑛 berpangkat dua dan negatif dua. Dan hasil yang 

diperoleh dari penelitian bentuk umum trace matriks ketetanggaan 𝑛 × 𝑛 

berpangkat dua dari graf roda yaitu: 

𝑡𝑟(𝐵𝑛
2) = 4(𝑛 − 1)      , 𝑛 ≥ 4. (1.9) 

Dan bentuk umum trace matriks ketetanggaan 𝑛 × 𝑛 berpangkat negatif dua dari 

graf roda yaitu: 

𝑡𝑟(𝐵𝑛
−2) =

𝑛4

4
−𝑛3+

5𝑛2

4
+
3𝑛

2
+2

𝑛2−2𝑛+1
      , 𝑛 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 4. 

(1.10) 

Selain graf lengkap dan graf roda juga terdapat graf siklus yang bisa 

direpresentasikan ke dalam matriks ketetanggaan. Graf siklus 𝐶𝑛 sama dengan 

graf lingkaran yang setiap simpulnya berderajat dua dan suatu lintasan yang 

berawal dan berakhir pada simpul yang sama (Munir, 2005). Jadi untuk setiap graf 
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siklus 𝐶𝑛 memiliki simpul sebanyak 𝑛 dan dapat direpresentasikan menjadi 

matriks ketetanggaan 𝐶 berukuran 𝑛 × 𝑛.  

Dari graf roda 𝑊𝑛 didapat sebuah graf siklus 𝐶𝑛 yaitu dengan 

mengurangkan simpul ke masing-masing 𝑛 simpul di 𝑊𝑛. Sehingga didapat 

dengan bentuk  𝑊𝑛−1,𝑛−1. Bentuk umum matriks ketetanggaan 𝑛 × 𝑛 dari graf 

siklus 𝐶𝑛 ditunjukkan pada Persamaan (1.11) sebagai berikut: 

𝐶𝑛 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 1 0 0 0 ⋯ 0 0 0 0 1
1 0 1 0 0 ⋯ 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 ⋯ 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 ⋯ 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 ⋯ 0 0 0 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 0 0 ⋯ 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 ⋯ 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 ⋯ 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 ⋯ 0 0 1 0 1
1 0 0 0 0 ⋯ 0 0 0 1 0]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

. 

 

 

 

 

(1.11) 

 

Berdasarkan hasil dari penelitian-penelitian sebelumnya tentang trace 

matriks berpangkat, maka penulis ingin membahas mengenai trace matriks 

ketetanggaan 𝑛 × 𝑛 berpangkat bilangan bulat positif dari graf siklus. Sehingga 

Tugas Akhir ini diberi judul “Trace Matriks Ketetanggaan 𝒏 𝒙 𝒏 Berpangkat 

Bilangan Bulat Positif dari Graf Siklus”. 

 

1.2  Rumusan Masalah 

Berdasarkan uraian latar belakang di atas maka dapat diberikan rumusan 

masalah dalam Tugas Akhir ini adalah: Bagaimana bentuk umum dari trace 

matriks ketetanggaan 𝑛 𝑥 𝑛 berpangkat bilangan bulat positif dari graf siklus? 

 

 

 

 

 

 

 



 

5 

 

1.3  Batasan Masalah 

Batasan masalah yang digunakan pada penelitian Tugas Akhir ini 

menggunakan perpangkatan matriks hanya untuk 𝐶𝑛
2 sampai 𝐶𝑛

5. 

 

1.4  Tujuan Penelitian 

Adapun tujuan Tugas Akhir ini adalah untuk mendapatkan bentuk umum 

dari trace matriks ketetanggaan 𝑛 𝑥 𝑛 berpangkat bilangan bulat positif dari graf 

siklus. 

 

1.5  Manfaat Penelitian 

Manfaat dilakukannya penelitian Tugas Akhir ini yaitu: 

1. Menambah pengetahuan dan informasi mengenai matriks dan trace. 

2. Sebagai acuan untuk mengembangkan penelitian dibidang matematika 

murni. 

 

1.6  Sistematika Penulisan  

Sistematika penulisan Tugas Akhir ini terdiri dari pokok-pokok 

permasalahan yang akan dibahas pada masing-masing yang diuraikan menjadi 

beberapa bagian, yaitu: 

BAB I PENDAHULUAN 

Bab ini membahas tentang gambaran umum isi Tugas Akhir yang 

meliputi latar belakang masalah yang akan dibahas, kemudian 

dilanjutkan dengan perumusan masalah, batasan masalah, tujuan 

penelitian, manfaat penelitian dan sistematika penulisan. 

BAB II LANDASAN TEORI 

Bab ini membahas tentang teori-teori pendukung yang berkaitan 

dengan graf, . 

BAB III METODE PENELITIAN 

Bab ini berisikan langkah-langkah dalam menentukan bentuk umum 

trace matriks ketetanggaan 𝑛 𝑥 𝑛 berpangkat bilangan bulat positif 

dari graf siklus. 
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BAB IV PEMBAHASAN 

Bab ini berisi penjelasan bagaimana mendapatkan bentuk umum dari  

trace matriks ketetanggaan 𝑛 𝑥 𝑛 berpangkat bilangan bulat positif 

dari graf siklus. 

BAB V PENUTUP 

Bab ini berisikan tentang kesimpulan dari hasil pembahasan yang 

telah dilakukan pada bab IV dan saran dari penulis. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

7 

 

BAB II 

LANDASAN TEORI 

 

Bab ini membahas tentang teori-teori pendukung diantaranya graf, 

macam-macam graf, matriks ketetanggaan, perkalian matriks dan trace matriks 

yang digunakan untuk menyelesaikan permasalahan yang akan dibahas pada bab 

selanjutnya.  

 

2.1 Graf 

Definisi 2.1 (Munir, 2005) Suatu graf 𝐺 didefinisikan sebagai pasangan 

himpunan (𝑉, 𝐸), ditulis dengan notasi 𝐺 = (𝑉, 𝐸), 𝑉 adalah himpunan tidak-

kosong dari suatu simpul-simpul dan 𝐸 adalah himpunan dari sisi yang 

menghubungkan sepasang simpul. 

 

Definisi 2.2 (Munir, 2005) Dua buah simpul 𝑢 dan simpul 𝑣 dapat dikatakan 

terhubung jika terdapat lintasan dari 𝑢 ke 𝑣. Jika dua buah simpul terhubung maka 

pasti simpul yang pertama dapat dicari dari simpul yang kedua. 

 

Contoh 2.1: 

   

Gambar 2.1 Gambar 2.2 Gambar 2.3 

   



 

8 

 

 

 

 

Gambar 2.4 Gambar 2.5  

 

Dapat diperhatikan bahwa Gambar 2.1 dan 2.2 merupakan graf terhubung. 

Sedangkan Gambar 2.3, Gambar 2.4 dan 2.5 merupakan graf tak-terhubung. 

 

Definisi 2.3 (Munir, 2005) Dua buah simpul pada graf yang tak-berarah 𝐺 

dikatakan bertetangga bila kedua simpul tersebut terhubung langsung dengan 

sebuah sisi. Dengan kata lain, 𝑢 bertetangga dengan 𝑣 jika (𝑢, 𝑣) adalah sebuah 

sisi pada graf 𝐺. 

 

Contoh 2.2: 

 

 

Pada Gambar 2.6 di samping terlihat bahwa simpul 1 

bertetangga dengan simpul 2 dan 3, tetapi simpul 1 tidak 

bertetangga dengan simpul 4. 

Gambar 2.6  

 

Macam-macam graf: 

1. Graf lengkap 

Graf lengkap merupakan suatu graf sederhana yang setiap simpulnya 

mempunyai sisi ke semua simpul lainnya. Suatu graf lengkap dengan 𝑛 buah 

simpul dilambangkan dengan 𝐾𝑛. Setiap simpul pada  𝐾𝑛 berderajat 𝑛 − 1. 

Contoh enam buah graf lengkap 𝐾1 sampai 𝐾6, ditunjukkan pada Gambar 2.7. 

4 
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Gambar 2.7 Graf Lengkap 𝐾𝑛, 1 ≤ 𝑛 ≤ 6 

 

2. Graf roda 

Graf roda 𝑊𝑛 didapatkan dari penambahan sebuah simpul ke graf lingkaran 

𝐶𝑛, untuk 𝑛 ≥ 3, dan menghubungkan simpul baru ke setiap 𝑛 simpul di 𝐶𝑛, 

oleh sisi baru. Contoh empat buah graf lengkap, 𝑊3 sampai 𝑊6, ditunjukkan 

pada Gambar 2.8. 

 

Gambar 2.8 Graf Roda 𝑊𝑛, 3 ≤ 𝑛 ≤ 6 

 

3. Graf siklus 

Graf siklus 𝐶𝑛 sama dengan graf lingkaran yang setiap simpulnya berderajat 

dua dan suatu lintasan yang berawal dan berakhir pada simpul yang sama. 

Dengan kata lain, jika simpul-simpul pada 𝐶𝑛 adalah 𝑣1,𝑣2,⋯,𝑣𝑛, maka sisi-

sisinya adalah (𝑣1, 𝑣2),(𝑣2, 𝑣3),⋯,(𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛),(𝑣𝑛, 𝑣1). Contoh empat buah 

graf siklus, 𝐶3 sampai 𝐶6, ditunjukkan pada Gambar 2.9. 

 

Gambar 2.9 Graf Siklus 𝐶𝑛, 3 ≤ 𝑛 ≤ 6 
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2.2 Matriks Ketetanggaan 

Definisi 2.4 (Rosen, 2007) Misalkan 𝐺 = (𝑉, 𝐸) adalah graf sederhana dimana 

|𝑉| = 𝑛. Misalkan simpul dari 𝐺 terdaftar sebagai 𝑣1, 𝑣2, ⋯ , 𝑣𝑛. Matriks 

ketetanggaan 𝑨 (atau 𝐴𝐺) dari 𝐺 adalah matriks yang berukuran 𝑛 × 𝑛 nol-satu, 

dengan 1 sebagai entri (𝑖, 𝑗) ketika 𝑣𝑖 dan 𝑣𝑗 bertetangga dan 0 sebagai entri (𝑖, 𝑗) 

ketika 𝑣𝑖 dan 𝑣𝑗 tidak bertetangga. Dengan kata lain, jika matriks ketetanggaan 

𝐴 = [𝑎𝑖𝑗], maka: 

𝑎𝑖𝑗 = {
1   , 𝑗𝑖𝑘𝑎 {𝑣𝑖 , 𝑣𝑗} 𝑏𝑒𝑟𝑡𝑒𝑡𝑎𝑛𝑔𝑔𝑎 𝑑𝑖 𝐺

0   ,        𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎                                   
 

(2.1) 

 

Contoh 2.3: Misalkan terdapat graf siklus sebagai berikut: 

  

Gambar 2.10 Gambar 2.11 

 

Dengan menggunakan Persamaan (2.1) dapat dilihat bahwa semua simpul pada 

Gambar 2.10 dan 2.11 saling bertetangga sehingga semua entri ke-(𝑖, 𝑗) bernilai 1 

jika simpul bertetangga dan begitu sebaliknya jika entri ke-(𝑖, 𝑗) bernilai 0 jika  

simpul tidak bertetangga. Sehingga matriks ketetanggaan pada Gambar 2.10 dapat 

dilihat pada matriks 𝐴 dan matriks ketetanggaan pada Gambar 2.11 dapat dilihat 

pada matriks B, yaitu sebagai berikut: 

𝐴 = [

0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0

] dan 𝐵 =

[
 
 
 
 
 
0 1 0 0 0 1
1 0 1 0 0 0
0 1 0 1 0 1
0 0 1 0 1 0
0 0 0 1 0 1
1 0 0 0 1 0]
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2.3 Perkalian Matriks 

a. Perkalian matriks dengan skalar 

Definisi 2.5 (Marsudi dan Marjono, 2012) Jika 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗] adalah matriks 𝑚 × 𝑛 

dengan 𝑐 adalah skalar, maka perkalian skalar dari 𝐴 dengan 𝑐 adalah matriks 

𝑚 × 𝑛 yang didefinisikan dengan: 

 𝑐𝐴 = [𝑐𝑎𝑖𝑗] = [

𝑐𝑎11 𝑐𝑎12 ⋯ 𝑐𝑎1𝑛
𝑐𝑎21 𝑐𝑎22 ⋯ 𝑐𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑐𝑎𝑛1 𝑐𝑎𝑛2 ⋯ 𝑐𝑎𝑛𝑛

] 

 

(2.2) 

Dengan kata lain, 𝑐𝐴 = [𝑐𝑎𝑖𝑗] adalah matriks yang diperoleh dengan mengalikan 

setiap entri dari 𝐴 dengan 𝑐. 

b. Perkalian matriks dengan matriks 

Definisi 2.6 (Marsudi dan Marjono, 2012) Jika 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗] adalah matriks 𝑚 × 𝑛 

dan 𝐵 = [𝑏𝑖𝑗] adalah matriks 𝑛 × 𝑝, maka hasil kali (product) 𝐴𝐵 adalah matriks 

𝑚 × 𝑝 

 𝐴𝐵 = [𝑐𝑖𝑗] 

Dimana untuk setiap 𝑖 dan 𝑗 berlaku: 

𝑐𝑖𝑗 =∑𝑎𝑖𝑘

𝑛

𝑘=1

𝑏𝑘𝑗 = 𝑎𝑖1𝑏1𝑗 + 𝑎𝑖2𝑏2𝑗 +⋯+ 𝑎𝑖𝑛𝑏𝑛𝑗 
(2.3) 

Jika banyak suatu kolom 𝐴 sama dengan jumlah baris dari 𝐵, maka 𝐴 dan 𝐵 

dikatakan compatible terhadap perkalian. 

c. Perpangkatan matriks 

Definisi 2.7 (Anton dan Rorres, 2013) Jika 𝐴 merupakan sebuah matriks persegi, 

maka perpangkatan bilangan bulat non-negatif dari 𝐴 didefinisikan sebagai: 

𝐴0 = 𝐼 dan 𝐴𝑛 = 𝐴 𝐴 ⋯ 𝐴 [𝑛 𝑓𝑎𝑘𝑡𝑜𝑟] (2.4) 

Dan jika apabila 𝐴 invertible, maka perpangkatan bilangan bulat negatif dari 𝐴 

didefinisikan sebagai: 

𝐴−𝑛 = (𝐴−1)𝑛 = 𝐴−1 𝐴−1 ⋯ 𝐴−1 [𝑛 𝑓𝑎𝑘𝑡𝑜𝑟] (2.5) 
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2.4 Trace Matriks 

Definisi 2.8 (Anton dan Rorres, 2004) Jika 𝐴 adalah sebuah matriks 

bujursangkar, maka trace dari 𝐴 dapat dinyatakan dengan notasi 𝑡𝑟(𝐴), 

didefinisikan sebagai jumlah entri-entri diagonal utama 𝐴.  Trace dari 𝐴 tidak 

dapat didefinisikan jika 𝐴 bukan matriks bujursangkar. 

  

Contoh 2.4: 

Jika terdapat 𝐴 =

[
 
 
 
 
2 4 3 4 1
5 3 1 2 4
2 1 4 3 2
3 2 1 4 2
1 3 2 3 1]

 
 
 
 

 

Maka 𝑡𝑟(𝐴) = 2 + 3 + 4 + 4 + 1 = 14 

 

Teorema 2.1 (Rifa’i, 2016) Jika 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗] dan 𝐵 = [𝑏𝑖𝑗] merupakan matriks-

matriks kuadrat 𝑛 dan 𝑘 adalah suatu skalar, maka: 

a. 𝑡𝑟(𝐴 + 𝐵) = 𝑡𝑟(𝐴) + 𝑡𝑟(𝐵) 

b. 𝑡𝑟(𝑘𝐴) = 𝑘 𝑡𝑟(𝐴) 

c. 𝑡𝑟(𝐴𝑇) = 𝑡𝑟(𝐴) 

d. 𝑡𝑟(𝐴𝐵) = 𝑡𝑟(𝐵𝐴) 

 

Bukti: 

a. Misalnya 𝐴 = [

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

] dan 𝐵 = [
𝑏11 𝑏12 𝑏13
𝑏21 𝑏22 𝑏23
𝑏31 𝑏32 𝑏33

], maka 

 𝑡𝑟(𝐴) = 𝑎11 + 𝑎22 + 𝑎33 

 𝑡𝑟(𝐵) = 𝑏11 + 𝑏22 + 𝑏33 

(𝐴 + 𝐵) = [

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

] + [

𝑏11 𝑏12 𝑏13
𝑏21 𝑏22 𝑏23
𝑏31 𝑏32 𝑏33

]  

 

 = [
𝑎11 + 𝑏11 𝑎12 + 𝑏12 𝑎13 + 𝑏13
𝑎21 + 𝑏21 𝑎22 + 𝑏22 𝑎23 + 𝑏23
𝑎31 + 𝑏31 𝑎32 + 𝑏32 𝑎33 + 𝑏33

] 

 𝑡𝑟(𝐴 + 𝐵) = 𝑎11 + 𝑏11 + 𝑎22 + 𝑏22 + 𝑎33 + 𝑏33 
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  = (𝑎11 + 𝑎22 + 𝑎33) + 𝑏11 + 𝑏22 + 𝑏33 

  = 𝑡𝑟(𝐴) + 𝑡𝑟(𝐵)                                                                           ∎ 

 

b. Misalnya 𝐴 = [

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

], maka 

 𝑡𝑟(𝐴) = 𝑎11 + 𝑎22 + 𝑎33 

 𝑘𝐴 = 𝑘 [

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

] 

 

 = [
𝑘𝑎11 𝑘𝑎12 𝑘𝑎13
𝑘𝑎21 𝑘𝑎22 𝑘𝑎23
𝑘𝑎31 𝑘𝑎32 𝑘𝑎33

] 

  𝑡𝑟(𝑘𝐴) = 𝑘𝑎11 + 𝑘𝑎22 + 𝑘𝑎33 

  = 𝑘(𝑎11 + 𝑎22 + 𝑎33) 

  = 𝑘 𝑡𝑟(𝐴)                                                                                           ∎ 

 

c. Misalnya 𝐴 = [

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

], maka 

 𝑡𝑟(𝐴) = 𝑎11 + 𝑎22 + 𝑎33 

 𝐴𝑇 = [

𝑎11 𝑎21 𝑎31
𝑎12 𝑎22 𝑎31
𝑎13 𝑎23 𝑎33

] 

 𝑡𝑟(𝐴𝑇) = 𝑎11 + 𝑎22 + 𝑎33 

  = 𝑡𝑟(𝐴)                                                                                                ∎  

 

d. Misalnya 𝐴 = [

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

] dan 𝐵 = [
𝑏11 𝑏12 𝑏13
𝑏21 𝑏22 𝑏23
𝑏31 𝑏32 𝑏33

], maka 

 (𝐴𝐵) = [

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

] × [
𝑏11 𝑏12 𝑏13
𝑏21 𝑏22 𝑏23
𝑏31 𝑏32 𝑏33

] 

 
 = [

𝑎11𝑏11 + 𝑎12𝑏21 + 𝑎13𝑏31 𝑎11𝑏12 + 𝑎12𝑏22 + 𝑎13𝑏32 𝑎11𝑏13 + 𝑎12𝑏23 + 𝑎13𝑏33
𝑎21𝑏11 + 𝑎22𝑏21 + 𝑎23𝑏31 𝑎21𝑏12 + 𝑎22𝑏22 + 𝑎23𝑏32 𝑎21𝑏13 + 𝑎22𝑏23 + 𝑎23𝑏33
𝑎31𝑏11 + 𝑎32𝑏21 + 𝑎33𝑏31 𝑎31𝑏12 + 𝑎32𝑏22 + 𝑎33𝑏32 𝑎31𝑏13 + 𝑎32𝑏23 + 𝑎33𝑏33

] 

𝑡𝑟(𝐴𝐵) = (𝑎11𝑏11 + 𝑎12𝑏21 + 𝑎13𝑏31) + (𝑎21𝑏12 + 𝑎22𝑏22 + 𝑎23𝑏32) 



 

14 

 

+(𝑎31𝑏13 + 𝑎32𝑏23 + 𝑎33𝑏33) 

 dan 

 (𝐵𝐴) = [
𝑏11 𝑏12 𝑏13
𝑏21 𝑏22 𝑏23
𝑏31 𝑏32 𝑏33

] × [

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

] 

 
 = [

𝑏11𝑎11 + 𝑏21𝑎12 + 𝑏31𝑎13 𝑏12𝑎11 + 𝑏22𝑎12 + 𝑏32𝑎13 𝑏13𝑎11 + 𝑏23𝑎12 + 𝑏33𝑎13
𝑏11𝑎21 + 𝑏21𝑎22 + 𝑏31𝑎23 𝑏12𝑎21 + 𝑏22𝑎22 + 𝑏32𝑎23 𝑏13𝑎21 + 𝑏23𝑎22 + 𝑏33𝑎23
𝑏11𝑎31 + 𝑏21𝑎32 + 𝑏31𝑎33 𝑏12𝑎31 + 𝑏22𝑎32 + 𝑏32𝑎33 𝑏13𝑎31 + 𝑏23𝑎32 + 𝑏33𝑎33

] 

𝑡𝑟(𝐵𝐴) = (𝑏11𝑎11 + 𝑏21𝑎12 + 𝑏31𝑎13) + (𝑏12𝑎21 + 𝑏22𝑎22 + 𝑏32𝑎23) 

+(𝑏13𝑎31 + 𝑏23𝑎32 + 𝑏33𝑎33) 

Jadi, 𝑡𝑟(𝐴𝐵) = 𝑡𝑟(𝐵𝐴) ∎ 

 

Contoh 2.4: 

Terdapat 𝐴 =

[
 
 
 
 
2 3 1 3 5
2 4 2 5 3
4 2 6 3 4
1 1 4 2 4
3 4 2 3 5]

 
 
 
 

 dan 𝐵 =

[
 
 
 
 
1 3 5 4 2
6 3 1 2 4
3 6 5 2 1
2 4 3 5 3
5 2 2 5 1]

 
 
 
 

.  

Buktikan 𝑡𝑟(𝐴 + 𝐵) = 𝑡𝑟(𝐴) + 𝑡𝑟(𝐵) 

Dengan menggunakan Teorema 2.1 (a) maka: 

 𝑡𝑟(𝐴) = 2 + 4 + 6 + 2 + 5 = 19 

 𝑡𝑟(𝐵) = 1 + 3 + 5 + 5 + 1 = 15 

(𝐴 + 𝐵) =

[
 
 
 
 
2 3 1 3 5
2 4 2 5 3
4 2 6 3 4
1 1 4 2 4
3 4 2 3 5]

 
 
 
 

+

[
 
 
 
 
1 3 5 4 2
6 3 1 2 4
3 6 5 2 1
2 4 3 5 3
5 2 2 5 1]

 
 
 
 

   

 

 =

[
 
 
 
 
2 + 1 3 + 3 1 + 5 3 + 4 5 + 2
2 + 6 4 + 3 2 + 1 5 + 2 3 + 4
4 + 3 2 + 6 6 + 5 3 + 2 4 + 1
1 + 2 1 + 4 4 + 3 2 + 5 4 + 3
3 + 5 4 + 2 2 + 2 3 + 5 5 + 1]

 
 
 
 

 

𝑡𝑟(𝐴 + 𝐵)  = 2 + 1 + 4 + 3 + 6 + 5 + 2 + 5 + 5 + 1 

𝑡𝑟(𝐴 + 𝐵)  = (2 + 4 + 6 + 2 + 5) + (1 + 3 + 5 + 5 + 1) 

𝑡𝑟(𝐴 + 𝐵)  = 19 + 15                                                  

𝑡𝑟(𝐴 + 𝐵)  = 𝑡𝑟(𝐴) + 𝑡𝑟(𝐵)                                                                           ∎ 
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2.5 Trace Matriks Ketetanggaan 𝒏 × 𝒏 Berpangkat Dua dari Graf Roda 

Pembahasan mengenai trace matriks ketetanggaan 𝑛 × 𝑛 berpangkat dua 

dari graf roda telah dibahas oleh Putri pada tahun 2020. Penelitian tersebut 

dilakukan untuk mendapatkan bentuk umum trace matriks ketetangaan dari graf 

roda berpangkat dua. Dengan bentuk umum matriks ketetangaan 𝑛 × 𝑛 dari graf 

roda seperti pada Persamaan (1.7). Sebelum mendapatkan bentuk umum trace 

matriks ketetanggaan 𝑛 × 𝑛 berpangkat dua dari graf roda maka diperlukan 

terlebih dahulu bentuk umum perpangkatan matriks ketetanggaan dari graf roda 

yang disajikan pada Teorema (2.2) berikut: 

 

Teorema 2.2 Bentuk umum (𝐵𝑛
2) dari matriks ketetangaan pada Persamaan (1.7) 

yaitu: 

(𝐵𝑛
2) =

[
 
 
 
 
 
 
3 1 2 ⋯ 2 1 2
1 3 1 ⋯ 1 2 2
2 1 3 ⋯ 1 1 2
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
2 1 1 ⋯ 3 1 2
1 2 1 ⋯ 1 3 2
2 2 2 ⋯ 2 2 𝑛 − 1]

 
 
 
 
 
 

 , 𝑛 ≥ 6 

 

Pembuktian Teorema (2.2) dapat dilihat pada daftar pustaka “Putri, Vina R. 2020. 

“Trace Matriks Ketetanggaan nxn Berpangkat Dua dan Negatif Dua dari Graf 

Roda”. Tugas Akhir Mahasiswa Universitas Islam Negeri Sultan Syarif kasim 

Riau.” 
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Teorema 2.3 Berdasarkan matriks ketetanggaan pada Persamaan (1.7) maka: 

𝑡𝑟(𝐵𝑛
2) = 4(𝑛 − 1), 𝑛 ≥ 6 

Pembuktian Teorema (2.3) dapat dilihat pada daftar pustaka “Putri, Vina R. 2020. 

“Trace Matriks Ketetanggaan 𝑛𝑥𝑛 Berpangkat Dua dan Negatif Dua dari Graf 

Roda”. Tugas Akhir Mahasiswa Universitas Islam Negeri Sultan Syarif kasim 

Riau.” 

Berikut diberikan contoh mengenai trace matriks ketetanggaan 𝑛 × 𝑛 berpangkat 

dua dari graf siklus yaitu sebagai berikut: 

 

Contoh 2.5 Jika diberikan 

𝐵10 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 1 0 0 0 0 0 0 1 1
1 0 1 0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 1 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 1 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 1 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 1 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0 1 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0 1 1
1 0 0 0 0 0 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 0]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Hitunglah 𝑡𝑟(𝐵10
2 ) menggunakan Teorema 2.3! 

 

Penyelesaian : 

Diketahui 𝑛 = 10 dengan menggunakan Teorema 2.3 maka 

 𝑡𝑟(𝐵10
2 ) = 4(10 − 1) 

  = 4(9) 

  = 36 
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BAB III 

METODE PENELITIAN 

 

Pada penulisan tugas akhir ini diselesaikan menggunakan metode studi 

literatur dengan bantuan dari buku maupun jurnal terkait. Adapun langkah-

langkah yang dilakukan dalam penelitian ini yaitu: 

1. Diberikan matriks ketetanggaan dari graf siklus 𝐶𝑛 pada Persamaan (1.11) 

2. Membuktikan perpangkatan 𝐴𝑛
2  dengan cara 𝐶𝑛𝐶𝑛 = 𝐴𝑛

2 . 

3. Membuktikan perpangkatan 𝐴𝑛
3  dengan cara 𝐴𝑛

2𝐶𝑛 = 𝐴𝑛
3 . 

4. Membuktikan perpangkatan 𝐴𝑛
4  dengan cara 𝐴𝑛

3𝐶𝑛 = 𝐴𝑛
4 . 

5. Membuktikan perpangkatan 𝐴𝑛
5  dengan cara 𝐴𝑛

4𝐶𝑛 = 𝐴𝑛
5 . 

6. Membuktikan 𝑡𝑟(𝐴𝑛
2), 𝑡𝑟(𝐴𝑛

3),  𝑡𝑟(𝐴𝑛
4) dan 𝑡𝑟(𝐴𝑛

5) dengan  menggunakan 

pembuktian langsung. 

7. Mengaplikasikan bentuk umum 𝑡𝑟(𝐴𝑛
2), 𝑡𝑟(𝐴𝑛

3), 𝑡𝑟(𝐴𝑛
4) dan 𝑡𝑟(𝐴𝑛

5) 

dengan beberapa contoh terkait. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

DAFTAR PUSTAKA 

 

Anton, H., dan Rorres, C. 2004. “Aljabar Linear Elementer Versi Aplikasi Edisi 

Kedelapan”. Erlangga, Jakarta. 

Anton, H., dan Rorres, C. 2013. “Elementary Linear Algebra”. Wiley, United 

States of Amerika. 

Daniel, Farida., dan Prida N.L. Taneo. 2019. “Teori Graf”. Yogyakarta, Budi 

Utama. 

Faisal. Muhammad. 2019. “Trace Matriks Ketetanggaan dari Graf Lengkap 

Berpangkat Negatif Tiga”. Tugas Akhir Mahasiswa Universitas Islam Negeri 

Sultan Syarif kasim Riau. 

Helsivianingsih. 2019. “Trace Matriks Ketetanggaan dari Graf Lengkap 

Berpangkat Negatif Empat”. Tugas Akhir Mahasiswa Universitas Islam 

Negeri Sultan Syarif kasim Riau. 

Marsudi., dan Marjono. 2012. “Aljabar Linear”. Malang, UB Press.  

Munir, Rinaldi. 2005. “Matematika Diskrit Edisi Ketiga”. Bandung, Informatika. 

Nugraha, Aulia A. 2019. “Trace Matriks Ketetanggaan n x n Berpangkat Negatif 

Dua”. Tugas Akhir Mahasiswa Universitas Islam Negeri Sultan Syarif kasim 

Riau. 

Pahade, J. K., & Jha, M. (2017). Trace of Positive Integer Power of Adjacency 

Matrix. Global Journal of Pure and Applied Mathematics, 13(6), 2079–2087. 

Purwati, Lilik. 2020. “Trace Matriks Ketetanggaan n x n Berpangkat Empat dan 

Negatif Satu dari Graf Roda”. Tugas Akhir Mahasiswa Universitas Islam 

Negeri Sultan Syarif kasim Riau. 

Putri, Vina R. 2020. “Trace Matriks Ketetanggaan n x n Berpangkat Dua dan 

Negatif Dua dari Graf Roda”. Tugas Akhir Mahasiswa Universitas Islam 

Negeri Sultan Syarif kasim Riau. 

Rifa’i, Rusdian. 2016. “Aljabar Matriks Dasar”. Yogyakarta, Budi Utama. 

Rosen, Kenneth H. 2007. “Discrete Mathematics and Its Applications”. Mc Graw 

Hill, New York. 

 



 

 

 

DAFTAR RIWAYAT HIDUP 

 

Penulis dilahirkan di Palu, Sulawesi Tengah pada tanggal 23 

Maret 1999 dari ayah yang bernama Harno dan ibu bernama 

Zaliniswati. Penulis merupakan anak kedua dari tiga 

bersaudara. Penulis meyelesaikan pendidikan Taman 

Kanak-Kanak di TK Pembina 2 Pekanbaru pada tahun 2004 

dan lulus pada tahun 2005. Kemudian penulis melanjutkan 

pendidikan Sekolah Dasar di SD Negeri 033 Tampan pada tahun 2005 dan lulus 

pada tahun 2011. Dan Sekolah Menengah Pertama di SMP Negeri 21 Pekanbaru 

pada tahun 2011-2014, penulis melanjutkan pendidikan di SMA Negeri 12 

Pekanbaru pada tahun 2014-2017. Setelah lulus SMA pada tahun 2017, penulis 

melanjutkan studi pada Universitas Islam Negeri Sultan Syarif Kasim Riau 

Program Studi Matematika Fakultas Sains dan Teknologi. 

 

 


