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ABSTRAK

Matriks interval adalah matriks yang elemen-elemen di dalamnya berupa interval tertutup dengan
satu matriks batas bawah dan satu matriks batas atas sebagai penyusunnya. Salah satu kegunaan
matriks interval vyaitu seperti dalam pemodelan suatu sistem jaringan graf untuk jaringan
dinyatakan dengan menggunakan matriks, sedangkan sifat periodik sistem dianalisis melalui nilai
eigen dan vektor eigen matriks interval. Tugas akhir ini membahas cara untuk menentukan nilai
eigen dan vektor eigen matriks interval A € I(R)"X" dengan pendekatan aljabar max-plus. Nilai
eigen dari matriks interval dapat dibentuk dengan menggunakan persamaan:

D () =87, ( By (459),)

Sedangkan vektor eigennya dapat dicari dengan melihat kolom ke-i pada matriks M*, dimana jika
M;; = 0, maka kolom ke-i matriks M* merupakan vektor eigen yang bersesuaian dengan 4,,,, (4),
Jika matriks A € I(R)™x" irredusibel, maka nilai eigen matriks A tunggal.

Kata kunci : aljabar max-plus, matriks interval, nilai eigen dan vektor eigen.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Masalah nilai eigen adalah masalah yang sering dibahas dalam aljabar
linear, khususnya mengenai matriks. Mempelajari nilai eigen tidak akan terlepas
dari mempelajari matriks. Biasanya matriks yang akan diselesaikan elemen-
elemen penyusunnya berupa bilangan riil atau bilangan kompleks.

Menariknya, dalam tugas akhir ini akan dibahas matriks yang elemen-
elemen didalamnya berupa interval tertutup dengan satu matriks batas bawah dan
satu matriks batas atas sebagai penyusunnya yang disebut matriks interval. Seperti
matriks biasa matriks interval juga mempunyai nilai dan vektor eigen untuk
mendapatkan penyelesaiannya dan mengetahui kestabilan sistem. Untuk
menentukan nilai dan vektor eigen suatu matriks interval dapat ditentukan dengan
pendekatan aljabar max-plus.

Aljabar max-plus adalah aljabar atas bilangan riil yang dilengkapi dengan
operasi maksimum dan penjumlahan. Operasi-operasi yang berlaku dalam aljabar
max-plus bersifat assosiatif, komutatif, dan distributif seperti pada aljabar biasa.
Aljabar max-plus juga sering digunakan untuk memodelkan suatu permasalahan
seperti pada penjadwalan, transportasi, sistem antrian dan lalu lintas.

Beberapa penelitian sebelumnya telah membahas tentang matriks interval
dalam berbagai permasalahan, seperti K. Ganesan (2007) membahas tentang
beberapa sifat matriks interval dengan menggunakan operasi aritmatik untuk
memecahkan sistem persamaan linear interval. Katarina Cechlarova (2005)
membahas tentang vektor eigen matriks interval, Jiri Rohn (2003) membahas
determinan dan invers matriks interval dan sebagainya. Berdasarkan jurnal
karangan M. Andi rudhito, dkk yang berjudul “Nilai eigen dan vektor eigen
matriks atas aljabar max-plus interval”, maka penulis berminat mengulasnya
kembali yaitu membahas tentang menentukan nilai eigen dan vektor eigen matriks

interval.



1.2 Rumusan Masalah
Permasalahan yang akan dibahas pada tugas akhir ini adalah ”"Bagaimana

menentukan nilai eigen dan vektor eigen pada matriks interval”.

1.3 Batasan Masalah

Untuk mendapatkan hasil yang lebih baik maka penulis membatasi ulasan
ini hanya menentukan nilai eigen pada matriks interval yang berukuran 3 x
3 dengan menggunakan operasi pada aljabar max-plus, dengan syarat kolom pada

matriks tersebut elemennya tidak semua bernilai €.

1.4 Tujuan dan Manfaat
1. Tujuan Penelitian
Penelitian ini bertujuan untuk mendapatkan nilai eigen dan vektor eigen

matriks interval.

2. Manfaat Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah dan tujuan penelitian yang telah
dikemukakan di atas, maka manfaat yang dapat diambil adalah sebagai berikut :
a. Penulis mengharapkan dapat mengembangkan wawasan keilmuan dalam
matematika mengenai matriks interval.
b. Penulis dapat mengetahui lebih banyak tentang materi matriks interval yang
tentunya akan sangat memberikan konstribusi untuk mempermudah dalam

menyelesaikan soal-soal yang berhubungan dengan matriks interval.

1.5 Sistematika Penulisan
Sistematika penulisan tugas akhir ini, adalah sebagai berikut:
BAB I Pendahuluan
Berisi tentang latar belakang masalah, perumusan masalah, batasan

masalah, tujuan dan manfaat penelitian serta sistematika penulisan.



BAB |1

BAB 111

BAB IV

BAB V

Landasan Teori

Berisi teori-teori yang mendukung tentang Nilai dan vektor eigen
Matriks interval yaitu : matriks, aljabar max-plus, graf berarah
berbobot, aljabar max-plus interval dan matriks interval.

Metodologi Penelitian

Berisi mengenai Studi pustaka atau literatur, yaitu dengan membaca
buku-buku dan sumber-sumber lain yang berhubungan dengan matriks
interval.

Pembahasan

Bab ini berisikan pemaparan cara-cara dengan teoritis dalam
mendapatkan hasil penelitian tersebut.

Penutup

Dalam bab ini akan dijelaskan mengenai kesimpulan dan saran.



BAB Il
LANDASAN TEORI

Bab ini berisi teori pendukung yang berkaitan dengan pembahasan pada
Bab VI, diantaranya adalah matriks, aljabar max-plus, graf berarah berbobot,

aljabar max-plus interval dan matriks interval.

2.1 Matriks

Seperti yang telah diketahui, bahwa matriks adalah susunan segi empat
siku-siku dari bilangan-bilangan yang dinamakan entri dari matriks tersebut.
Ukuran sebuah matriks dinyatakan dalam bentuk jumlah baris dan jumlah kolom

yang dimuatnya.

2.2 Aljabar Max- plus
Aljabar Max-plus yaitu himpunan R U {—co}, dengan R adalah himpunan
semua bilangan real, yang dilengkapi dengan operasi maksimum dan

penjumlahan.

Definisi 2.2.1 (Rudhito. dkk. 2008) Diberikan R, = R U {€} dengan R adalah
himpunan semua bilangan real dan & = —c. Pada R, didefinisikan operasi

sebagai berikut:

Va,b € R,,a @ b = maxifa,b)dana @ b =a+ b (2.1)

Contoh 2.2.1

Misalkan a = 2 dan b = 1, maka tentukan a @ b dana @ b.
Berdasarkan persamaan (2.1) diperoleh:
La®b=2d1=max(2,1) =2
hLa®@b=2Qx1=2+1=3

Operator @ dan @ pada R, dapat diperluas untuk operasi-operasi

matriks dalam RT:X" seperti berikut:
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Diberikan RIx® = {A = (A;)|A;; € Ryay, }, untuk setiap i = 1,2,-+.m,j =
1,2,---,n dengan A adalah sebuah matriks. Kemudian matriks tersebut akan
digunakan dalam operasi aljabar max-plus. Adapun operasi aljabar max-plus

untuk R7:X™ adalah sebagai berikut:

Definisi 2.2.2 (Rudhito. dkk. 2008)

i). Diketahui @ € R, dan A,B € R didefinisikan (a @ A) adalah
matriks yang unsur ke-ij nya:

(a ®A)U = ®Aij! untuk i = 1,2,---.m,j = 1,2,"‘,71. (22)
ai; Qg ot Qqp
a a eee a

Misalkan 4 = | 2% "% . %"
Am1 Amz2 " Amn

Maka (@ ® A);; dapat dicari dengan melakukan proses seperti berikut:

a1 Qg2 o Qqp

a1 dp; o Qo
(a®A)ij=a® : : :

An1 Apm2 " A

Selanjutnya akan diperoleh:

a®ay; a®@app - a®a,
a® a a®a - a®a
(a®A)ij _ ) 21 : 22 ) : 2n
a®a,; aQa,, - aQam,

Maka berdasasarkan persamaan (2.1) dapat diperoleh:

a+a11 a+a12 o a+a1n

a+a21 a+a22 o a+a2n
(a®A)ij = : : : )

a+am1 a+am2 a+amn

Selanjutnya akan ditentukan operasi aljabar max-plus (4 @ B), dengan

unsur ke-ij nya yaitu:

(A @ B)l] = AL] @ Bijl Untukl = 1,2,“'.m,j = 1,2,“‘,n. (23)

-2



a1 agp st Qqp

i a a a
Misalkan A =| -° 2 . 2n
A1 Amz2 " Omn
dan
bll b12 bln
|l e b
bni bmz - b

Maka (4 & B);; dapat dicari dengan melakukan proses berikut:

a1 Qi o Qg bi1 by, -+ by

Az1 Azt Ay b,y by, -+ by
(A B)ij = : : : ) : : . :n

Am1 Qmz = Ama bm1 bmz bmn

Selanjutnya akan diperoleh:

ay; D b1 ag; @D by, “ Aip D byg

b b b
(ADB); = az @ 21 Q22 @ 22 A2n @ 2n
m1 @ bml Am2 @ bm2 vt Amn @ bmn

Berdasarkan persamaan (2.1), diperoleh:

maxféall , b11 ) max‘.’éalz, b12) oo maxgéﬂln , bln)

max{a,,,b max{a,,, b .-« maxfa,,, b
(AEBB)U _ (:21 21) ¢ 2:2 22) ¢ 2n 2n)
maxi{it,, 1, by,1) maxifa,,,, b)) - maxifi,,,, by, )

Diketahui A € RT..7, B € RP" didefinisikan (4 ® B) adalah matriks yang

unsur ke-ij nya:

(AQ® B); =®;_; A; ® By, untuki =1,2,+-m, j=1,2,-n. (2.4)
app Qg cee alp b11 blZ vee bln
a a cee a .
MisalkanA = | - % . | danB = b;21 b%Z . bz:n
aAn1 Ay amp bpl pr bpn
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Maka (A ® B);; dapat dicari dengan melakukan proses sebagai berikut:

a1 Qi 7 Ay bi1 bz - by
azr Gz - Az b b -~ b
(A ® B)l] = . : . -p ® ?1 ?2 -, ?7’1
An1 Apz2 7 Gmyp bp 1 bp 2 bpn
Ci1 Cip - Cpy

Misalkan (4 ® B) = Cfl CZ:Z C?”

Cn1 Cuz = G
dengan
€1 = max(a11 Q bi1,a12 Q byy, -, a1, & bpl)

Cip = max(a11 Q b1y, a12 Q byy, -+, A1p X pr)
Cin = max(a11 Q bip, a1z Q bap, a1, @ bpn)

Con = max(aml Q bin, Gz @ bay, -+, Amp X bpn)

Definisi  2.2.3 (Farlow, kasie. 2009) Didefinisikan matriks E €

0, jika i=j . .
KA L= dan matriks ¢ € Riae, (8); = & untuk setiap

nxn =
Rmax'(E)” {s, jika i #j

i dan j. Matriks E disebut juga dengan matriks identitas, adapun bentuk

umum matriks E yaitu:

0 ¢ €
E=|¢ 0 " ¢
e ¢ 0

Pangkat k € N U {0} dengan N adalah himpunan semua bilangan asli. Dari

elemen A € R:X! dalam aljabar max-plus didefinisikan dengan:

A®Y = Edan A®* = A @ A®*1 untukk =1,2,--,n (2.5)
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Sedangkan untuk menentukan vektor eigen dalam aljabar max-plus dapat
didefinisikan R, ={&x=[x,x5,,x,]"|X; ERY .y, i = 1,2,,n}.
Perhatikan bahwa R, dapat dipandang sebagai R%%}, unsur-unsur dalam
R% .. disebut vektor atas R,,,,, . Untuk lebih memahami proses perhitungan

aljabar max-plus dapat diperhatikan pada contoh berikut:

Contoh 2.2.2
0 2

a) Misalkan @ =3 dan A4 = [1 € l ,tentukan a ® A.
3 =2

Penyelesaian:
Berdasarkan persamaan (2.2) serta langkah-langkah operasi yang

diberikan maka diperoleh:

0o 2
0!®A=3®l1 el
3

-2
30 32
a® A=[(3Q®1 3®£]
33 3R -2

3+1 3+¢ =14 ¢

340 342 ] [3 Sl
343 3+ (=2) 6 1

Maka berdasarkan penghitungan di atas didapat

3 5
Q®A=[4 gl.
6 1

. .o [ 2 ¢ _r 2
b) Diketahui A = [_1 1] dan B = [3 4], tentukan A @ B.
Berdasarkan persamaan (2.3) maka diperoleh:

aos=" flof; |

[ 21 e 2] [ max(2,1) max(g,2)] _[2 2
A®B = [—1 D3 16 4] - [ max(—1,3) max(1,4)] o [3 4

I1-5



d)

Maka berdasarkan penghitungan di atas diperoleh:

2 2
A®B=|; A
e 2
Misalkan 4 = [_2 0 5] danB = |3 4|, tentukan A ® B
e 3 2 5 6

Berdasarkan persamaan (2.4) didapat

=2 0 51 [ 2
ARB=| _ 3 J®E ﬂ

A®B_¥2®s®0®3@5®5-a®2@0®4@5®ﬂ

| tR:®303B2Q05 R2P3IR4P2R®6
_ [ maxif3,10) maxi0,4,11)] _[10 11

A®B=| | 67) maxie7,8) ] =[5 %l

Jadi berdasarkan penghitungan di atas diperoleh:
110 11
A®B—b 8}

-1 2 1

1 1 =« ] tentukan A%®?2 dan A®3 dari matriks A
e 3 -1

tersebut. Berdasarkan persamaan (2.5) diperoleh:

A2 = AR A

-1 2 1 -1 2 1
1 1 ¢|®|1 1 ¢
e 3 -1 e 3 -1

Diberikan A =

A®?Z =

Dengan menggunakan persamaan (2.4), dimisalkan hasil dari
penghitungan A%®? yaitu:
Cll C12 C13

Cr1 Cyp 623], kemudian akan ditentukan Cy;, Cy5,:*, C33 pada
C31 C32 C33

C =

matriks A®? yaitu sebagai berikut:
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Cii=max(-1® -1,2Q® 1,1 Q ¢)

C, =max(-1®2,2Q1,1Q 3)

Cr=max(-1®1,2Q¢1Q —1)

Cry=maxifl @ 1,1 QR 1, ¢)

Cr, =maxifil ®2,1R® 1, R 3)

Crs=maxfl1 ®1,1Q¢,e® —1)

C3i =maxfe @ -1,3Q 1, -1 R ¢)

C3; =maxife @ 2,30 1,-1Q 3)

C3z =maxfe @ 1,3Q ¢,-1&Q —1)

Kemudian berdasarkan persamaan (2.1) maka diperoleh:
maxi{—2,3,e) maxi{il,3,4) max(0, &, 0)

A®% = | maxi{0,2,¢) maxiB3,2,e) maxil,e,¢)
maxi(e, 4, €) maxife, 4,2) maxife, €, —2)

Sehingga diperoleh:

3 4 0
A®2 =12 3 1
4 4 =2

Kemudian akan dicari A®3, dari penghitungan sebelumnya telah

diperoleh:
-1 2 1
A=]|1 1 ¢
e 3 -1
dan
3 4 0
A®?2 =12 3 1
4 4 -2
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dan berdasarkan persamaan (2.5) diperoleh:
A®3 = AR A®?

-1 2 1 3 4 0
1 1 €|(®|2 3 1
3

£ -1 4 4 -2

A®3 —

Dengan cara yang sama pada penghitungan A®?, misalkan C = A3
dengan

Cii=max(-1®3,202,1Q 4)
Ciro =max(-1®4,2® 3,1 R 4)
Cis =max(-1®0,2Q 1,1 ® —2)
Cr =max(1®3,1R2,¢Q 4)
Cpp =max(1® 4,1 R 3, 4)

max(1®0,1® 1,¢ QR —2)

)
N
w

Il

C31 =max(e@®@-1,3Q2,-1R 4)

C3; =max(e ®4,3Q 3,-1R 4)

C33=max(e®0,3®1,-1RQ —2)

Dan berdasarkan persamaan (2.1) maka diperoleh:
maxi{2,4,5) maxi{3,5,5) maxi{—1,3,—-1)

A®3 = |maxif¥4,3,¢) maxi{5,4,¢) maxii{l,2, )
maxife, 5,3) maxif, 6,3) maxi (i, 4, —2)

Sehingga diperoleh:

5 5 2

4 5 2|

5 6 4

A®3 =

11-8



2.3 Graf Berarah Berbobot(Rudhito, dkk.2008)

Suatu graf berarah G didefinisikan sebagai suatu pasangan (V,E) dengan
Vadalah suatu himpunan tak kosong yang anggotanya disebut titik dan E adalah
suatu himpunan pasangan terurut titik-titik. Anggota E disebut busur. Untuk busur
(v,w) € E. v disebut titik awal busur dan w disebut titik akhir busur.

Jika suatu graf disajikan dalam gambar, titik digambarkan sebagai noktah
yang diberi label dengan nama titik yang diwakilinya. Rusuk digambarkan sebagai
kurva atau ruas garis yang menghubungkan noktah-noktah yang bersesuaian pada
rusuk. Busur digambarkan sebagai kurva atau ruas garis berarah yang
menghubungkan noktah-noktah yang bersesuaian dengan titik awal dan titik akhir
busur, dengan tanda panah pada ujungnya yang menandakan arah busur.

Suatu lintasan disebut sirkuit jika titik awal dan titik akhirnya sama.
Sirkuit elementer adalah sirkuit yang titik-titiknya muncul tidak lebih dari sekali,
kecuali titik awal yang muncul tepat dua kali. Diberikan graf berarah G(4) =
(V,E) dengan V = {1,2,---,p}, graf berarah G dikatakan berbobot jika setiap
busur (j,i) € E, dikawankan dengan suatu bilangan real A4;;. Bilangan real A;;
disebut bobot busur (j,i), dinotasikan dengan w(j,i). Dalam penyajiannya
dengan gambar untuk graf berarah berbobot, busur diberi label dengan bobotnya.
Dari pengertian graf berbobot ini, untuk setiap matriks A € RZ % akan

bersesuaian dengan suatu graf berarah berbobot seperti diberikan dalam definisi
berikut:

Definisi 2.3.1 (Rudhito. dkk. 2008) Diberikan A € R, Graf preseden dari A
adalah graf berarah berbobot G(4) = (V,E) dengan V ={1,2,---,n} dan
E={(,0)|lwGj =4, # e}

Bobot suatu lintasan didefinisikan sebagai jumlah bobot busur-busur yang

menyusunnya(lintasan). Berikut didefinisikan suatu matriks yang graf

presedennya terhubung kuat:

Definisi 2.3.2 (Rudhito. dkk. 2008) Diberikan A € R%<? dikatakan irredusibel

jika graf presedennya terhubung kuat.
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Suatu graf berarah G(A) = (V,E)denganV = {1,2,--,n} dikatakan
terhubung kuat jika untuk setiap i,j € V, i # j, terdapat suatu lintasan dari i ke j.

Teorema berikut memberikan syarat perlu dan cukup matriks irredusibel

Teorema 2.3.1 (Rudhito, dkk. 2008) Diberikan matriks A € RXZ irredusibel
jika dan hanya jika (A @ A®? @ ---EBA@’”‘I)U # € untuk setiap i,j dengan

i .

Bukti:

(=) : jika A irredusibel maka G(A) = (V,E) dengan V = {1,2,---,n} terhubung
kuat, yaitu untuk setiap i,j € V, dengan i # j, terdapat suatu lintasan dari i ke j.
Hal ini berarti untuk setiap i,j € V, i #j terdapat k dengan 1<k<n-1
sehingga (A®")l,j + ¢. Akibatnya (A ® A®? @ - @ A®”‘1)U, # £ untuk setiap
i,jdengani # j.

(<) : jika (A D A®? @ - @ A®"1), # & untuk setiap i, j dengan i # j, maka

terdapat k dengan 1 < k <n — 1 sehingga (A®k)l,j # ¢. Hal ini berarti dalam

graf preseden G(A) = (V,E) dengan V ={1,2,--,n}, untuk setiap i,j €V
dengan i # j terdapat suatu lintasan i ke j. Akibatnya G(A) terhubung kuat, yang
berarti bahwa A irredusibel.

Untuk lebih memahami pembahasan mengenai graf berarah berbobot akan

diberikan pada contoh berikut:

Contoh 2.3.1

Diberikan 4 =

1 3 -2
e 2 4 ]
e 0 =«

Graf preseden dari A adalah graf berarah berbobot G(A) = (V,E) dengan
Vv ={12,-,n} dan E ={(1,1),(2,1),(3,1),(2,2),(3,2),(2,3)} yang disajikan

dalam gambar berikut:
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1 3

¥z

Gambar 2.1 Graf Berarah Berbobot G(4) = (V,E)

Perhatikan sebaliknya bahwa untuk setiap graf berarah berbobot G = (V, E) selalu
dapat didefinisikan suatu matriks A € R.X" dengan
A = {w(j, i), jika (j,i) € A
U e, jika (j, 1) € A.
Jelas bahwa graf berarah berbobot tersebut merupakan graf preseden dari A.

Terlihat jelas bahwa graf berarah berbobot dalam Gambar 2.1 di atas bersesuaian

dengan matriks A yang diberikan dalam contoh 2.3.

2.4 Aljabar Max-plus Interval dan Matriks Interval
Aljabar max-plus interval merupakan perluasan aljabar max-plus dari

pembahasan sebelumnya. Interval tertutup dalam R, adalah suatu himpunan

bagian dari R,,,, yang berbentuk x = [x,X]| = {x € Ry |x < x < X}.
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Definisi 2.4.1 (Rudhito. dkk. 2008)
Didefinisikan I(R), = {x = [x,X||x, ¥ € Ry ,e <x <X} U{e}. pada I(R),

terdapat operasi @ dan ® yaitu:

xOy=[xOyxDY|,vxye IR), (2.6)

dan

Xx®y=[xQyX®Y|,vxye IR®), (2.7)
dengan x = [x, x|
y=|»7]
x, x = batas bawah dan batas atas vektor interval x
¥,y = batas bawah dan batas atas vektor interval y

Selanjutnya (I(R)g,@,Q) disebut dengan aljabar max-plus yang cukup dituliskan

I(R),,., . Operasi @ dan ® pada di atas dapat diperluas untuk operasi-operasi

matriks dalam I(R)™x" seperti berikut:

Definisi 2.4.2 (Rudhito. dkk. 2008)

Didefinisikan  I(R)™™ = {4 = (4)j|4;} untuki =1,2,-,m, j=12,-,n,

matriks anggota I(R)™X" disebut matriks interval.

Adapun bentuk umum matriks interval A dapat ditulis sebagai berikut:

[[an'an] [a12'a12] [ﬁm:am]]

I _
A= | [_21'6121] [_zz'azz] [QZnJ.QZn] |

l[ anl] [gnZ'anZ] [gnn'ann“
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Definisi 2.4.3 (Rudhito. dkk. 2008)

1)

2)

Diketahui a € I(R) . ,A, B € I(R)™X"  Didefinisikan operasi perkalian

skalar @ dengan @ @ A adalah matriks yang unsur ke-ij nya yaitu:

(e® ) ® Ay (2.8)

Dan operasi @ dengan A @ B adalah adalah matriks yang unsur ke-ij nya

yaitu:
(ABB), =4, @ By untuk i =12,,m, j=12,n (2.9)
Diketahui A4 € I(R)1.? dan B € I(R)?,-" . Didefinisikan operasi ® dengan

A ® B adalah matriks yang unsur ke-ij nya yaitu:

(ABB), =B, Ay ® By untuki =12,+,m, j =120 (210)

Operasi pada definisi di atas prosesnya dapat dilakukan sebagai berikut:

1) Operasi pada (a ® A)l,j prosesnya dapat dilakukan seperti berikut:

[[2111511] [Q12:a12] [Qmﬁmh
Dengan a = [a,a| dan A = I [221'_521] [@2'_522] [QZH"EZn] .
I-[gnlianl] [QnZ:anZ] an'ann”

Maka (« @A)ij dapat dicari dengan melakukan proses sebagai berikut:

[ﬁ11»“11 [%n:%n‘
]

[Qm»am]

_ |:[g'a] @ [211,511] [Q’ a] @ [gln'aln]]
(a RA i = o : o :

Berdasarkan persamaan (2.7) maka diperoleh:
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[Q@Zu;a@an] [Q@an,a®51n]
(a®A),_ = : . :

y

[Q®gnla®!anl] [Q®an'a®ann]

Maka untuk menyelesaikan penghitungan di atas dapat diselesaikan
berdasarkan persamaan (2.1), sehingga diperoleh:

[Q +aq;,a+ a11] [Q +a,,a+ Eln]

[ﬂ+gn1:a+an1] [g+ﬁnn:5+ﬁm]

Kemudian untuk operasi pada 4 @ B prosesnya dapat dilakukan
sebagai berikut:

[Qnﬁn] [Qmﬁm] [Qu»gll] [an'zln]

Misalkan 4 = dan B =

[in'gnl] [énn'znn]

o

[gnlianl] [gnn'_nn]

Maka (4 ® B),. dapat dicari dengan melakukan proses berikut:

_ [Qll:an] [gln:aln] _ [211;311] [Q1n»E1n]
(4@ B)ij = - I 3
[gnllanl] [gnn:ann] [in; bnl] [an'bnn]
Berdasarkan persamaan (2.7) diperoleh:
_ [@11 @ b1y, @11 D b1a| -+ [@1n D bin, @1n D ban]
(4@ B)i]_ = ; - ; B
[gnl ©® in'anl ©® bnl] [gnn ©® an;ann ©® bnn]

Kemudian untuk menyelesaikan penghitungan dapat diselesaikan

dengan persamaan (2.1), dan diperoleh:

la11 + b1y, @1 +511] o |ain + bin, @in + Eln]

[an + bn1, Q1 +En1] [gnn + bon s A +Enn]
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2) Operasi pada (A ® B)ij prosesnya dapat dilakukan sebagai berikut:

[211'511] [glp'alp] [211»511] [antgln]

dan B = P P
[Qpl'bpl] [sz'bpn]

Misalkan 4 =

[gml'aml] [Qmp'amp]

Maka (A ® B)l,j dapat dicari dengan proses berikut:

. [211:511] [le:alp] _ [211'311] [Quugm]
(A®B)ij = : " : ® P 3 ]
[lefaml] [Qmp'amp] [Qpl'bpl] [Qpn'bpn]

. Cin - Cin

Misalkan (A® B) =| ¢ =~ ]

Cn1 = G

Maka masing-masing entri pada matriks (4 ® B) dapat ditentukan

sebagai berikut:

Ciy = max([a11, @11] @ [bi1, b1 ] -+ @1y, @ip ] & [By1, bpi))
Con = m05([210,01] B [ B [ oy 8 by )
s = (1| B b1, B [ oy ) B [y 5]
G = m2x([11, @) B (210, Bre ) [y ) B [ By )
Maka untuk menyelesaikannya gunakan persamaan (2.7) diperoleh:
Ciy = max([a11 ® biy, @ @, b)) (a1, @ by1, @y @ byi])

Cln = max([gll ®an'all ®151n]:"': [le ® Qpn'alp ®Epn])
Cn1 = maX([%m Q bi1, A1 ®»B11]:”': [Qmp ®Qp1'amp ®Ep1])

Cmn = max([gml ®an'am1 ®:Bln]""' [Qmp ®Qpn'amp ®Epn])
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Untuk lebih memahami operasi-operasi aljabar max-plus interval , akan

diberikan contoh sebagai berikut:

Contoh 2.4.1
Diberikan x = [—1,1] dan y = [1,3], maka tentukan x @y dan x@y.

Berdasarkan persamaan (2.6) diperoleh:

x®y=[-11][1,3]
=[-1® 116 3]

Kemudian untuk menyelesaikannya dapat dilihat pada persamaan (2.1) yaitu

x @ y = [max(—1,1), max(1,3)] = [1,3]

Maka diperoleh:
x@y = [13]

Selanjutnya untuk menyelesaikan x ® y digunakan persamaan (2.7), diperoleh:

xQy=[-111Q®[13]1=[-1® 1,1 ® 3]

Kemudian untuk menyelesaikannya dapat dilihat pada persamaan (2.1) yaitu:

x@y=[-1+11+3]=[04]

Sehingga diperoleh:
Xx®y = [04]

Contoh di atas menggunakan operasi-operasi aljabar max-plus interval,
sedangkan operasi aljabar max-plus dapat dikembangkan menjadi operasi aljabar
max-plus suatu matriks interval. Untuk lebih memahaminya akan diberikan pada

contoh berikut:
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Contoh 2.4.2

a)

b)

Diberikan a = [3,4] dan 4 =

[0,0] [4,6]
[-1,1] [ge] |, makatentukan a ® A.
[0,1] [-3,-2]

Dengan menggunakan persamaan (2.8), diperoleh:

[0,0]
a® A=[34]Q |[-11]

[01] [-

[4,6]
[, €]

3,-2]

Dan berdasarkan persamaan (2.7) diperoleh:

[ Ba®I00  [341®[46]
a® A=|[B341Q[-11] [34]Q [ee]
| 341®1[01] [34]1® [-3,-2]
[ [3+ 0,4+ 0] [3+4 4,4+ 6]
a® A=|[3+-14+1] [3+¢&4+¢]
| [3+04+1] [3+-34+-2]
[3,4] [7,10]
a® A=|[25] [g¢]
[3,5] [0,2]
Diberikan A = [[1’3] [2.,3] ] dan B = [2.,2] _2]] tentukan A @ B
"l el [-3,1] [1,4] —10] ’ '

Dengan menggunakan persamaan (2. 9) diperoleh:

] [2,2] 5 —2]

AEBB_[[e,e] [1,4] [-1,0]

Kemudian dengan memperhatikan persamaan (2.6), maka

(131 [2,2] [23]16[-5-2]
[e,e]l®[1,4] [-3,1] D [-1,0]

A@Bz[
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. M®2302] 20 -530 -2]
A@B‘[[e@l,e@zﬂ 3@ 1,1 0]

Dan berdasarkan persamaan (2.1) diperoleh:

ATB= [[mam'ﬁf@l,Z),ma)dECB,Z)] [max(2, —5), maxi{3, —2)]
~ [[maxifk, 1), maxife, 4)] [maxif3, —1), maxi{i,0)]

Sehingga didapat

[2,3] ]

aoe=|y (i)
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BAB IlI
METODOLOGI PENELITIAN

Metodologi penelitian yang penulis gunakan adalah studi literatur dengan

langkah-langkah sebagai berikut:

1. Diberikan suatu matriks interval

[6111'511] [a12;a12] : [_1n:a1n]]|

[221'.6121] [_22;.6122] [_an.a2n]|
PR [ PS4 R P |

. Setelah mengetahui bentuk matriks interval maka akan ditentukan matriks

[

|
4=
|

batas bawah dan matriks batas atas matriks interval A, yaitu 4, dan A .

Kemudian melakukan proses aljabar max-plus interval (@ dan ® ), yaitu
—Qk .
menentukan A®* dan A~ untuk k=1,2,--,n. Jika (ADA®* DD
—®n-1 _
A@n—l)i]_ #+ & dan (AGBA ®-®A )__qte maka A dan A
ij

irredusibel.

. Selanjutnya diteruskan dengan mencari nilai eigen matriks batas bawah dan
batas atas matriks interval.

Kemudian menentukan vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen
matriks batas bawah dan nilai eigen matriks batas atas matriks interval, yaitu
dengan cara membentuk matriks baru M = —4(4) Q A.

Menunjukkan ketunggalan vektor eigen berdasarkan definisi 4.2.2
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Langkah-langkah metodologi penelitian di atas dapat digambarkan

dalam flow chart sebagai berikut:

[ MULAI ]

A 4

MATRIKS INTERVAL

A 4
TENTUKAN MATRIKS BATAS BAWAH
DAN BATAS ATAS DARI MATRIKS
INTERVAL

Y

TENTUKAN NILAI EIGEN MATRIKS

BATAS BAWAH DAN BATAS ATAS
MATRIKS INTERVAL

A 4

MENENTUKAN VEKTOR EIGEN YANG

BERSESUAIAN DENGAN NILAI EIGEN
MATRIKS INTERVAL

’

[ HASIL

A 4

[ SELESAI

Gambar 3.1 Flow chart Metodologi Penelitian
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BAB IV
PEMBAHASAN

Definisi graf berarah berbobot telah dijelaskan pada bab I, dimana bobot
rata-rata maksimum sirkuit elementer dalam graf berarah memiliki hubungan yang
erat dengan nilai eigen suatu matriks dalam aljabar max-plus. Hubungan tersebut
akan dibahas dalam bab ini, hasil pembahasan menunjukan bahwa setiap matriks
interval mempunyai nilai eigen, yaitu nilai eigen max-plus matriks interval dan

vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen matriks tersebut.

4.1 Hubungan Graf berarah berbobot dengan Nilai eigen Max-plus matriks

interval

Suatu graf berarah G didefinisikan sebagai suatu pasangan (V, E) dengan
IV adalah suatu himpunan tak kosong yang anggotanya disebut titik dan E adalah
suatu himpunan pasangan terurut titik-titik. Anggota E disebut busur. Untuk busur

(v,w) € E. v disebut titik awal busur dan w disebut titik akhir busur.

Graf berarah G dikatakan berbobot jika setiap busur (j,i) € E,

dikawankan dengan suatu bilangan real 4;;. Bilangan real A;; disebut bobot busur

(j, 1), dinotasikan dengan w(j, i).

Graf preseden dari matriks A € R.X" adalah graf berarah berbobot
G(A) = (V,E)dengan V ={12,-,n}, dan E ={@,)|w(,j) =4; *¢}.
Bobot maksimum dari semua sirkuit dengan panjang k dengan titik i sebagai titik
awal dan titik akhir dalam G(A) dituliskan sebagai (A®")”. Maksimum dari
bobot maksimum semua sirkuit dengan panjang k dengan titik i sebagai titik awal

dan titik akhir adalah €7, (4®*), , dan dapat juga dituliskan sebagai trace
1
(A®*) dengan rata-ratanya adalah — frace (A®F). Selanjutnya diambil

maksimum atas sirkuit dengan panjang k < n, yaitu atas semua sirkuit elementer,
diperoleh suatu rumus untuk bobot rata-rata maksimum sirkuit elementer dalam
G(A) (dinotasikan dengan A,,., (A) ) sebagai berikut (Rudhito. 2008):
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1
/1max (A) =@Z=1 (E @Z=1 (A®k)ii> (41)

Persamaan diatas dapat diselesaikan dengan proses berikut:
1
Amax (A) =Bf -y {E {maX(An'Azzj A, maX(A%k:A%k: ’A%lk)}}

1 1
Amax (A) = max {I (max(A11, A2z, Apn ), o (max(48F, a5k, .- ,A%lk))}_

4.2 Nilai Eigen dan Vektor Eigen Max-plus untuk Matriks Interval

Definisi 4.2.1 (Rudhito. dkk. 2008) Diberikan A € I(R) .- Skalar interval A

disebut nilai eigen max-plus interval matriks interval A jika terdapat suatu vektor

interval v € I(R)",, dengan v # &,,; sehingga AQv= 1Q® v. Vektor v
disebut vektor eigen max-plus matriks interval A yang bersesuaian dengan A.
Berikut diberikan suatu teorema yang memberikan eksistensi nilai eigen

interval max-plus suatu matriks interval.

Teorema 4.2.1 (Rudhito. dkk. 2008) Diberikan A € I(R).X" dengan A =
[A,A]. Skalar interval A(4) = [1(A4),A(4)], merupakan suatu nilai eigen max-
plus interval matriks interval A. Vektor interval v = [v,v], dimana v dan v

berturut-turut adalah vektor eigen yang bersesuaian dengan A(4) dan A(4),
sedemikian hingga v < v, merupakan vektor eigen max-plus matriks interval A

yang bersesuaian dengan A(A4).

Bukti:
Untuk setiap matriks A € [4, 4], berlaku A < A;; < A. Karena sifat kekonsistenan

operasi @ dan ® pada matriks terhadap urutan ” <,, ”, maka berlaku A®* <

—®k
A%k <72° ,untuk k = 1,2,---,n , sehingga berlaku
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i (1 Bl (499), ) @iy (1 By (459, ) <y (1 @1: (2% )
dan berdasarkan persamaan (4.1) dapat juga ditulis

A(4) < 2(4) < A(4).

Jadi [A(4), 2(A)] merupakan suatu interval.

Selanjutnya ambil A(4) = [A(4),4(4)], untuk M = — A(4) ® 4, jika
M}, = 0, maka kolom ke i matriks M* merupakan vektor eigen yang bersesuaian
dengan nilai eigen A,y (4), demikian juga analog untuk M. Ambil v dan v,
dimana berturut-turut adalah vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen
A(A) dan A(A), sedemikian hingga v <V, jika diperlukan dapat dibentuk
kombinasi linear vektor-vektor eigen fundamental yang terkait, sehingga

diperolehv <.
Ambil vektor interval v = [v, V], maka
[4.4] ® [v. V] = [1(4), A(4)] ® [v.¥]
yang berarti juga bahwa
ARQV=AQV

Jadi skalar interval A(4) = [A(4),4(4)], merupakan suatu nilai eigen max-plus

interval matriks A. [

Berdasarkan teorema 4.1, akan dibahas mengenai matriks M. Matriks M
adalah matriks yang digunakan dalam menentukan vektor eigen suatu matriks.

Berikut akan dibahas proses untuk menentukan matriks M yaitu:

M=-24)Q A (4.2)
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Dimana A(A) diperoleh dengan menggunakan persamaan (4.1) dan matriks

a1 agp o Qqp

a1 dp t Qapn
A=] | : ., N F

Anm1 Amz2 " Qmn

Maka proses menentukannya adalah sebagai berikut:

a1 ap v Qp

a1 Qapp o Qo
M=-24A) Q| . : . :

Am1 Amz " Omn

Dengan memperhatikan persamaan (2.2) diperoleh

-2 Qa;; —2A)Qay, - —iA)Q ay,
M=\ )»(A? Qay - )»(A)_® Az -~ 1(14). ® azn |
AD @y —AA) @ty — AA) ® am

Atau dapat juga ditulis

—-AAD+ay —-AA+ap - —AA) +ay,
v=| A +ay —2AA)+ap - —4A4)+ay
- A(A) + L A(A) + Ap2 0 — A(A) + Amn

Selanjutnya setelah didapat matriks M, kemudian akan ditentukan matriks M*,

yaitu:

M"=EOMOM®2D - M®1 (4.3)
0 ¢ €

Dengan E = [¢ 9 " €| dan M, M®2,..., M®"1 dapat ditentukan dengan
g € 0

cara seperti pada contoh 2.2(d), sehingga diperoleh

®2 ®2 ®2

0 ¢ £ my1 Myp 0 Myy I[mn mp" o myS|

m m em ®2 ®2 . ®2

m-=|¢ 0 flp| F TE g |ma My Mo |
g € cos 0 myq my» o My [ X2 X2 ®2

mp myy o My
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1 -1 -1

I[m%’" m%n m%" 1

®n—1 ®n-1 ®n—-1

sy @imm ma2 M2n |
1 -1 -1

lm,%" m%’l" m®" ]

Dengan memperhatikan persamaan (2.3), maka diperoleh matriks M* sebagai
berikut:

®2 ®n-1 ®2 ®n—1 o ®2 ®n—1

[maxi€, myy, myy", -+, myy" ) maxife, myy,mpy°, e, myp" ) maxife, my,, mp,", -, my )]
®2 ®n—1 ®2 ®n—1 o ®2 ®n-1

| maxife, myy, myy", o, myy ) max(0,my;, myy”, e, myy ) maxife, my,, Moy, My ) |
®2 ®n—1 ®2 ®n-1 ®2 ®n—1

maxife, m,, my;", - ,my; ) maxife,m,,,myy e, my, ) maxi{0, m,,,,m;,”, -, My, )

Kemudian seperti yang dibahas pada teorema 4.1, jika M7 = 0, maka

kolom ke i matriks M* merupakan vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai

eigen A(A), maka untuk menentukan matriks M} yaitu:

Dimana M dan M~ telah diketahui dari persamaan (4.2) dan (4.3), sehingga

matriks M}, dapat ditentukan berdasarkan proses sebagai berikut:

i’

* * *
my; Myp 0 Myy my; My -+ My,

m m ves m * * e *
+ _ |M21 22 2n My My Mon
M =1 : : . L | ® : : . :
My My 0 My, m;‘ll m’én oo m;‘m

Dan seperti pada persamaan (2.4), akan diperoleh matriks M3, yaitu:

miy; My min
+ + +
+ — |M21 My ma,
M .
+ +
my, My, - Myn

Jika diperoleh entri-entri ke —i pada M7 = 0, maka kolom ke-i matriks M*

merupakan vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen A(A4).
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Untuk mendapat ketunggalan vektor eigen , akan digunakan definisi di

bawah ini

Definisi 4.2.2 (Kasie G. Farlow 2009) Untuk A € R~ vektor eigen dari A
adalah tunggal jika untuk sebarang dua vektor eigen v4,v, € Rbax Vi = & Q vy

untuk suatu a € R.

Berikut akan diberikan suatu teorema yang memberikan ketunggalan nilai
eigen max-plus interval suatu matriks interval. Sebelumnya akan diberikan

definisi dan syarat cukup dan perlu irredusibelitas suatu matriks interval.

Definisi 4.2.3 (Rudhito. dkk. 2008) Suatu matriks interval 4 € I(R)X?, dengan

max ’

A = A, A] dikatakan irredusibel jika setiap matriks A € [4, A] irredusibel.
Teorema berikut memberikan syarat perlu dan cukup suatu matriks irredusibel.

Teorema 4.2.2(Rudhito, dkk. 2008) Suatu matriks interval A € I(R)%3%, dengan
A = [A, 4], jika dan hanya jika A € R irredusibel.

Bukti:

(=) : jelas berlaku bersarkan definisi 4.2.3 di atas.

() : Untuk setiap matriks A € [4,4], berlaku A <A <A. Karena sifat

kekonsistenan operasi @ dan @ pada matriks terhadap urutan ” <,, ”, maka

berlaku

(é @A@)z @ - @A@Jn—l) < (A DA P - @A®n—1)

< (ZGBZ@)Z @ ”.@Z@n—l)’

Yang berarti berlaku juga

(A DA®RZD ... ®A®n_1)ij < (A PAD2 D - D A®n—1)i]_
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<(d® A R Z®"_1)

ij
Untuk setiap i dan j.

Karena A irredusibel, maka

(ADA®’ DD A®"‘1)i]. # £ untuk setiap i dan j dengan i # j.

Dengan demikian untuk setiap matriks A € [A, A] juga berlaku bahwa

(AP A2 D - GBA®"‘1)U, + £ untuk setiap i dan j dengan i # j, sehingga

menurut hasil pada bagian 2 di atas A irredusibel. Jadi terbukti bahwa matriks

interval A € I(R)2X? irredusibel. |

Keirredusibelan suatu matriks interval A € I(R)%25* diperlukan dalam

membuktikan bahwa A(4) = [1(4),1(4)] merupakan nilai eigen max-plus
tunggal pada matriks interval. Adapun pembahasannya akan diberikan pada akibat
berikut :

Akibat 4.2.2(Rudhito, dkk. 2008) Diberikan 4 € I(R)XZ, dengan A = [A, A].
jika matriks interval A irredusibel, maka 1(4) = [A(4),A(4)] merupakan nilai

eigen max-plus tunggal matriks interval A.

Bukti

Jika matriks interval A irredusibel, maka v A € [4, A] irredusibel, sehingga A(4)
merupakan nilai eigen max-plus tunggal matriks A, dengan cara yang analog

dengan pembuktian teorema 4.2.2 di atas dapat disimpulkan bahwa A(4) =

[1(4), 2(4)], merupakan nilai eigen max-plus tunggal matriks interval A. m

Berdasarkan definisi dan teorema-teorema di atas, dapat kita tentukan
langkah-langkah dalam menentukan nilai eigen dan vektor eigen max-plus matriks

interval A yaitu:
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Langkah ke-1 : Tentukan matriks bawah dan matriks atas matriks interval A, yaitu

A dan A.

—®k
Langkah ke-2 : Tentukan A®¥ dan A® untuk k = 1,2, -+, n.

Langkah ke-3 : tentukan nilai eigen max-plus dari masing-masing matriks, yaitu
nilai eigen max-plus matriks batas bawah dan nilai eigen max-plus matriks batas

atas, yaitu sebagai berikut:
n 1 n ®k
M4) =& (E D1 (4 )ii)
Dan
1(@) =i, (1 &, (2°)
k 2

Langkah ke-4 : Bentuk suatu matriks M*=E@® M O M®* @ ---  M®"-1

0 ¢ €
dengan E=1{¢ O 7 fldan M=-2A)®4
g g cee 0

Langkah ke-5 : Tentukan matriks M*, dapat dilihat pada persamaan (4.4) yaitu
M= M Q M*. Jika M} = 0, maka kolom ke-i matriks M* merupakan vektor

eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen 1(4).

Langkah ke-6 : Analog dengan langkah ke-4, yaitu untuk menentukan M =E @
MeM @ oM, sehingga M, = 0, maka kolom ke-i matriks M

merupakan vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen A(Z).

Langkah ke-7 : Analog dengan langkah ke-5, yaitu untuk menentukan M. Jika

ﬁ:: = 0, maka kolom ke-i matriks M* merupakan vektor eigen yang bersesuaian

dengan nilai eigen A(4).

Langkah ke -8 : menunjukkan ketunggalan vektor eigen berdasarkan definisi 4.2.2
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Contoh 4.2.1

Tentukan nilai eigen dan vektor eigen max-plus interval dari matriks

A= [1,2] [1,1] g €]
[&, €] [2,4] [-1,1]

Penyelesaian :

Perhatikan bahwa A = [A, A], maka tentukan batas bawah dan batas atas dari

matriks interval A, yaitu:

-2 3 1
A=|1 1 ¢
e 2 -1
Dan
_ -1 4 2
A=|2 1 ¢
e 4 1

Selanjutnya akan dicari nilai eigen max-plus dari 4 dan 4, yaitu:

A(4) =7, (% n (4®")ii) dengan k = 1,2,3.

Dengan
-2 3 1
A=|1 1 ¢
e 2 -1

Dan berdasarkan persamaan (2.5) dapat diperoleh A®? dan A%®3 yaitu:

A®?=A®A
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A®% =

-2 3 1 -2 3 1
1 1 |®1 1 ¢
2

£ -1 e 2 -1

Dengan menggunakan persamaan (2.4) dan dimisalkan hasil dari 492 yaitu:

C=|Cn Cpn Gy

G Cypp 613]
(31 C3p Cs3

Kemudian akan ditentukan Cj;,Cyy, -+, C33 pada matriks A®? vyaitu seperti
berikut:

Cii =max(-2® -2,30 1,1 R ¢)

Ci, =max(-2® 3,30 1,1 R 2)

Cz=max(—2Q@® 1,3® 1R -1)

Cyy =maxifil @ -2,1Q 1, R ¢)

Cyp =maxifil ®3,1Q01,eQ 2)

Coz =maxfl ® 1,1 Q e, ® —1)

C3; =maxfe ® —2,2Q® 1,-1 & ¢)

C3; =maxfe ®3,2Q1,-1Q 2)

C3z =maxfe @ 1,2R ¢,-1Q —1)

Kemudian berdasarkan persamaan (2.1) maka diperoleh
maxif—4,4,¢) max¥1,4,3) maxi{-1,¢,0)

A®? = | maxif—1,2,¢) max{4,2,e) maxi2,¢,¢)
maxifk, 3, €) maxif{k, 3,1) maxife, g, —2)

Sehingga diperoleh

4 4 0
A®?2 =2 4 2
3 3 =2
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Kemudian akan dicari 493
A®3 = AR A®?

-2 3 1 4 4 0
1 1 €|®2 4 2
2 1

£ 3 3 =2

A®3 =

Dan dengan cara yang sama pada A®2, misalkan € = A®3 dengan
€ =max(-2®4,3®2,1Q® 3)

C, =max(-2 ®4,3® 4,1 R 0)

Ciz=max(—2Q®0,3® 2,1 QR —2)

Cy; = maxifil ®4,1Q2,6Q 3)

Cyp = maxifil ® 4,1 Q4,¢Q 3)

Coz =maxfil ® 0,1 QR 2, Q —2)

C3 =maxte 4,20 2,-1R®3)

C3 =maxife ® 4,20 4,-1® 3)

Cs =maxife ®0,2® 2, -1 Q —2)

Kemudian berdasarkan persamaan (2.1) maka diperoleh

max(2,5,¢) maxif2,7,4) maxi{-2,5—-1)
A®3 = | maxif5,3,¢) max{5,5,¢) maxiifd,3, )
maxife, 4,2) maxifg, 6,2) maxi e, 4, —3)

Sehingga diperoleh

A®3 =[5 5 3|.

4 6 4

575]
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Selanjutnya tentukan A(A4) yaitu:
L 1 ®2 482 42 1 ®3 @3 ,®3

A(é) =@®r=1 [Emax(én:4221433):Emax(é11 Az, Asz )vEmaX(An Az Ass ]

1 1 1
A(é) = max Imax(—Z,l, —1),Emax(4,4, —2),§max(5,5,4)

1 1 1
A(4) = max (;(1),5@),5(5))

1

A(4) =5 @

A(4) =2

Kemudian akan dibentuk suatu matriks M seperti berikut:

M=-2(A)®A
-2 3 1
M=—2®[1 1 e]
e 2 -1
—2® -2 -2®3 21
M= 2®1 201 -2Qc¢
| 2®¢ 2®2 -2Q®-1
—4 1 -1
M=|-1 -1 ¢
| € 0 -3

Kemudian hitung M®?, yaitu:

M®?=MQM
-4 1 -1 -4 1 -1
M®2=|-1 -1 ¢|®|-1 -1 ¢
£ 0 -3 £ 0 -3

Berdasarkan persamaan (2.5) diperoleh
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max{—8,0,e) maxi(—3,0,—1)
M®? = |maxif-5,—2,&) maxi{0,—2,¢)
maxifs, —1,¢) maxife,—1,-3)

Sehingga diperoleh

0 0 —4
M®?=|-2 0o =2
-1 -1 -6

Selanjutnya tentukan matriks M* yaitu:

M =E®MOM®?

maxi{—>5, g, —4)
maxif{2, ¢, €)
maxi(e, €, —6)

[0 & ¢ -4 1 -1 0 0 -4
M =l 0 ¢|®|-1 -1 £||-2 0 -2
le € 0 £ 0 -3 -1 -1 -6
[ maxi{0,—4,0) maxi(s, 1,0) maxie, —1,—4)
M* = |maxife, —1,—2) max{0,—1,0) maxife, €, —2)
i maxife, e,—1) maxfe 0,—1) max0, —3, —6)
[0 1 -1
M =|-1 0 -=-2f.
-1 0 O

Untuk menentukan vektor eigen yang bersesuaian dengan A(A) = 2, maka

tentukan dahulu matriks M, yaitu:
Mi=MQM

-4 1 -1 0 1 -1
Mi=]-1 -1 ¢|®|-1 0 -2

€ 0 -3 -1 0 O

0 1 -1

=-1 0 -1)
-1 0 -2

Dengan demikian dapat dilihat bahwa M}, = M3, = 0. Sehingga kolom

ke-1 dan ke-2 pada M* merupakan vektor-vektor eigen fudamental yang
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bersesuaian dengan A(4) = 2, yaitu v; = [0,—1,—1]" dan v, = [1,0,0]" . dan

berdasarkan definisi 4.2.2 untuk ketunggalan vektor eigen didapat
Vi=a®y,

[O;_]-;_l]T =a ® [15050]T1 a=-1
Sehingga
[0,-1,-1]" =[0,~-1,-1]"

Dan v, merupakan vektor eigen yang bersesuaian dengan A(4) = 2.

Kemudian untuk menentukan nilai eigen dan vektor eigen pada A

dilakukan dengan cara yang sama dengan A , sehingga diperoleh

-1 4 2
A=]|2 1 ¢
e 4 1
_®2 [—1 4 2 -1 4 2
A =12 1 ¢|®|2 1 ¢
e 4 1 e 4 1
a2 [ maxi{—2,6,¢) maxi{B,5,6) maxil,e,3)
= | maxi{l,3,¢) maxi(b,2,e) maxi{4, e, ¢)
i maxi(e, 6, €) maxife, 5,5) maxi(e, €, 2)
g2 [6 6 3
=13 6 4
6 5 2
Dan
—®3 [—1 4 2 6 6 3
A =12 1 ¢|®|3 6 4
e 4 1 6 5 2
a3 [ maxi{5,7,8) maxi{5,10,7) max{2,8,4)
= | max{8,4,e) maxi(B,7,¢) maxi{5,5, €)
i maxifg, 7,7) maxie, 10,6) maxik, 8, €)
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—®3

A =18 8 5]

7 10 8

8 10 8]

Selanjutnya akan ditentukan nilai 2(A), yaitu
_ 3 1 - — — 1 —®2 —®2 —®2y\ 1 —®3 —®3 —®3
}'(A) = @Op=1 EmaX(A11'A22'A33)'EmaX (An Az Ass ),Emax (All yAzz ,Ass )
_ 1 1 1
A(A) = max [I max(—1,1,1) ,Emax(6,6,2) '3 maxi_f68,8,8)]
— 1
A(4) = (6

A(@) = 3.

Kemudian akan dibentuk suatu matriks M seperti berikut

M=-2(A)Q®A
. -1 4 2
M=-3Q®|2 1 ¢
e 4 1
-4 1 -1
M=|-1 -2 ¢
£ 1 -2
Selanjutnya diperoleh
0 0 -3
—R2
M =[-3 0 —2]
0 -1 -4
. [0 1 -1
M =|-1 0 -2
0 1 O
_, o 1 -1
i=|—-1 0 =2
0 1 -1
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Dengan demikian dapat dilihat bahwa M, =M,, =0, sehingga kolom
ke-1 dan ke-2 matriks M adalah vektor-vektor eigen fundamental yang
bersesuaian dengan A(4) = 3, yaitu v; = [0,—1,0]" dan v, =[1,0,1]". Dan
untuk ketunggalan vektor eigen A diperoleh
Vl =a ® Vz

[O)_]-)O]T =a ® [1;0;1]T1 a= _1
Sehingga didapat

[O; _1’O]T = [Ol _1J0]T'

Jadi, vektor interval yang diperoleh yaitu:

Vi = [0,-1, —1]T

Dan

V1 = [O;_liO]T
Sehingga
v =[vy, 7]

v=1[[0,0],[-1,-1],[-1,0]]"

Yang merupakan vektor-vektor eigen max-plus interval matriks A yang

bersesuaian dengan A(4) = [2,3].

Contoh 4.2.2
Tentukan nilai eigen dan vektor eigen dari matriks
[_zl _1] [1I2] [SI 8]

B=| [34] [1,1] [2,4]
[1,2] [ee]l [1,1]
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Penyelesaian:

Pertama tentukan matriks batas bawah dan batas atas matriks interval B, yaitu:

-2 1 ¢
3 1 2

1 ¢ 1

B:

Selanjutnya dari matriks B ,didapat

4 2 3
B®2=14 4 3
2 2 2
Dan
4 2 3
B® =14 4 3
2 2 2

Kemudian akan dicari nilai eigen dari matriks B
3 1 1 ®2 1,02 ,Q2 1 ®3 ,¥3 4,3
A(B) =®i— Emax(énl4221433):Emax(411 1Ay As3 )»Emax(én Ay Asz

1 1 1
A(g) = max <I max(—2,1,1), 5 max(4,4,2), 3 max(5,5,4)>

A(B) = max <% (1),% (4),% (5)>

A(B) =2

Kemudian akan ditentukan vektor-vektor eigen yang bersesuaian dengan
A(B) =2

M=-2(B)®B

-2 1 ¢ —4 -1 ¢

M=-2Q [ 3 1 2(=11 -1 0
1 € 1 -1 & -1
—4 -1 ¢] [—4 —1 ¢ ]

M®2 =1 -1 0|®|1 -1 o0
-1 & -1 -1 & -1
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-1 e -1 l-2 -2 -2
0 -1 -1
M={1 0 0
-1 -2 0
M*=MQM
0 -1 -1
Mf=|1 0 0
-1 -2 -1

Dengan demikian dapat dilihat bahwa M;; = M, = 0 sehingga kolom ke-1 dan ke-2
pada M* merupakan vektor eigen fundamental pada yang bersesuaian dengan

A(B) = 2. Kemudian akan diuji ketunggalannya dengan

Y1:a®22’ a=1

ool ]

Jadi v; merupakan vektor eigen yang bersesuaian dengan /’l(g) =2.

Selanjutnya akan ditentukan nilai eigen dan vektor eigen pada matriks B dengan cara

yang sama pada B diperoleh:

-1 2 ¢
B=14 1 4

2 € 1
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[6 3 6
—®2
B =16 6 5]

13 4 2

8 8 7
—Q3
B =110 8 10]

8 5 8
A(B) =3
|1 2 ¢
M=|4 1 4

2 ¢ 1

0 -3 0
—®2
M =]-1 0 —1]

-3 -2 -4
. [0 -1 0
M =|1 0 1

-1 -2 0
., J0o -1 0
Mii= 1 O 1

-1 -2 -1

Sehingga didapat vektor eigen fundamental pada kolom ke-1 dan ke-2 pada matriks M*,
untuk ketunggalan vektor eigen diperoleh dengan cara yang sama pada matriks B dan

diperolenv; =[0 1 -1]7.

Jadi, dari matriks B diperoleh nilai eigen 1 = [2,3] dengan v = [[0,0], [1,1], [—1,—1]]T

merupakan vektor eigen yang bersesuaian dengan A(B).
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BAB V
PENUTUP

5.1 Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan pada Bab IV dapat ditarik kesimpulan bahwa:

a) Nilai dan vektor eigen matriks interval yang diperoleh hasilnya berbentuk
interval, yaitu interval dari nilai eigen dan vektor eigen dari A dan A. Nilai
eigen matriks interval dapat ditulis :

A(4) = [1(4), 2(4)]
Dan vektor eigen matriks interval dapat ditulis :
v=[v,V]

b) Jika matriks irredusibel maka nilai eigen matriks interval tersebut tunggal.

5.2 Saran
Tugas akhir ini membahas cara menentukan nilai eigen matriks interval

dengan pendekatan aljabar max-plus. Bagi yang berminat untuk membahas lebih
lanjut tentang matriks interval ini, dapat dicari permasalahan lain terkait matriks

tersebut.
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