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ABSTRAK

Tugas akhir ini membahas tentang penyelesaian mpeesa diferensial parabolik nonlinier
u, —u, = ®d(u)+ g(x,t) menggunakan metode iterasi variasi berdasarkanatsybatas
u(0,t) =u(,t) =0 dan syarat awalu(x,0) = f(x). Metode lterasi Variasi merupakan

metode semi analitik yang digunakan untuk menyéasgpersamaan diferensial parsial nonlinier
baik yang homogen maupun nonhomogen.Berdasarkdrkajgan diperoleh bahwa metode iterasi
variasi memberikan penyelesaian dengan akurasi yakgp baik.

Katakunci: metode iterasi variasi, metode semi analitik, speraan diferensial parabolik
nonlinier.
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ABSTRACT

This paper discusses the solving of a nonlinear parabolic differential equation
u, —u, = ®d(u)+ g(xt) byusing the variational iteration method based on the initial value
problem u (0,t) = u(1,t) = 0 and boundary value problem u(x,0) = f (x). The Variations

Iteration Method is semi-analytical method used to solve a nonlinear differential equations either
homogeneous and nonhomogeneous. Based on the results of study is obtained that variational
iteration method result the solution with a good accurate.

Keywords: nonlinear parabolic differential equation, semi analytical method, variational
iteration method.
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BAB |
PENDAHULUAN

A. Latar belakang

Persamaan diferensial adalah persamaan yang meanuaan satu atau
beberapa fungsi yang diketahui. Persamaan difelemssebut juga dengan
aequatio differntialitis yang diperkenalkan oleh Leibniz pada tahun 1676

Persamaan diferensial seringkali muncul dalameahochatematika yang
mencoba menggambarkan keadaan kehidupan nyataalBaoium-hukum alam
dan hipotesa-hipotesa yang dapat diterjemahkan ldmdgersamaan yang
mengandung turunan yang melalui bahasa matem&edzagai contoh turunan—
turunan dalam fisika muncul sebagai percepatankdarpatan, dalam geometri
sebagai kemiringan (gradien), dalam biologi seb&gaepatan perubahan gaya
hidup, dan dalam keuangan sebagai kecepatan peattaminvestasi.

Persamaan differensial dibagi menjadi dua kelompekar berdasarkan
turunan fungsi terhadap variabel bebas yaitu pexaa differensial parsial dan
persamaan diferensial biasa. Persamaan diferdniagd adalah persamaan yang
mengandung turunan biasa vyaitu nao dengan satu peubah bebas
sedangkan persamaan diferensial parsial adalahrpaas yang memuat turunan
satu atau lebih variabel tak bebas terhadap dudettén variabel bebas.

Persamaan diferensial parsial nonlinier sangait suituk ditentukan
penyelesaian solusi eksaknya. Oleh karena itu pesgian semi analitik
diusulkan para pakar (ahli) untuk menyelesaikarsgraaan diferensial parsial
seperti metode Dekomposisi Adomian, Homotopi Peadulilan metode lterasi
Variasi. Beberapa persamaan-persamaan yang dikaleskengan menggunakan
metode Iterasi Variasi, misalnya: penyelesaian gmeasn diferensial parabolik
linier oleh Ghotbi, dkk (2009), penyelesaian persamsemidiferensial orda
oleh Ghorbani dan Alavi (2008), penyelesaian peesmn umum Riccati oleh
Batiha, dkk (2007) dan penyelesain permasalahdarStéeh Jafari, dkk (2008).



Berdasarkan uraian diatas penulis tertarik untukgkaji metode Iterasi
Variasi yang berjudul Penyelesaian Persamaan Diferensial Parabolik

Nonlinier Dengan Menggunakan Metode Iteras Varias ”

B. Rumusan Masalah
Rumusan masalah pada proposal tugas akhir inialadahgaimana

menentukan  penyelesaian persamaan diferensial gd&rabnonlinier

2
% - % =®(u) + g(x,t) berdasarkan syarat batag0,t) =0 u(L,t)=0,t>0
X

dan syarat awal(x,0) = f (x) dengan menggunakan metode iterasi variasi.

C. Batasan Masalah

Pada tugas akhir ini penulis hanya membatasi padsamaan diferensial

0°u _

x>

parabolik nonlinier dengan persamaan umumn%lté\— @(u) + g(x,t)

dengan variabel bebas masing-masindant.

D. Tujuan

Tujuan penelitian ini adalah untuk menyelesaikenspmaan diferensial

2

i . .. du 0°u
parsial parabolik nonlinier— —
ot  ox?

=®d(u) + g(x,t) berdasarkan syarat batas

u(0,t) =u(@,t) =0 dan syarat awali(x,0) = f x( Jengan menggunakan metode

Iterasi Variasi.

E. Sistematika Penulisan
Sistematika penulisan pada tugas akhir ini tediri beberapa bab yaitu:
Bab | Pendahuluan
Bab ini berisikan latar belakang masalah, rumusasatah, batasan

masalah, tujuan penulis ,dan sistematika penulisan.



Bab Il

Bab I11

Bab IV

Bab V

Landasan Teori

Bab ini menjelaskan tentang landasan teori yangndigan, seperti:
persamaan diferensial, persamaan diferensial par&iasifikasi

persamaan diferensial, persamaan diferensial pagvai@bolik, dan
metode Iterasi Variasi

M etodologi

Bab ini berisikan studi literatur yang digunakamyles dan berisikan
serta langkah-langkah yang digunakan untuk mencapaan dari
proposal tugas akhir ini.

Pembahasan

Bab ini berisikan tentang Metode ltersai Variasigaigunakan untuk

membahas persamaan diferensial parabolik nonlindangan

ou 0d%u
persamaan e

> =®(u) +g(xt) berdasarkan syarat batas
X

u@t)=u@t)=0 dan syarat awal u(x,0)=f x( ) serta
memperlihatkan galat.
Penutup

Bab ini berisikan kesimpulan dari seluruh uraiam daran- saran

untuk pembaca.



BAB I
LANDASAN TEORI

2.1 Kalkulus

Kalkulus adalah ilmu matematika mengenai gerakptanbahan. Dimana
terdapat gerakan atau pertumbuhan, serta gayaygengp bekerja berubah-ubah
dan menghasilkan percepatan. Kalkulus diferensiagurdkan untuk
menyelesaikan persoalan laju pertumbuhan sedangk&alkulus integral
berhubungan dengan menentukan sebuah fungsi darmiaisi mengenai laju
perubahan, yang dapat ditunjukkan sebagai berikut:

d?y

2

y' dany "adalah % dan

X dx

If(x) dx=F(x)+C dimanaF'(x):%F(x)= f(x)

Persamaan diatas digunakan dalam menyelesaikasanp@an diferensial
parsial parabolik nonlinier dengan metode iterasiasi, yang mana dalam ilmu
kalkulus terdapat bagaimana cara mengintegralkam ohenurunkan suatu

persamaan.

2.2  Deret Taylor

Deret Taylor adalah representasi fungsi materaa#bagai jumlahan tak
hingga dari suku-suku yang nilainya dihitung daruhan fungsi tersebut di suatu

titik. Deret taylor dari sebuah fungsi real atamndgsi kompleks f X ) yang

terdiferensialkan dalam sebuah pesekitaran su#ndain riil atau kompleks

adalah deret pangkat. Adapun bentuk umum dart teeyler yaitu

F(x) = f(a)+¥(x—a)+%(x—a)2+%(x—a)3+... 2.1)

Yang dalam bentuk lebih ringkasan ditulis sebagai

o (n)
F(x) = Z%(x—a)“



Dengan n! melambangkan faktoriah dan f™ @) melambangkan nilai dari
turunan ke-n dari f pada titika. Turunan ke-nol dari fungdi didefenisikan

sebagaf itu sendiri dan(x —a)° dan0! didefenisikan sebagai 1.

2.3 Persamaan diferensial
Persamaan diferensial adalah persamaan yang menggardngsi dan

bentuk- bentuk turunannya.
Berdasarkan bentuk diferensial yang dikandungngesgmaan diferensial
dapat dikelompokkan sebagai berikut:
1. Persamaan Diferensial Biasa (PDB)
Persamaan diferensial biasa yaitu persamaan yarkpita® dengan
turunan dari suatu fungsi atau memuat suku-sukiufutagsi dan turunan nya. dan

fungsi tersebut bergantung pada satu peubah bebas.

Definisi 2.3.1 ( Widiyati santoso, 1988) persamaan diferensial biasa onde-
adalah suatu persamaan yang mempunyai bentuk umum,
y®” =Fy, Y, YLy, yt)

dimanay,y',...y™ semua dibentuk oleh nilad.

2. Persamaan diferensial Parsial (PDP)
Persamaan diferensial parsial adalah persamaaamp@asn yang
mengandung satu atau lebih turunan-turunan parfilatsamaan diferensial

haruslah melibatkan paling sedikit dua variabeldseb

Definisi 2.3.2 ( loannis P Stavroulakis, 2004)Diberikan u=u(x,...X, )
merupakan fungsi dari variabel bebas x,,...x,. Persamaan diferensial parsial
adalah suatu persaman yang terdiri dari variabehde ,...x,, variabel terikat
dan turunan persial sampai beberapa orde. Dapladtdilalam bentuk.

F(X,-.., X, U, U Uss Uyasg s+ -5 Usgg ---) = 0

L xLre s Hxn?



dengan F adalah fungsi yang diberikan dan
_du ou

u, =—— U, . =——,
Toax, M oxox,

i, ] =1...,n merupakan turunan parsial terhadap

2.4  Kilasifikasi persamaan diferensial parsial

Persamaan diferensial parsial dibagi kedalam bphd@ompok, yaitu:
a) Berdasarkan Orde
Persamaan diferensial ordeadalah suatu persamaan yang dapat ditulis
dalam bentuk

yO =Fxy y..y") (2.2)

Orde suatu persamaan diferensial adalah orde ggrtolalam persamaan, yang
mana orde sama dengan tingkat sedangkan derajat gersamaan diferensial

adalah pangkat dari turuan yang tertinggi.

Contoh 2.1
ou Ou _ . . e
1.6— T 0 persamaan diferensial parsial linier orde 1 (2.3)
X
ou Ou _ , , : -
.ua——a = persamaan diferensial parsial non linier orde 1(2.4)
X
0°u  ou _ . . o
S.F + 45 =0 persamaan diferensial parsial linier orde 2 2.5X
X

b) Berdasarkan Linier dan Nonlinier
Persamaan diferensial parsial dikatakan linier figkesamaan itu berderajat
satu dalam peubah biasanya dan turunan parsialtaya sebuah persamaan
diferensial parsial disebut linier jika variabetikat u dan derivatifnya muncul
pada sebuah bentuk — bentuk linier (tidak muncdbardabentuk perkalian,
pangkat dan sebagainya)



Bentuk umumnya

2 2 2
pdU g0 O, R N g (2.6)
ox oxdy oy ox oy

dimanaA,B,... G adalah fungsi-fungsi dalam dan y ketika dikatakan bahwa
A B...G adalah fungsi, ada kemungkinan juga bahwa@...G juga fungsi

konstan. Sebuah pesamaan diferensial variabel aog tydak memenuhi bentuk
persamaan (2.6) disebut persamaan nonlinier.

Contoh 2.2
2
1. Ll = aza—l; persamaan diferensial linier
ot oX
2 2
2. 6_121 +0_121 +u =sin(x) persamaan diferensial linier
ox~ oy
ou ou _ . . .
3. ua— + (x—l)a— +u=1 persamaan diferensial nonlinier
X y

c) Berdasarkan homogen dan nonhomogennya
Menentukan homogenan atau tidaknya suatu persatagean dilihat pada
pada persamaan (2.6). persamaan ini dikatakan remjo@ G = 0 untuk semua

xdan y pada domain persamaan, sebaliknya jesz , persamaan (2.6)

dikatakan nonhomogen.

Contoh 2.3
2
1. ou + 96—2 =0 persamaan diferensial homogen
ox  0x
,\0°%U ou _ . .
2. (2x+ 5y )—2 +12u+—— =0 persamaan diferensial homogen
ox oxoy
ou _du : :
3. —+1=— persamaan diferensial nonhomogen
oxoy ox

Ju du ou ? 5 . .
u— + +|— | =1+u“ persamaan diferensial nonhomogen
ox oxdy |0y



2.5 Jenis — jenis persaman diferensial parsial
Formulasi matematika dari kebanyaan permasalahalamdailmu

pengetahuan dan teknologi dapat dipresentasikaamdaddentuk persamaan
diferensial parsial. Persamaan diferensial dagzdiikan menjadi tiga jenis yaitu
persamaan diferensial parabolik, Persamaan difiatemniperbolik dan persamaan
diferensial eliptik berdasarkan nil@ = B> —4AC pada persamaan (2.6):

a) Persamaan differensial parabolik.

Persamaan diferensial parabolik adalah persamadamniial jikaD =0.
Persamaan diferensial parabolik sering menggambaakean kalor, fenomena
difusi seperti aliran panas yang melalui permulaamni dan sebagainya.

b) Persamaan diferensial hiperbolik

Persamaan diferensial hiperbolik adalah jlka> .pésamaan hiperbolik
sering menggambarkan pergerakan gelombang, fenorgentaran seperti dawai
volin, dawai gitar dan permukaan drum.

c) Persamaan diferensial eliptik

Persamaan differensial eliptik adalah jika< . Rersamaan diferensial

eliptik adalah persamaan yang menggambarkan kortdisak yang tidak

bergantung kepada waktu, seperti fenomena sepamrtiniena kelistrikan dan

kemagnetan.
Contoh 2.4
2
1. ou —a—l: = persamaan diferensial parabolik
ot 0x
2 2
2. 0_;1 _0_[21 =0 persamaan diferensial hiperbolik
t X
2 2
3 U, 0U_, persamaan diferensial eliptik
X y

2.6 Persamaan Diferensial Parsial Orde Satu
persamaan diferensial parsial adalah persamaanbghgbungan dengan

dua atau lebih variabel bebas dan turunan parsiaPgrsamaan umum diferensial

orde pertama yaitu



a@+b@+cu:d (2.11)
ox ot

yang manaa ,b danc fungsi darix, t danu sedangkard adalah fungsi konstan.

orde pada suatu persamaan ditentukan dari tuten@mggi nya.

Contoh 2.5

Tentukan penyelesaian = u(x, y) dari persamaan diferensial orde satu

Berikut.
oy
Penyelesaian :
oy
dengan menggunakan teknik variabel terpisah,
ou = 0X
dan integralkan kedua ruas,
u=x+¢(y)

2.7 Persamaan Diferensial Parsial Orde Dua
Bentuk umum dari persamaan diferensial parsial dt@deyaitu

2 2 2
aal;+ o"u cag d@+e@+fu:g (2.12)
0x 0xot ot 0x ot

dengana, b, ¢, d, e danf fungsi darix, t danu. Persamaan (2.12) dikatakan

linier jika fungsia, b, c, d, e danf tidak terikat pada variabel bebagika tidak

maka persamaan (2.12) nonlinier dan persamaan )(2likatakan dikatakan

homogen jikag = Qjika tidak maka persamaan (2.12) dikatakan nondgan.

Contoh 2.6

Tentukan penyelesaian dari persamaan diferenslal duwa
0%u _ 46u

el s 2.13
ox> ay (2.13)



Penyelesaian :
Jikau(x,y) = X(X)Y(y), maka persamaan (2.13) menjadi
XY =4XY
Pembagian denga#XY , dan dipisahkan variabel-varibel tersebut, maka
X .Y (2.14)
4X Y

Karena ruas Kiri pada persamaan diatas tidak benggrpaday dan ruas kanan
tidak bergantung kepada maka diasumsikan bahwa kedua ruas sama dengan
konstan. Untuk diberikan sebuah konstankt >0,k®<  alau k*= Q
Selanjutnya penyelesaian yang diberikan akan bartezdantung kepada nil&i.

a. Kasusk® > Q maka persamaan (2.14) menjadi

XY e
4X Y

Atau dapat ditulis
X"-4k*X =0

dan
Y'-k?Y =0

Penyelesaian untuk diberikan oleh
X"=4k*X =0

(D-2k)(D+2k)X =0
X = ¢, cosh2Ax + ¢, sinh2Ax
sedangkan penyelesaiandiberikan oleh
Y'-k?Y =0
Y =c,e™
Jadi penyelesaian untuk= XY dari persamaan (2.13) adalah

u(x, y) = X(x)Y(y)
= (¢, cosh2Jx + ¢, sinh2x) (c,e™)

=C,e"” cosh2/x + C,e™” sinh2Ax

denganC, =c,c, danC, =c,C,



b. Kasus-k? <0, maka persamaan (2.14) menjadi

X Y e
4X Y
Atau dapat juga ditulis
X"+4k*X =0
dan
Y'+4k?Y =0

penyelesaian untuk diberikan oleh
X(X) = ¢, C0S2Ax + C, Sin2Ax
sedangkan penyelesaiandiberikan oleh
Y =c,e™
Jadi penyelesaian dari persamaan (2.14) adalah
u(x, y) = X(x)Y(y)
= (c, CoS2Ax + ¢, sin2Ax)(c,e™)

_2 32 .
=C,e™" cos2Ax + C,e™"? sin24x

denganC, =c,c, danC, =c,c,

c. Kasusk?= Q
x_zY_zo
4X Y

atau dapat ditulis
X"=0 danY'= 0

Penyelesaian untuk x( danY (/) masing-masing diberikan oleh
X(x) =¢x+c,

dan
Y(y) =¢;

sehingga



u(x, y) = X(x)Y(y)
= (c,x+¢,)C;
=Cx+C,

denganC, =c,c, danC, =c,c,.

2.8 Persamaan Diferensial Parsial Parabolik
Persamaan parabolik merupakan persamaan yang herggrada waktu

dan penyelesaiannya memerlukan kondisi awal damaty@atas. Persamaan
parabolik yang paling sederhana adalah persameasampatan panas, yaitu
dengan memisalkan (x,y, z,t) merupakan temperatur dalam benda (3 dimensi )
danH(t) merupakan panas dalam kalori yang dimuat bendbuiktzan panas dan
temperatur adalah panas merupakan massa dikaletamp dan kapasitas panas

benda. Pada benda dengan daddaherlaku:
H(t) = J' J' jD cou dxdydz
dengan c menyatakan kapasitas panas danmerupakan rapat panas benda.

Perubahan panas

AL [, couaxayeiz

Sedangkan menurut hukum fourier panas mengalir gianas daerah ke
dingin sebanding dengan gradien tamperatur. Tempas tidak dapat hilang dari
daerahD kecuali keluar lewat batas, sesuai hukum kekekaangi. Oleh karena

itu perubahan energi panasisama dengan fluk panas yamg melintasi batas,
dH _ —
T _ﬂmk(n. Ou)dS

Dengan k faktor pembanding berupa konduktivitas panasargeinya

dengan menggunakan teorema divergensi integraligktiegral memberikan

(], cou,deaydz = [[[ 0.(Ou)dxdydz

ou
- cpo— =0.(kOu
pat (kOu)

Persamaan terakhir dikenal sebagai persamaan plnéisk co dan k

konstan persamaan menjadi lebih sederhana



du __,(0%u 0°u  d°u
—=C + +
dt ox> oy* 0z°
denganC? =k /(cp Yisebut difusi panas.

Sekarang tinjau persamaan panas dalam satu dins&tsira fisik diberikan
batang yang panjangnya L dan mempunyai tamperaiug jidak merata. Panas
akan merambat mengikuti persamaan:

% = C2 a_zu

ot ox*

yang mana menyatakan temperatur batang pada posjsebagai jarak yang di

(2.15)

ukur dari ujung kiri, dan waktu t. Oleh karena sydratas sama dengan nol
contoh seperti pada getaran dawai, menyelesaikesarpaan (2.15) diperlukan
syarat awal dan batas. yaitu
1. Temperatur kedua ujung batang dipertahankan konsisad :
u(0,t)=0=u(L,t) (2.16)
2. Pada awalnya distribusi temperatur diketahui

u(x.0) = f(x) (2.17)
Disini diberikan dua syarat batas terkait dengasttan satu syarat awal terkait
dengant yang berbeda pada persamaan geteran dawai. Hadpait dijelaskan
secara sederhana dengan melihat persamaan yangkhdisglesaikan, yaitu
memuat turunan kedua terhadagan turunan pertama terhada®leh karena itu
untuk menyelesaikannya diperlukan tiga kali integy@ng menghasilkan tiga
konstanta integrasi. Konstanta ini dapat ditentutangan menggunakan syarat
yang sesuai dengan variabel pengintegralannya. fgasamaan (2.15) dipeoleh
dengan menggunakan metode pemisah peubah, dengaisalk@anu sebagai
perkalian antara fungsi dari peubah dan fungsi dari peubah, vyaitu
u(x,t) = F(X)G(t) selajutnya kita ikuti langkah-langkah berikut,
1. Turunanu terhadap dan juga terhadap

ou ,

i F(X)G'(t)

o°u _ _.,
K_F (X)G(t)

2



Subtitusikan keduanya pada persamaan (2.18) maligimas

F(X)G'(t) = C*F"(X)G(t)

G _F'(_
C’G(t) F(X)

F"(x)-KF(x)=0

K (konstanta)

= G'(t) -C?KG(t)=0

2 . Syarat batas (2.18)
u(0,t) =F(0)G() =0
F@O) =0
F(L)=0
u(L,t) = F(L)G(t) =0

3. Tak trivial (tidak nol) dariF terjadi padak =-p?” negatif
F"(X) + p°F(X) =0= F(x) =acospx+ bsin px
Yang manaF (0) =0 menghasilkara =0dan F(L) = 0 memberikan jawaban tak

trivial jika sinpL=0 < pL=nn untukn= 12..sehingga diperoleh

F. (X) :sin”—L”x

4. Pada persamaan
n*mr
L2

G'(t) + C? G(t)=0

menghasilkan

G, () =e™

denganA, =CLLH sebagai nilai eigen.



5. Fungsi Eigen
u, (xt) =G, (t)F, (x)=e™ sinnTl2 X
6. Dari persamaan (H.1) sebagai kombinasi linier fiargs eigen
u(x,t) :iAne’”ﬁn sin%x (2.19)
=]

7. Syarat awal digunakan untuk menentuk§n

u(x.0) = i A, sin%x =f(x)

deret fourier sinus memberikan rumusan untuk miémady A, yaitu:

A :%lj f (x)sin%T xdlx (2.20)

2.9 Metode Iterasi Variasi

Metode iterasi variasi adalah salah satu metode yAgunakan untuk
menyelesaikan persamaan diferensial parsial demganggunakan pengali
lagrange. dan perkiraaan awal dapat dipilih sebetzas dengan kostanta yang
tidak diketahui. dengan persamaan awalnya:

Lu+L,u+ Nu=g(xt) (2.21)

LO=20)

Bentuk umum dari persamaan (2.2.1) adalah

L(u) + N(u) = g(x,t)
denganlL,,L, adalah operator liniet,x, dan N adalah operator nonlinier dan
g(x,t) adalah fungsi kontinu yang diberikan.

Selajutnya persamaan (2.2.1) dibentuk kedalam dweetterasi variasi

yaitu:

U (%) =t () + [ AL, + (L + N)T, — g (X 1)}0s (2.22)



u,(x) adalah nilai awal yang diketahui
A adalah fungsi pengali legrange
u, adalah variasi yang tebatas.dap,,n> 0

dimana untuk mencari nilai fungsi penggali legrafggyaitu :

_ (D"
(m-21)!

m adalah banyak orde

(S _ t) m-1

Setelah didapat nilai fungsi penggali lagrenge g, disubtitusikan kedalam
persamaan (2.22) untuk mencari nilgidimanau, (x,t) = f &)

U (xt) =u,(xt) +j—1{a”°(x’t) _ 0%, (Zx’t) —d(U) - g(x,t)}ds
5 0s ox

u (%) =f(x) +j—1{af (0 _o°f EX) — d(u) - g(x,t)}as .
5 0s ox

Selanjutnya akan dicari nilai

0, (% 1) = Uy (1) + 1{6“1(" 0 62‘;1)2"” — () - g(x,t)}as

1{6u ,(%,1) 92U, (X,1)

U, (X,t) = u, (x,t) + S —P(u) - g(x,t)}as
0x

I
I

u, (x,t) |

sehingga penyelesaian semi analitik persamaan )(ag8alah u,,u,,u,,

solusi eksaknya diperoleh untuk— oo, dan

u(x,t):!]i[r;un (x,1).



Contoh 2.7
Tentukan penyelesaian dari persamaan paraboliérliperikut ini

ou x* 0°u

—(Xt)—— x,t)=0 2.23

p (1) > (x,t) (2.23)
dengan masalah nilai awalx,0) = x* (A.H.A Ali, 2009)

Penyelesaian

2

Persamaan (2.23) dapat dibentmlg(x,t)—%uxx(x,t):o, setelah itu akan
ditentukan nilai fungsi pengali lagrangé) yaitu

— (_1)m _4\ym-1
A——(m_l)!(s t)

-*
1-1)!

A=-1

(s—t)**

Selanjutnya persamaan (2.23) dibentuk kedalam raetecdasi variasi yaitu
t
Uni (X, Y, Z,1) = U, (XY, Z,) +J'/1{Lsun + (L, + N)T, - g}ds,
0

Up,y (1) = U, (X,1) = j {(Un (x,9)s - x_22 (T, (x,9)) xx}ds,

t

u, (X,t) = uy(x,t) - j {(u0 (X,9) — )(—22(6n (x,9)) XX}ds

0
t X2
=x*-1{0-2-(2) }ds
{ { ;@
t
= x? +Ix2ds
0
= x% + x°t
=X (L+1) (2.24)
Setelah itu untuk menententukan, (x,t) didapat dengan menggantikan variabel

t dengan spada persaman (2.24), sehingga persamaan (2.24)adnen

u, (x,t) = x*(L+s) dan nilaiu, (x,t) didapat yaitu:



u, (xt) = u, (x,t) - H(Ul(x, 9))s ‘X—;(Ul(xl S))xx}ds
=x?(L+t) —J:{xz —X—222(1+ S)}ds
= x? (1+t)+j(x25)ds
= x2(1+t)+%x2t2
2 (2.25)
= x? (1+t+3)

Selanjutnya, untuk menentukam, x t( dilakukan dengan menggantikan nilai

variabel t dengan s pada persamaan (2.25) sehingga diperoleh
2
u, (x,t) = x> @+ s+%) danu, Kt )didapat yaitu :
t X2
Uy (1) =u, (1) = | {(uz(x, s =5 (U (% s»xx}ds
0

— 2 t? _t 2 2 _X2 2
=X (1+t+?) j X°+X°s 7(2+25+s) ds

0

t2 t XZSZ
=x*@A+t+—)+ ds
( >) {( )
G

=X+t +—)+
( 2)

= x2(1+t+ﬁ+£)
2! 3! (2.26)
2

Jadi solusi yang didapat dari persamaal(lx,t)—%uxx(x,t):o dengan nilai

awal u(x,0)= x* adalah :

U, (X,t) = x> (@+1)
2
U, (x,1) = X (1+t+%)
2 t3

t
=2 (14t —
Ug (X, 1) = x* L+t ! !)



u(xt)—x2(1+t+£+£+ ﬂ)
e 21 3 nl

dan solusi exsaknya yaitu:

2 3 n

. t t
u(x,t) =lim@+t+—+—+..—)x* =e'x?
n-e 2! 3l n!

Akurasi penyelesaian pada persamaan (2.23) bergamada banyaknya
iterasi yang dicari.

Grafik 2.1 menunjukan bahwa akurasi penyelesaigat) yang diperoleh
dengan menggunakan metode iterasi variasi untulerbph iterasi terhadap
penyelesaian eksak persamaan diferensial paraboliklinier di x=1dant=1

sampai 3

20

ux,t)

1152253
— solusi eksak

iterasi 1
iterasi 4

—— s terasi B

2
Grafik 2.1 persamaan ut(x,t)—%uxx(x,t):o dengan nilai awal

u(x,0)= x> padat = 1.3

Berdasarkan pada gambar 2.1 dapat dilihat bahwaakyang dibentuk oleh

Uq (x,t) lebih mendekati dibandingkan kurva- kurva lainnigal ini menunjukan
iterasi lebih banyak akan mendekati kurva penyelesfisaknya. Sedangkan
untuk memperlihatkaerror yang dihasilkan oleh beberapa kurva terhadap isolus
eksak, dilihat pada gambar 2.2 dibawah ini



Grafik Eror

10

Ba

0.1

0.01

Suku

Grafik error 2.2 Kecepatan metode iterasi variasi menghampiri persamaan

2
diferensial parabolik nonlinien, (X,t) —X?uxx(x,t) = 0denganu(x,0) = x*

diu (0.1,2) untuk beberapa iterasi.

Contoh 2.5

Tentukan penyelesaikan dari persamaan parabolikamagen berikut ini:

—( t)— (xt) e (cost —sint) =0 (2.27)

dengan masalah nilai awalx,0) = x (Abdoul.R, 2009)

Penyelesaian

Persamaan (2.27) dapat dibentykx,t) —u,, (x,t) — ™ (cost - sint) = O setelah

itu akan dicari nilai fungsi pengali lagrangé (ygitu

(=D"

= (m_]_)l (S—t)m_

— (_1)1 4\

_a—nﬁs g
A=-1

Selanjutnya persamaan (2.27) dibentuk kedalam raetedasi variasi yaitu

Upey (X,1) = U (xyzt)+jA Lyu, + (L, +N)T, - g}ds,

U, (x,t) =u,(x,t)- j{(u (x,9), — (T, (x,9),, —e™ (cost—smt)}



u, (X,t) = uy (x,t) - j'{(u0 (%,9), — (U, (x,9)),, — €7 (coss—sin s)}ds

x—[{0-0-e (coss-sins)}ds

= x - [ e (coss+sins)ds

t
|
t
{
= x+e™(sint + cost — 1)
= x+ e (cost +sint —1) (2.28)
Setelah itu untuk mencari nilai,(x,t) didapat dengan menggantikan variabel

dengan spada persaman (2.28) ,sehingga persamaan (2.28)jadnen

u, (x,t) = x+e™ (coss+sins—1) dan nilaiu,(x,t) didapat yaitu:
t
u, (x,t) =u, (x,t) - j{(ul(x, ). — (u,(x,9)),, — e (coss-sin s)}ds
0

t
u, (x,t) =x+e™ (cost +sint -1) — J'{e“x) (coss—sins) —e(™
0
(sins+ coss—1) - e™ (coss - sin s)}ds
t
= x+ e (cost +sint —1) + je(‘x) (sins+ coss—1)ds
0

= x+e™ (cost +sint —1) + e (sint — cost — t +1)
= x+e™ (2sint - t) (2.29)

Selanjutnya begitu juga dalam mencari nilai x t (dilgkukan dengan

menggantikan nilai variabet dengan s pada persamaan (2.29) sehingga

diperolehu, (x,t) = x+ €™ (2sint —t Wan nilaiu, & t )idapat yaitu :
t
Ug (X,1) = U, (X,t) = J'{(u2 (%,9), - (u,(x,9)), - (coss-sin s)}ds}ds
0

t
u, (x,t) =x+e™ (2sint —t) - J'{Ze(‘x) coss—e™ — (2e sins—e(™sg) -
0

e (coss - sin s)}ds



t

Uy (x,t) = x+e™ (2sint —t) + j €™ (coss-sins- s)}ds
0

U, (x,t) = x+e™ (2sint —t) —e™ (cost +sint +%t2 —t)

. 1
— (—X) _ _ 2
U; (x,t) = x+e(sint —cost Et) (2.30)
Jadi hampiran yang didapat dari persamaan (2.27)
dengan nilai awali(x,0)= x adalah

u, (x,t) = x+e™ (cost +sint —1)
u, (x,t) = x+e™ (2sint —t)

u, (x,t) = x+ e (sint - cost —%tz)

dan solusi exsak nya yaitu:
u(x,t) = x+e™ sint

Akurasi penyelesaian pada persamaan (2.27) bergampada banyaknya
iterasi yang dicari.

Grafik 2.3 menunjukan bahwa akurasi penyelesaignt yang diperoleh
dengan menggunakan metode iterasi variasi untulerbph iterasi terhadap
penyelesaian eksak persamaan diferensial parabmik linier di x=1dan

t =1sampai 3

=

C
i

o
0

(x.1)

u
b

.y
iy
M

2.5 =

solusi exsak
itera=i 1

iterasi 4

— —— iterasi S

Grafik 2.3 pada persamaan (2.27) dengan nilai aw@,0)=x pada
t=1..3



Berdasarkan pada grafik 2.3 dapat dilihat bahwaya&uwang dibentuk oleh

us (x,t) lebih mendekati dibandingkan kurva- kurva lainnijal ini menunjukan
iterasi lebih banyak akan mendekati kurva penyales&saknya. Sedangkan
untuk memperlihatkaerror yang dihasilkan oleh beberapa kurva terhadap isolus

eksak, dilihat pada gambar dibawah ini

Grafik Eror
1
=]
0
| 0.1 - E
E
0.01
Suku

Grafik 2.4 kecepatan metode iterasi variasi mengiia persamaan
diferensial parabolik nonlinien, (x,t) —u, (x,t) —e™ (cost - sint) =0

denganu(x,0) = x diu (0.1,2)untuk beberapa iterasi.



BAB I11

METODOL OGI

Metode yang digunakan penulis pada skripsi ini adalah studi literatur, dengan
langkah-lankah sebagai berikut:
1. Menentukan persamaan diferensial parabolik nonlinier dengan persamaan

2
umumnya % = g—l; +®d(u) + g(x,t) berdasarkan syarat batas
X

u(0,t) =0 u(Lt) =0, t >0 dan syarat awal u(x,0) = f(x).
2. Mengubah persasamaan diferensia parabolik nonlinier kedalam bentuk
Metode Iterasi Variasi yaitu:
t
u.,, (xt)=u_(xt)+ j ML, + (L, +N)T, - g(xt)}ds
0

3. Menentukan nilai m dan mencari nilai fungsi pengali Lagrange (A)

="
(m-1)!

yaitu: A(s) = (s-t)™*

4. Mencari nila U;,U,,U;...U sehingga akan ditemukan hampiran dari
solusi eksak pada suatu persamaan diferensial parabolik nonlinier dalam

bentuk u(x,t)=limu,(x,t).

-1



BAB IV
PEMBAHASAN

4.1  Persamaan Diferensial Parsial Homogen
Pertimbangan kembali persamaan diferensial parsial parabolik berikut ini
ou _d%u
ot ox?

= ®(u) + g(x,1t) (4.1)

dengan syarat batas u(0,t) = u(Lt) =0 dan syarat awa u(x,0) = f (X). Persamaan
pada (4.1) dapat ditulis dalam bentuk operator L.u+ L, u+ ®(u) = g(x,t)

atau
Lu=g(xt)-L,u—-®d) (4.2
Komponen ®(u)pada persaman (4.1) berbentuk nonlinier Nu dan L, =%

adalah operator diferensia. Persamaan (4.2) dikatakan homogen
apabilag(x,t) =0. Untuk menyelesaikan persamaan (4.2) dilakukan dengan

mengubah persamaan ini kedalam metode iterasi variasi yaitu:
Upy = U, (6 1) + [ ML, + (L + N)T, = g(x,1)}0s (4.3)

Selanjutnya akan ditentukan fungsi pengali legrange (A) yaitu:

— (_1)m _\m-1
_(m—l)!(s g

Kemudian  setelah pengali legrange  didapat akan  ditentukan

u, (1) u, (X, t),us(x,t)... dimana u,(x,t) = f(x)

0uy(X,1)  0%Uy(X,t)
x>

u, (x,t) =uy(x,t) +j.—l{ -o(u) - g(x,t)}as.

x>

= f(x) +j—1{afa(sx) _OT9 ®(u) - g(x,t)}as .



U, (%,t) = Uy (x,t) +

1 ou (x t)  9%u,(xt)
ox>

_0%u,(x.t)
x>

-®(u) - g(x,t)}as :

U () = U, (%) +j 1{‘9“ 2 (%) —d(u) - g(x,t)}as

u, (x,t)

Sehingga didapat nilai u,,u,,...u, dan solusi dari persaman (4.3) yaitu:
u(x,t)=limu, (x,t).
Contoh 4.1

Tentukan penyelesaian persamaan differensial parsial parabolik nonlinier berikut
ini:

Dengan nilai awal u(x,0) =e* (Mustafa 2004)

Penyelesaian

Penyelesaian persamaan parabolik nonlinier pada persamaan (4.4) dilakukan
dengan menentukan nilai u,(x,t),u,(Xxt),u;(xt),..u, (x,t) .Namun sebelum itu

akan ditentukan nilai fungsi pengali legrange (A), yaitu

—_ (_1)m _+\m-1
-7
(D

o ey

A =-1
Oleh karena u, (x,t) = e*. Selanjutnya u, (x,t) diperoleh dengan menggunakan

Uy = Ug(%,t) +jA(s){Lsuo + (L + N)T, - g(x,)}ds

2 2
—er+ -1 %o 0 Yoy, + %o | Lo
ds ox° ox




Setelah di peroleh u, (x,t), selanjutnya untuk menentukan u, (x,t) lihat kembali n
u,(x,t) kemudian ganti t dengan s pada persamaan u,(x,t) sehingga bentuk

u,(xt) = e*(d+s) dan u,(x,t) didapat :
t
u, =u,(x,t) + j AL, + (L, +N)T, - g(x,t)}ds
0
Lo{ou o, o (ou )
u, =€ @+t)+|-L—=2-—>=-u "+ —| 0s
=€+ l {as e (axj
t
=e*(1+1) +J‘—1{eX —e*(1+s)—(e* +e*s)” + (e + exs)z}as
0
t
=e(1+1) + j (e*s)ds
0

t2
=e’(l+t+—
( >)

Untuk u,(x,t), dengan cara yang sama ganti t dengan s pada persamaan

2
u,(x,t), sehinggadiperoleh u,=e*(1+ s+%) dan u,(x,t) didapat:

Uy (X,1) = U, (X,1) + jA(s>{Lsu2 + (L + N)T, - g(x,1)}ds

2 t 2 2
:ex(1+t+t—)+J'—1 %—a—u;—uzz+(%j s

2" 0s  0x ox

S s’
= ex(1+t+—)+j—1 e*+e's—(e*+e's+e"—) -
27 9 2
2

2
s s
(e* +e*s+e* 7)2 +(e* +e*s+e” 7)2}65

t2 t S2
=e*(l+t+—)+ | (e*=—)0os
( 5) {( )

t> t
us(x,t) =e*(@d+t+—+—

dan u, (x,t) diberikan oleh

t2 t3. ¢ .|ou, d%u ou, )’
U (xt) =€ @+t+—+—)+|-L-—2-—2-u’+| 2| 0s
() =e( 2 6) ! {65 x> ° [axj



t2 t3 t eXSZ SZ SS
=€ (It +—+)+ [~L e+ st (e +esHE - +—)’
2 6 3 2 2 6
s s g s
—(e" +e's+e* —+e&* ) +(e* +efs+e —+e =)?
2 6 2 6

t2 t3 t S3

=€ (l+t+—+—)+| (e —)0s

W=+ !( 3
2 3 t4

t
u,(xt)=e‘@+t+—+—+—
,(x 1) =€"( >t 24)

Langkah-langkah yang sama dilakukan dan diperoleh

2 3 4 5
Ug(x,t) = €e* 1+t+t_+t_+t_+t_
2 3 4 5§

penyelesaian eksak persamaan 4.4 adalah:

u(x,t):ex(1+t +ﬁ+E +E+...j

2 3 4

u(x,t) =e*e
Akurasi penyelesaian dari persamaan (4.1) bergantung kepada banyak iterasi yang
digunakan.

Grafik (4.1) menunjukkan bahwa akurasi penyelesaian u(Xx,t)yang

diperoleh dengan menggunakan metode iterasi variasi untuk beberapa iteras

terhadap penyelesaian eksak persamaan diferenesial parabolik nonlinier di
t=1.6

400

=00

200

100

1 2 3 £l = =1

solusi eksak
iterasi 2
iterasi 4
—_————— iterasi 8

—_— iterasi 10

Grafik 4.1 Hampiran penyelesaian persamaan (4.4) dengan u(x,0) = x*

pada 1<t <6 untuk beberapaiterasi.



Berikut ini akan ditunjukan tabel galat dari masing-masing iterasi.
Tabel 4.1 Perbanding galat dengan nilai x=0.1

t E, E4 Es Eio

0.1 | 0.000188894 | 0.000000093 0. 0.
1 | 0.241238728 | 0.010994787 0.000003379 0.000000029
2 | 2.640315322 | 0.429973487 0.001939034 0.000067845

Berdasarkan pada gambar 4.1, dapat dilihat bahwa, kurva yang dibentuk oleh

Uy, (X,t) lebih mendekati dibandingkan kurva- kurvalainnya Hal ini menunjukan

iterasi lebih banyak akan mendekati kurva penyelesain eksaknya. Sedangkan

untuk memperlihatkan error yang dihasilkan oleh beberapa kurva terhadap solusi
eksak, dilihat pada gambar 4.2
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Grafik 4.2 kecepatan metode iterasi varias menghampiri persamaan

diferensial parabolik nonlinier pada persamaan (4.4) dengan u(x,0) = x*di

u(0.1,2) untuk beberapaiterasi.



Contoh 4.2

Tuntukan penyelesaian eksak dari persamaan parabolik non linier berikut ini

au 1 du?
at 26x

-u@l-u)=0 (4.5

dengan nilai awa u(x,0) =e™* (Hossein Jafari 2008)

Penyelesaian

Penyelesaian persamaan parabolik nonlinier pada persamaan (4.5) dilakukan
dengan menentukan nilai u, (x,t),u, (X,t),u;(X,t),..u, (xt) .Tapi sebelum itu akan

dicari nilai fungsi pengali legrange (A) yaitu

— (_l)m _4\m-1
/1_( _1)'(5 t)
_(=D"
. 1)|(S "
A=-1

Selanjutnya akan tentukan u, (x,t) ,

U, (X,t) = Uy (%,t) +Jt-/1(s) {Lu, + (L, +N)T, - g(x,t)}ds

ex+j; 1{au (a(;x) j uo(l—uo)}as

ex+j' 1{0+ ( 2e‘2x) e (1- e‘x)}a

—e* +J'(e‘2X +e* —e?)0s
0

=e” +Jt'(e‘x)as
0
u, (x,t)=e™(1+t)
Setelah diperoleh u,(x,t), kemudian untuk menentukan u,(x,t), perhatikan
kembali u,(x,t), dan dengan mengubah t oleh s pada u,(xt), maka
u,(x,t) =e(1+s) dan u,(xt) diperoleh



U, (1) = Uy (%,t) +j)|(s){|_su1 +(L, +N)T, - g(x,t)}os

-u(xt)+J’ {aul 2(6(;)1()2j—u1(1—u1)}03

_]_{e—x _ e—2x (l+ S)Z _ (e—x +te—X) + (e—2x + 2t +t2e—2x}

—e"(1+t)+

O —_—y

t

=e X (L+t)+ j (s£7)ds

t2
e (l+t+—
( >)

Selanjutnya untuk mencari u,(x,t), dilakukan dengan cara yang sama pada

2
u,(x,t) dengan u,(x,t)=e™(1+ s+%) , sehingga didapat u,(x,t) :

Uy (X,t) =u,(x,t) + jA(s){l_Su2 +(L, +N)G, - g(x,t)}os

—u, (k) + |- 1{6“2 (a(;;)J uz(l—uz)}as

t
:e—X(1+t+E)+J'_1{e-X(1+ S)_%e_zx(2+28+32)2 -

0

e (l+t+ 12)(1— e (l+t+ %)j}

2 2
=e* 1+t+t— +J't S—e'X 0s
2 o\ 2



Langkah yang sama dilakukan untuk u,(X,t),

U, (X,1) = Ug(x,1) +jA(s>{Lsu3 + (Lo + N)T, - g(x,1)} 05

=u,(x,t) +j—1{aau; + %[6(;)3()2 J -u,(1- us)}és

0

—e(l+t+— +—)+J' { e‘x(6+6s+3s,2)——6 ‘ZX(6+6s+3sz+ss)2}

2 3 3
o1+l D +r S e |os
2 6 ol 6

2 3 4
=g 1+t+t—+t— +t—e‘X
2 6 24

t?2 ot t!
u(x,t)y=e ™| 1+t+—+—+—
2 6 24

Selanjutnya untuk mencari ug(x,t),ug(x,t),.... sama hanya mencari u,(x,t)
sehingga nantinya akan didapat penyelesaian hampiran dari solusi eksaknya., dan
nilai solusi eksaknya yaitu
2 3 4
u(x,t)y=e™> 1+t+t—+t—+t—+
2 3 4

u(x,t) =e*e

Akurasi penyelesaian dari persamaan (4.5) bergantung kepada banyak iterasi yang
dicari

Grafik (4.3) menunjukkan bahwa akurasi penyelesaian u(x,t) yang
diperoleh dengan menngunakan metode itersi varias untuk beberapa iters
terhadap penyelesaian eksak persamaan diferenesial parabolik nonlinier di
t=01..2
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Grafik 4.3. Hampiran penyelesaian persamaan (4.5) dengan u(x,0) = x* di
1<t <5 untuk beberapaiterasi.

Berikut ini akan ditujukan tabel galat dari masing-masing iterasi

Tabel 4.2 Perbandingan galat dari masing-masing suku dengan x=0.1

t Es Es = Eo

0.1 | 0.000038467 0.000000016 0.000000002 0.000000001
1 | 0.046703329 0.001461459 0.000025208 0.000000274
2 | 0.955257462 0.110742539 0.007332547 0.000310880

Berdasarkan pada gambar 4.3 dapat dilihat bahwa, kurva yang dibentuk oleh
Uy (x,t) lebih mendekati dibandingkan kurva- kurva lainnya. Hal ini menunjukan
iterasi lebih banyak akan mendekati kurva penyelesain eksaknya. Sedangkan

untuk memperlihatkan error yang dihasilkan oleh beberapa kurva terhadap solusi
eksak, dilihat pada grafik 4.4.
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Grafik 4.4 kecepatan metode iterasi varias persamaan (4.5) dengan

u(x,0) = x* diu(0.1,2) untuk beberapaiterasi.

Contoh 4.3
Tentukan penyelesaian persamaan differensial parsial parabolik nonlinier berikut
ini:
2
@ - [lja_l: = (ljuz (46)
ot (x)ox X
dengan nilai awal u(x,0) = x (A. Soufyane, 2005)
Penyelesaian

Penyelesaian persamaan parabolik nonlinier pada persamaan (4.6) dilakukan
dengan menentukan nilai u,(X,t),u,(X,t),us(X,t),...u,(x,t) .Namun sebelum nya

akan ditentukan fungsi pengali legrange (A), yaitu

— (_l)m _\m-1
/]_(m—l)!(s g

— (_1)m 11
A= (1_1)!(3 t)

A=-1




Selanjutnya akan ditentukan u, (x,t) yaitu:

U, = Uy (60 + [ AL, + (L, + N)T, - g(x D} 0s

:X+j_1%_lm_lu2 S
b Tlas xax® x °

t
=x+[~40-0-xos

0

=X+ Jt' (x)0s
u, = x(1o+t)
Setelah didapat u,(x,t), untuk menentukan u,(x,t) perhatiakn kembali u,(x,t),
kemudian ganti t dengan < pada persamaan u,(X,t) sehingga bentuk

u,(x,t) = x(1+s) dan u,(x,t) didapat :

u, = u, (xt) +Jt-)l(s){Lsu1 +(L, + N)T, - g(x,t)}os

t 2
e {22108
0

t

= X(1+1) +j—1{x—0—§(x2 +2x%s+ xzsz)}as

0
t
= x(1+t) + j (2xs+ xs%)0s
0
2 1 3
U = XL+t 421

Untuk menentukan u,(x,t), dilakukan cara yang sama pada u,(x,t), yaitu

dengan  menggantikan s dengan t pada persamaan U, (Xt),

u, = XA+t +t? +%t3) sehingga diperoleh u,(x,t)
t
Uy = U, (1) + [ AL, + (L + N)T, -~ g(x, 1)} 0s
0

t 2
= X1+t +t? +1t3)+J'—1 u, 107, U22 —luz2 0s
3 5 0s x ox° X



t 2
= x(L+t +t2 +1t3)+J'—1 X + 2XS + XS? —O—l(x(1+t+t2 +1t3)j s
3 0 X 3

42t* 21t°  Tt° tf
+ + +—)

= X1+t +t? +t3 +
63 63 63 63

Untuk u,(x,t),us(x,t),us(xt),--- sama seperti mencari u,(x,t) sehingga akan

didapat hampiran dari solusi eksaknya, dan solusi eksak yaitu:

u(x,t)=1—xt dimananilai 0<t <1
Akurasi penyelesaian dari persamaan (4.6) bergantung banyak iterasi yang
dilibatkan.

Grafik (4.5) menunjukkan bahwa akurasi penyelesaian u(x,t) yang
diperoleh dengan menggunakan metode itersi variasi untuk beberapa itersi
terhadap penyelesaian eksak persamaan diferenesial parabolik nonlinier di
O<t<l1
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Grafik 4.5. Hampiran persamaan (4.6) dengan u(x,0) = x untuk beberapa
iterasi.
Berikut ini akan ditunjukan tabel galat dari masing-masing iterasi .



Tabel 4.3 Gaat dari masing-masing suku dengan x =0.1

T E1 Ez = Es
0.1| 0.001111111 0.000077778 0.000001728 0.000000002
0.2 | 0.005000000 0.000733333 0.000007330 0.000000034
0.3 | 0.012857142 0.002957142 0.000075682 0.000000923

Berdasarkan pada gambar grafik 4.5, dapat dilihat bahwa, kurva yang dibentuk

oleh lebih mendekati dibandingkan kurva- kurva lainnya. Hal ini menunjukan

iterasi lebih banyak akan mendekati kurva penyelesain eksaknya. Sedangkan

untuk memperlihatkan error yang dihasilkan oleh beberapa kurva terhadap solusi
eksak, dilihat pada gambar 4.6
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Grafik 4.6 kecepatan metode iterasi varias persamaan (4.6) dengan
u(x,0) = xdi u(0.1,0.3) untuk beberapaiterasi.




4.2  Persamaan Diferensial Parsial Nonhomogen
Pertimbangan kembali persamaan diferensial parsial parabolik berikut ini
ou _d%u
ot ox?
dengan syarat batas u(0,t) =u(L,t) =0 dan syarat awal u(x,0) = f (x). Persamaan

= ®(u) + g(x.t) (4.7)

pada (4.7) dapat ditulis dalam bentuk operator L.u+ L, u+ ®(u) = g(x,t)
atau
Lu=g(xt)-L,u-®d) (4.8

ou

Komponen ®(u) pada persaman (4.7) berbentuk nonlinier Nu dan L, :E

adal ah operator diferensial.
Persamaan (4.8) dikatakan homogen apabilag(x,t) # 0.Untuk menyelesaikan

persamaan (4.8) dilakukan dengan mengubah persamaan ke dalam metode iterasi
varias yaitu:

Upy = U, (6 1) + [ LU, + (L + N)T, = g(x,1)}0s (4.9

Selanjutnya akan ditentukan fungsi pengali legrange (A) yaitu:

_(pm
(m-1)!

Kemudian setelah didapat fungs pengali legrange akan ditentukan

(s-t)™*

u, (X,t) u, (X, t),us(x,t)... diamana u,(x,t) = f(x)

AU, (X,t) 07Uy (x,t)
ox*

u, (x,t) :uo(x,t)+j'—1{ —CD(u)—g(x,t)}as

Wikt =109+ ]-

0

1{af (x) _8%f(x)

v - d(u) - g(x, t)}as

u,(x,t) =u, (xt) +

1{ U (1) a“(“) —d(u)- g(xt)}as.

us (X, t) =u,(x,t) +

j 1{6u L(%,1) au(xt) o) - g(xt)}as

un(x,t)



Sehingga didapat nilai u,,u,,...u, dan solusi dari persaman (4.9) yaitu:

u(x,t)=Liﬂr2un(x,t).

Contoh (4.4)
Tentukan solusi exsak dari persamaan diferansial nonlinier nonhomogen berikut
ini

2
%=u%—2x2. (4.10)
X

dengan masalah nilai awal u(x,0) = x?
Penyelesaian
Penyelesaian persamaan parabolik nonlinier pada persamaan (4.10)

dengan menentukan nilai pengali legrange (A) yaitu:

)= (_l)m (S_t)m—l

(m-1!
— (_1)m _4\11
A ——(1_1)!(3 t)
A=-1

Untuk memperoleh nila solusi eksak u (x,t) dilakukan dengan mengubah

persamaan (4.10) kedalam metode iterasi variasi. Selanjutnya akan ditentukan

u, (x,1),u,(x,1),us(Xt),... yaitu:

t 2
U, =Uy(xt)+ J‘)l{aaiso - U, aaxuzo + 2X2}GS
0

X% +

- 1{0 -(2x%) + 2x2}as

x% + | 00s

Ot Oy

:X2

Setelah didapat nilai u,(x,t) ,untuk mencari nila u,(x,t) sama hanya dengan
mencari nilai pada u, (x,t), namun nilai u,(x,t) sama dengan u,(x,t) maka nilai

u,(x,t),u,(x,t)... akan sama. Sehingga solusi exsak dari persamaan (4.10) yaitu:



u(x,t):Lim u, (xt).

u(x,t) = x*

Tabel 4.4 perbandingan galat dari masing-masing suku dengan x=10.1

t | U(x) Solus eksak Us E
0.1 0.01 0.01 0.00
1 0.01 0.01 0.00

Grafik 4.7 menunjukan bahwa akurasi penyelesaian u(x,t) yang diperoleh

dengan menggunakan metode iterasi variasi

solusi eksalk

iterasi 1

iterasi 2

Grafik 4.7 Hampiran penyelesaian persamaan diferensial parabolik nonlinier

pada persamaan 4.10 dengan u(x,0) = x°.
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KESIMPULAN DAN SARAN

Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan dari skripsi ini diperoleh kesimpulan sebagai
berikut :

Penyelesaikan persamaan diferensial  parabolik nonlinier  dengan

ou 0%
persamaan  umum = — —
ot ox?

g(x,t) =0 maupun yang nonhomogen g(x,t)# Odilakukan dengan

=®(u) + g(x,t) baik yang homogen

menggunakan pengali legrange dan nilai awal u(x,0) = f(x). Sehingga
nantinya akan didapat nilai hampiran untuk mendekati nilai solusi eksak.

Hasil yang diperoleh dengan menggunakan metode iterasi variasi semakin
mendekati nilai eksak yang dapat dilihat pada gambar grafik 4.1 contoh
4.1 dan pada gambar grafik 4.7 contoh 4.4 untuk persamaan yang
nonhomogen g(x,t) # 0dan semakin banyak iterasi yang digunakan maka
hasilnya akan semakin akurat dan cukup efektif dengan kata lain dapat
memperkecil error hal ini dapat dilihat pada gambar grafik 4.1 contoh
4.1,dan pada gambar 4.7 contoh 4.4 terlihat bahwa nilai error nya sama
dengan nol. Ini membuktikan bahwa metode iterasi variasi bagus untuk

menyel esaikan persamaan diferensial parabolik nonlinier.

Saran
Sikripsi ini  membahas tentang penylesaian persamaan diferensial

2
parabolik  nonliner u_owu
ot ox?

g(x,t) =0 maupun yang nonhomogen g(x,t) # O berdasarkan nila awal

=®(u) + g(x,t) baik yang homogen

u(0,t) =u(Lt) =0dan syarat awal u(x,0) = f(x) dengan metode iterasi

V-1



variasi. Bagi pembaca yang berminat melanjutkan skripsi ini, penulis
sarankan untuk menyelesaikan persamaan hiperbolik dengan metode

iterasi variasi.

V-2
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