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ABSTRAK

Penyelesaian persamaan diferensial biasa secara numerik dengan menggunakan metode Runge-
Kutta telah banyak mengalami modifikasi. Modifikass metode Runge-Kutta bertujuan untuk
memperkecil error dari metode tersebut. Tugas akhir ini membahas modifikas metode Runge-
Kutta orde empat Kuntzmann berdasarkan rata-rata harmonik dan membandingkan error dari
metode Runge-Kutta orde empat Kuntzmann dan metode Runge-Kutta orde empat Kuntzmann
yang telah dimodifikasi berdasarkan rata-rata harmonik. Berdasarkan hasil pembahasan diperoleh

modifikasi metode Runge-K utta orde empat Kuntzmann mempunyai error ordelima@ 2° . Hasll

simulasi numerik dalam beberapa persoalan persamaan diferensial, metode Rungge Kutta orde
empat Kuntzmann memiliki error yang lebih kecil dibandingkan dengan metode Rungge Kutta

orde empat Kuntzmann yang telah dimodifikasi.

Kata kunci: Metode Runge-Kutta orde empat Kuntzmann, rata-rata harmonik
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Persamaan diferensia merupakan presentass model matematika dalam
persoaan sains dan matematika dalam bidang ilmu teknik, ilmu fisika, biologi,
kimia dan sosia yang telah dirumuskan dengan model matematika dalam bentuk
persamaan yang memuat fungs dan turunannya. Persamaan diferensia terdiri dari
persamaan diferensia linear dan nonlinear. Pesamaan diferensial tersebut dapat
diselesaikan secara analitik. Tapi tidak semua permasalahan yang dimodelkan ke
bentuk persamaan diferensia dapat diselesaikan dengan mudah khususnya
persamaan diferensia nonlinear, kadang tidak ditemukan solus secara analitik.
Oleh kerena itu, metode numerik digunakan untuk menyelesaikan persoaan
dimana perhitungan secara analitik tidak dapat digunakan.

Terdapat beberapa metode secara numerik yang digunakan untuk
menyelesailkan persamaan diferensial salah satunya adalah metode Runge-Kutta.
Metode Runge-Kutta merupakan metode sering digunakan dalam menyelesaikan
persamaan diferensial biasa karena metode Runge-Kutta proses penyelesaiannya
dilakukan tahap demi tahap tanpa harus mencari turunan-turunan fungsi dengan
orde yang lebih tinggi.

Metode Runge-Kutta memiliki banyak bentuk berdasarkan pengambilan
nilai parameter bebas diantaranya, Runge-Kutta orde empat Klasik, Runge-Kutta
orde empat Kutta, Runge-Kutta orde empat Gill, dan Runge-Kutta orde empat
Kuntzmann (Lapidus, 1971). Metode Runge-Kutta telah banyak mengalami
modifikasi dengan tujuan untuk memperkecil error dari metode tersebut sehingga
hampirannya lebih mendekati nilai eksaknya. Penelitian terhadap modifikasi
metode Runge-Kutta orde empat telah dilakukan oleh beberapa pendliti
diantaranya modifikasi Runge-Kutta orde empat Klasik berdasarkan rata-rata
harmonik telah dilakukan oleh Sanugi, dkk (1993). Selanjutnya untuk metode



Runge-Kutta orde empat Kutta berdasarkan rata-rata harmonik telah dilakukan
oleh Ardianti (2011).

Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan oleh peneliti mengenai
modifikasi Runge-K utta orde empat berdasarkan rata-rata harmonik, maka penulis
tertarik untuk melanjutkan penelitian mengenai metode Runge-K utta dengan judul
”Modifikasi Metode Runge-Kutta Orde Empat Kuntzmann Berdasarkan Rata-

Rata Harmonik™.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas maka dapat dirumuskan masalah pada
tugas akhir ini adalah “Bagai mana menentukan bentuk modifikasi metode Runge-
Kutta orde empat Kuntzmann berdasarkan rata-rata harmonik”.

1.3 Batasan Masalah
Pada tugas akhir ini penulis hanya membatasi pembahasan pada bentuk

Runge-Kutta orde empat Kuntzmann, dan persamaan diferensial biasa orde satu.

14  Tujuan Pendlitian
Tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut:
a. Menentukan rumusan modifikass metode Runge-Kutta Kuntzmann orde
empat berdasarkan rata- rata harmonik.
b. Mengaplikasikan metode Runge-Kutta orde empat Kuntzmann berdasarkan

rata-rata harmonik tersebut ke dalam contoh soal .

15 Manfaat Penulisan
Manfaat dari tugas akhir ini adalah sebagai berikut:
a.  Mendapatkan model baru dari modifikasi metode Runge-Kutta orde empat
Kuntzmann berdasarkan rata-rata harmonik.
b. Mendapatkan nilai hampiran dan galat dari modifikasi metode Runge-Kutta

orde empat Kuntzmann berdasarkan rata-rata harmonik.



1.6 Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan tugas akhir ini disusun atas lima bab.

BAB |

BAB I

BAB |11

BAB IV

BABV

Pendahuluan

Pada bab ini berisikan latar belakang, rumusan masalah, batasan
masalah, tujuan penelitian, manfaat penulisan dan sistematika
penulisan.

Landasan Teori

Bab ini beriskan tentang teori-teori yang menunjang untuk
menyelesalkan permasalahan dalam tugas akhir diantaranya
persamaan diferensial orde satu, metode Taylor, metode Runge-
Kutta orde empat Kuntzmann, galat pemotongan dan rata-rata
harmonik.

Metodologi Penelitian

Bab ini berisikan metodologi yang digunakan penulis dalam tugas
akhir untuk memperoleh hasilnya.

Hasil dan Pembahasan

Bab ini beris tentang bagaimana langkah-langkah dan hasil dari
bentuk modifikass Runge-Kutta orde empat Kuntzmann
berdasarkan rata-rata harmonik.

Penutup

Pada bab ini berisikan kesimpulan dari tugas akhir dan saran.



BAB I

LANDASAN TEORI

2.1 Per samaan Diferensial Orde Satu

Definisi 2.1 (Richard Bronson): Persamaan diferensial adalah suatu persamaan
yang melibatkan suatu fungs yang dicari dan turunannya. Suatu persamaan
diferensial dikatakan suatu persamaan diferensial biasa jika fungsi yang tidak
diketahui terdiri dari satu variabel independen.

Ekspresi matematis ', 3", ¥"", ¥, ..., ¥ sering digunakan untuk
menuliskan masing-masing turunan pertama, kedua, ketiga, keempat,...dan ke-n
dari fungs y terhadap variabel independen. Sedangkan pangkat tertinggi yang
muncul pada masing-masing turunan tersebut dikenal dengan orde. Jika ¥* maka
persamaan tersebut dikatakan sebagai persamaan diferensial orde satu dan jika v*'
maka disebut sebagai persamaan diferensial orde dua. Begitu seterusnya sampai
orde-n.

Bentuk standar dari persamaan diferensial biasa orde satu dalam fungsi
¥ x yangdicari adalah

Y=rxy (2.1)
dengan nilai awal ¥ x5 = V.

Berdasarkan cara penyelesaiannya persamaan diferensia orde satu dapat
diklasifikasikan menjadi:

a. Persamaan diferensial terpisah (separable equation), metode integra
langsung (direct integration).

b. Persamaan diferensial orde satu linear.
Persamaan diferensial homogen, metode substitusi.

d. Persamaan diferensial eksak, menggunakan faktor integrasi.
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2.2  Deret Taylor

Teorema 2.1 (Rinadi Munir): Andaikan f dan semua turunannya, f, f”, ", ...,

kontinu di dalam selang [a, b]. Misdkan x, =[a,b] maka untuk nilai-nilai x

disekitar x; dan x =[a, b], f(x) dapat diperluas (diekspansi) ke dalam deret

Taylor, maka:
X- x5 ¢
fx = fxg) + (x- xg) f'(xg) + BT f(xg) + -+
X-Xg "o
BT (2:2)
Apabilaa = x; atau b = x maka persamaan (2.2) dapat dinyatakan sebagai:
. b-a?
fb=fa+ b-af(a)+ 2!{1 fla)+ -+
b-a®™.
@ (2.3)

Bukti : Teorema dasar kalkulus
Teoremadasar kakulus menyatakan bahwa
fb-fa-= ;j'(x)dx atau
L]
fb=fa+ [ xdx (2.4)

dan bentuk integral parsial

h b
udv = uv|h - vdu (2.5)
dengan menerapkan integral parsia pada bentuk ; f' x dx, dengan
mengasumsikan bahwa:
u=f x dv = dx
du = f"(x)dx V=X

dan berdasarkan persamaan (2.5) di peroleh:

fb=Ffa+xfx f- x (%) dt

7]
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]
=fa+ bf'b-affa - (x)f" xdx

L] h
=fa+ bffxdx+bf'a-af a- (X)f" xdx

=fa+ b-af'a+ ;(b—x)j”x dx (2.6)

dengan catatan ;bf”(x)dx: bf'" b - bf'(a) maka diperolen persamaan
(2.6).
Terapkan kembali integral parsiad pada persamaan : b-x f"(x)dx
dengan memisalkan:
u= f"(x), dv= (b- x)dx

b- x)*
du=f xdx v= _ ¢ 2x)
kemudian didapatkan:
b_ 2
fb=fa+b—af’a+—( 2x) x
h b_ 2
— ) _( ZI) IrH x dx
maka diperoleh
_ 2
fhb=fa+ b-af'a+ > f'a
1 h
+=  b-a®f" x dx (2.7)

2

i

dengan mengulangi proses tersebut sebanyak n kali, maka akan diperoleh suatu
deret yang disebut deret Taylor.

fb=fa+fab-a +‘r'§;a)(b— a)? + ---+‘r?:fla)(b— a™
+ R, b (2.8)
dengan
n+l
R, b :In+1§! - g™t a< E< b (2.9)

|
Deret Taylor orde-n pada persamaan (2.8), R.,,(b) merupakan bentuk sisa

atau eror untuk f(b), dengan mengganti @ = x,, b= x,+ @ dan R, b =

11-3



O(@*1), untuk k= 0,1,2,..,n maka teorema (2.8) dan bentuk sisanya dapat
ditulis sebagai:

nEl x
JFID-I-._IID'{'I xn.+‘r(n) .+"FTnn.tt
f“"(f) -
ryenl " (2.10)
atau
. ) o+ i €
fxn+—__ = ] +1!
m=il
maka,
fr,+0B = I ( T7C) oo . ) e (2.11)
m=0
Persamaan Taylor untuk duavariabel (x,y) dapat ditulis:
. . df X, ¥ df X, ¥
fy =fx¥ + x-X %"‘ ¥ M %
4 X - Xp 2 0%f xp,¥0 L B_% N 9%f xq, ¥
2 dx? o Y7 Yo T Hay

Y- Yo O%f x5 ¥
2 dy?

1 N J.anf Xo, ¥o
fa TRy G

Untuk deret Taylor duavariabel x + B, v+ k dapat ditentukan dengan rumus;

X+ [ +.f-z-m1ﬂ+.f-z£:i ' 212

Persamaan (2.12) dapat dijelaskan sebagai berikut:

0

d J + k 0 ' =f

w "% fxy =f

d b __of . of
a+ kd— f Xy = a+ kﬂ__}-'

a ® azf a2f azf
7 — — - P _ 7 2
ﬂx+ kd fxy i:ix2+ dexﬂy-‘- k dy?



d g ? a3f
i _ —'=!
2l +kijy .d

9/ + 3@k* 97 +.€cEljJIF

2 -
+ 30 k xZdy dxdy? dy3

dx

Penyelesaian persamaan differensia biasa dengan menggunakan deret Taylor
sebagai berikut :
dy | "

- XY Y=rlxy
Bentuk turunan persamaan differensial dalam bentuk f untuk orde-orde yang
lebih tinggi dapat ditulis sebagai berikut :
q _df dfdy
rxy = EJf Ay dx
dengan

. df dfdy _ df df .
[ xy T dydx ~ dx dy"r Lt Ik

AL+ TR ﬂ'fx+ffv dy  df+[ff 9L+
F'(xy) = dx dy  dx ax dy /

fex t bt fad + ff v F RA+ Ty

fexx * 3f ey + 3ffy + SFh Sy + 3y + 3f ffiy
+Af ok + Pl fahh + K Rt fh

Bentuk dari turunan f di atas dapat ditulis sebagai berikut :

f? xy

yo=f (2.13)
y'o= = Akt LS (2.14)
VP = "= fat Fof + Faf + B f2+ KA+ RS
= fox + 2feyf + fu P+ BA+ K (2.15)
Y= "= foo ¥ 3f fary ¥ 3fufey + 5Fhfey + 3F %y + 3f iy
+4f % fyy + Phyy * fako ¥ K B+ Iy (2.16)

Berdasarkan deret Taylor dengan mengekspansi ¥,,,1 di sekitar ¥, maka
diperoleh:

11
__ Jv'""" m }lnn+ (217)

1 2o qlr

11-5



Jika disubstitusikan persamaan (2.13) sampai (2.16) ke persamaan 2.17 maka

untuk deret Taylornya dapat ditulis sebagal berikut :
2

.
Yne1= Yun t f+? fx+f_tv

3

+o ot 2 fey* Pl + fify + [5

et - -
+ ﬂ( fxxx + 3ff:4:x}l + 3Jr1f3.1..l + Sf.!f_vfx}l + 3f2fx}r}r + 4f21tvay

+)f3;:‘u'}'}' + _lrxrf:v + Jf:vz _lrx + Jff:v ) o (218)
dengan hanya mengambil turunan terhadap y pada persamaan persamaan Taylor
(2.18), maka akan diperoleh :

_ h? h‘j = 2 I'i“ 3 ?
¥nsr1= Wi + f + ?Jff:v-l' : f_f_v + f f:v + ; f JF:\-'].-'}' + 4.If Jﬁva}f +
ha

f‘t‘f * 124 f4f:-f}*1f}* + 11f2fv2fvy + 4f3fvy2 + 7f3fv£-'w +

1 (2.19)

2.3 Metode Runge-Kutta Orde Empat

Secara teoritis, deret Taylor dapat digunakan untuk menyelesaikan
sebarang persamaan diferensial, tetapi fungs f x, ¥ perlu diturunkan beberapa
kali untuk memperoleh hasil yang cukup teliti dan jugatidak semua fungsi mudah
dihitung turunannya, terutama fungsi-fungsi yang rumit. Cara lain yang lebih
efisien dibanding deret Taylor adalah dengan metode Runge-K utta, karena proses
penyelesaiannya dilakukan tahap demi tanpa harus mencari turunan-turunan
fungsi dengan orde yang lebih tinggi.
Bentuk umum metode Runge-K utta orde s ialah:

Vs1 = ¥+ bk, (2.21)
1=1
dengan
=1

kj=f x,+¢By,+8  agk, i=123..,s

=1

dan E! = ::]'.I_ ai_,l ' z:.:'l_b! =1

11-6



Metode Runge-Kutta dengan s langkah dapat ditunjukkan ke dalam sebuah
tabel. Tabel ini dikenal sebaga tabel Butcher, berikut adalah bentuk umum
metode Runge-K utta digambarkan dalam tabel Butcher.

Tabel 2.1 Bentuk Umum Metode Runge-Kutta Orde s

3 | 3y 32 O 0
Cn an 1 anz an?! O
b, b, b, .. b,

Misalkan di ambil s = 4, maka diperoleh persamaan umum metode Runge-Kutta

orde empat dalam bentuk:
Vns1 = Yot B Byky + boky + Bsks+ byky (2.22)
dengan
k'l. = f(xﬂ’}':'l)
kz = f(xn + CEI ¥t a".-_lkl)
k3= f xp+ 30,3, + B az kg + agk;
ka= [ Xp+ €0 ¥, + B(ag ky + agky + ay3ks)
Sehingga bentuk umum metode Runge-Kutta orde empat digambarkan
dalam tabel Butcher berikut:

Tabel 2.2 Bentuk Umum Metode Runge-K utta Orde Empat

0| O 0 0 0
Ca | @aq 0 0 0
€3 | 34 a;; 0 0
Cq | gy gz gz O
by b, by b,
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Berdasarkan tabel 2.2 metode Runge-Kutta orde empat memiliki tiga belas
konstanta. Untuk memperoleh nilai ky, ba, b3, by, €3, €3, €4, @y, Ggq, Q32, Qgq, Oyz
dan a,; adalah dengan cara menjabarkan k;, ks, ks dan k, dalam bentuk deret
Taylor. Dengan menjabarkan k; yang hanya variabel ¥ sehingga diperoleh:

ky=1f ¥,
ko = f(¥,+ Bag k)
ks = f v+ B ag kg + ask;
Ko=f Vot B @y kg + Qyaks+ agks
maka diperoleh deret Taylor :
ky=f ¥ = Ff (2.23)
ks, = f v, + Ba.,ky

1 d '
i aﬁlktﬁ f

i=0
7€ 213 714

[+ Bay kyf, + ?aﬂlzktzf_‘r’}’ + Fazlgktaﬁrw + za214ktquyyy

+0 @°
; B i @ - art E
= f+ Bay,ffh+ ?HEIEIEI}'}' + EHEIEIEI}’J’}' + ﬂa2‘4f4f}’3”}'}'

+0 B° (2.24)

ks = f ¥ + B agk + agk;
oo - !

1 ;
= T Ay ky + ags ks d_}' f

i=0
2

[+ B ag kg + agk; f, + ?

2 2t
o
+ 3 Az ky + azzkz *fyy t+ oY

-
Az ky + azzk; °fy

Ay kg + aszh; Hfyyyy + O P
. _—_— o . Dy e
= (f+ B(as, + as)ff, + Bay,aq, f 7 + ?ﬂzlﬂﬂzf Fvly

° — a _—
+ > A3y + A3z “f“fy + B (Aqq + Q32) 3200, “fy i
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3

+ E I3y + @3z ngfy}-'}l + o (225)

,I{q_ = f }"?1+ ailkt-{- ﬂq_zkz"‘ ﬂ43k3
wa -

1 d
= T Ay kg + Az kz + agzks d_}-' f

=0
E

_ 2
= f+ 0 agky+ agk; + agks fv"' > Ay kg + Agrks + agaks f_v_v

3
3
+ 3 Ay kg + Qgakz + agaks fyyy

4
4 5
+ o4 Ay kg + Agrks + agaks f_-.ryyy"‘ 0

=3

= fH@aytagtas ffi+ Zﬂzlﬂﬂzfﬁ?"' ?ﬂuﬂzlzfzfvfyy

13
+ B, 4y, t Ay ffvz + > 3y + 33 Eﬂufzfyyfv

E

+ 3943932921fﬁ!+ > gy + Qgz + Ay Efzfy_v

2 .
+ > Ay + Qgz + Quy Az f5f fry

o .
+ > Qg + gz + Qgy Ayy + A3y A3 f2f fy

2 5
+ 3 Agy + Agp + Az [ iy + (2.26)

Untuk  mendapatkan  nila  parameter &y, by, b3, by, ©4, €3, €5,
@3, A9, Aq3, Oy, A4 dan a,; adalah dengan cara mensubtitusikan persamaan
(2.23), (2.24), (2.25) dan (2.26) ke persamaan (2.22). Kemudian gunakan
penekatan deret Taylor untuk mendapatkan parameter tersebut sehingga
diperoleh:

Q51 = €3

G5y + O35 = €3

gy + Oz + gz = €4

by+ b+ bs+ b, =1

1
boay, + ba(ay, + azz) + by @y + ag + @y = -
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boaf, + by(@gy + @gz)* + by Gy + gz + Az © =

= =

. 3 3 _

boai, + by(@gy + @3z)* + by Gy + gy + A4z ¥ =
1

biay;a,, + byay,a;, + byags(as, + agy) = 3

1
byas,a3, + bya,a3; + byags(as, + a)® = 12

bay @3;(A3; + A33) + by @y + Qgp + Gz Apy 04 + AQgz(dg; + Ag3) = E‘:
1

24
Setelah didapatkan persamaan (2.27) yang terdiri dari 11 persamaan dan 13

byay3a5505, = (2.27)

parameter, maka dapat ditentukan nilai parameter-paremeternya. Berdasarkan
pengambilan parameter bebasnya metode Runge-Kutta memiliki banyak bentuk
diantaranya:
a.  Metode Runge-Kutta Orde Empat Kuntzmann

Metode Runge-Kutta orde empat Kunztmann adalah metode Runge-Kutta

dengan nilai parameter awal:
2
5
Persamaan (2.27) terdiri dari 11 persamaan dan 13 parameter, maka dapat

3
=g g dan ¢4 = 1 (2.28)

kita tentukan nilai parameter-parameternya, dengan mensubstitus  dan
mengeleminasi nilai parameter pada persamaan (2.28) ke persamaan (2.27)
diperoleh nilal parameter:

2 3 3 19 15 40

1y = gnﬂ:u = - %:ﬂﬂz = Zla-‘n = H:ﬂu = - H:ﬂu = 22
55 125 125 55
51—%,52—%,53—%dﬂﬂb4—% (229)

Selanjutnya substitusikan persamaan (2.28) dan (2.29) ke persamaan
(2.22) maka diperoleh metode Runge-K utta orde empat Kuntzmann:

Yisi= ¥+ %ﬂ 55k, + 125k, + 125k5 + 55k, (2.30)
dengan
k'l. = Jr(xﬂ’}'il)

2 2
kz = f(xn'l- g’}"u'l- gkl)
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3 3 3
kﬂ - f(xn-l' ga}u-l' - Ekl-l' Zkz)

1
kﬂi = .If(xn + a Mn + ﬂ 19k1 + - 15-;{2 + 40-;{-; )

Setelah didapatkan persamaan (2.30) maka nilai parameter-parameter dari
metode Runge-Kutta orde empat Kuntzmann dapat digambarkan pada tabel

Butcher.

Tabel 2.3Nilai Parameter M etode Runge-Kutta Orde Empat Kuntzmann

ol o 0o 0 O
2 2
12 o0 o0 o0
5 5
3 3
2-2 2 o o0
5 20 4
149 15 40
1| 2 - 2
w4 a4 a4
55 125 125 55
360 360 360 360

b.  Metode Runge-Kutta Orde Empat Kutta
Metode Runge-K utta orde empat Kutta adalah metode Runge-Kutta dengan

nilai parameter awal:

1 2
Ly = §,|’_':.3 = § dan Cqy = 1 (231)

dengan mensubstitusikan nilai parameter pada persamaan (2.31) ke persamaan
(2.27), dan selanjutnya dengan mengeliminasi diperoleh nilai parameter:
1 1

38 =73

3 ;= 1lay = lag,=-1a,;=1

3y =

1 3 3 1
k= 1 by = 1 by = 3 dan by = 3 (2.32)
Kemudian subtituskan persamaan (2.31) dan (2.32) ke persamaan (2.22)

diperoleh metode Runge-K utta orde empat Kutta:
}‘Iuvl = .}":lz + g kl + 3';{2 + 3';{'3 + k4 (233)

dengan
k'l. = I(Iﬂ’}'ﬂl)
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1 1
kz = I(In-l' §a}':l1+ §k1)

2 1
kf%: I(In+§a}'u+_§kl+k2)
k-’# = I(In-l' ,}'u"' kl - k2+ k%)

Setel ah didapatkan nilai parameter-parameter tersebut, maka metode Runge-
Kutta orde empat Kutta dapat digambarkan pada tabel Butcher.

Tabel 2.4 Nilai Parameter M etode Runge-Kutta Orde Empat Kutta

0 0 0 0 O

L L 0 0 O

3 3

2 |-2 1 0 0

3 3

1 1 -1 1 0
T3 3 1
bl H bl bl

c. Metode Runge-Kutta Orde Empat Klasik
Metode Runge-K utta orde empat Klasik adalah metode Runge-K utta dengan
nilai awal:
1 1
€2=5.6=3 dan ¢4 = 1 (2.34)
dengan cara mensubstitus dan mengeliminasi persamaan (2.34) ke persamaan

(2.27) diperoleh nilai parameter:

=, = 0@, = 0,a:=1

53 = 0,a3; = 5

'5111:2

I 1: 1z ]
=, b= 5, by = s dan by =
6 ¢ 3773 G

Selanjutnya subtitusikan persamaan (2.34) dan (2.35) ke persamaan (2.22)
diperoleh metode Runge-K utta orde empat Klasik:

yuvl = _}":11 + E kl + 2k2+ 2'!;:':! + k-’% (236)

by = (2.35)

dengan
k'l. = I(Iﬂ’}':'l)
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1 1
kz = I(In-l' Ea}'u-l' Ekl)

k?! = f(xw}"u + kz)
k-’% = f(xn + ’ ¥n + k‘!)
Setelah didapatkan nilai parameter-parameter tersebut, maka metode Runge-
Kutta orde empat Klasik dapat digambarkan padatabel Butcher.

Tabel 2.5 Nilai Parameter M etode Runge-Kutta Orde Empat Klasik

0 0 0 0 O

L L 0 0 O

2 2z

: 0 S0 0

2 2

1 0 0 1 0
1 1 1 1
fa 3 3 fa

d. Metode Runge-Kutta Orde Empat Gill

Metode Runge-Kutta orde empat Gill adalah metode Runge-Kutta dengan
nilai awal:
1 1
(2.37)

£ = E,c;.} = > dan ¢4 = 1

dengan cara mensubstitus dan mengeliminasi persamaan (2.37) ke persamaan

(2.27) diperoleh nilai parameter:

1 v2-1 2-+2 -V2
3y = E.ﬂ:u = 5 3 = T.Hn =0,ay; = o
1 2-+2 2-2 1

s = 1+ TR by = 5 b, = 5 by = 5 dan by = 5 (2.38)

kemudian subtitusikan persamaan (2.37) dan (2.38) ke persamaan (2.22) diperoleh

metode Runge-K utta orde empat Gill:
—
Yosr1 = W t 6 kl + (2_ \/2)'{'52 + (2 - \/2)'!;:‘! + k-”f (239)
dengan

kl = I(Iﬂ’},ﬂ)
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1 1
kz = f X, + _l}"u+ _kl

2 2
1 v2-1 2-+2
k?!:f Iu+§|}"u+ 2 k1+ 2 kz
-v2 V2

k-'%:f Ii1+’}':'1+ T k2+ 1+7 k‘!

Setelah didapatkan nilai parameter-parameter tersebut, maka metode Runge-
Kutta orde empat Kutta dapat digambarkan pada tabel Butcher.

Tabel 2.6 Nilai Parameter M etode Runge-Kutta Orde Empat Gill

0 0 0 0 0
L L 0 0 0
2 2
1 VE=1 2=VZ 0 0
2 2 2
1 o 2 1+ 9
2 2z
l 2=/2 2=/2 l
a B B a

24  Galat Pemotongan

Penyelesaian suatu model matematika secara numerik akan memberikan
hasil aproksimasi atau pendekatan yang berbeda dengan penyelesaian secara
analitik. Adanya perbedaan inilah yang disebut dengan galat atau error.

Pada aproksimasi polinomia di titik n + 1 data, terdapat perbedaan atau
gaat terhadap nilai sesungguhnya atau nilai eksak. Nilai perbedaan tersebut dapat
dicari dengan menggunakan galat pemotongan. Dengan mensubtitusikan sebuah
dergjat polinomia p + 1 kedalam rumus orde p dapat dibangun sebuah bentuk
error :

T x, @8 = CaPtiy@®*i(g)

Aplikasi Algoritma dan proses perhitungan dari bentuk x, ke
X4y, ., X, Xnsq, ... dalam pengertian yang luas dapat didefinisikan sebagai metode
satu langkah, yang secara umum ditulis sebagai :
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yiltl = }'Fl + CD Inl}'il; n= 011121 e

dengan ® adalah fungsi naik yang terdapat unsur x,,3¥, dan menggunakan [l
Definisikan y(x) sebagai solusi eksak untuk persamaan differensia biasa,
sehingga untuk setiap x akan berlaku :

TxB =yx +0P x,y x ;0 - yx+ Q)
atau
Galat Pemotongan = Nilai Sebenarnya — Nilai Hampiran
atau
GP=NS- NH
Galat untuk metode Runge-Kutta orde empat Kuntzmann diperoleh dengan
langkah yang sama dalam menentukan persamaan metode Runge-Kutta orde
empat Kuntzmann dengan menjabarkan k4, k., ks dan k, pada persamaan (2.30)

kedalam bentuk deret Taylor sampai orde lima (@%). Sehinggadi peroleh:

g g z 2 ) 3 2 3
Ynsr = W t f+ ?)rf:v'l- E Jr.!f_\-f + )r J’:V + ﬂ f-ﬂ-'],-'}l-'- 4)‘ Jﬁva}f-'- )rf:v
31
515 4 3
2 3600/ oy 18007 vy
1
35/ " @J‘zh Fyy (2.40)

Kemudian bandingkan persamaan (2.40) dan persamaan (2.19), sehingga

diperoleh galat dari metode RungeKutta orde empat Kuntzmann sebagai berikut:

Galat = @° —f Fis —

k 2
0 505/ o+ 35/ s +

cryrd i

900 2640

_Hoffv

ataul
Galat = B° 0,000278 f*f,,,, - 000111 f3f, £, + 003333 ff,.*
+0,011742 f2f,*f,, - 000833 ff,*
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2.5

atau

Rata-rata harmonik untuk dua variabel yang setara x, dan x. dapat ditulis :

Rata-Rata Har monik

Rata-rata harmonik didefinisikan sebagai:

H = =
=1 1 1 1 1
R R R A 2
Il IE I::! Iq_ xn
H= — "
—
e:t}l
2 1
1
H=mn —
__x

i=1

(2.41)
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BAB |1
METODOLOGI PENELITIAN

Pada penulisan skripsi ini penulis hanya membahas teori tentang
modifikasi metode Runge-Kutta orde empat Kuntzmann, dengan menggunakan
metode research library (penelitian kepustakaan) yang berguna untuk
mengumpulkan data dan informasi yang dibutuhkan dari buku-buku, jurnal,
maupun sumber-sumber dari internet yang ada hubungannya dengan penulisan,
yang akan diuraikan.

Langkah-langkah yang digunakan dalam penelitian ini sebagai berikut:

1. Memperkenakan bentuk metode Runge Kutta orde empat Kuntzmann, yaitu:

1
Yn+1= Mn t 360 55k, + 125k, + 125k4 + 55k, (3.1)

2. Berdasarkan persamaan (3.1) bentuk persamaan baru yang mengandung unsur
rata-rata aritmatik.

Zxyxz

3. Kemudian substitusikan persamaan H = ke dalam persamaan (3.1)

Xy+x37
Yns1= Mt ﬁ 55k, + 125k, + 125k4 + 55k, sehingga menghasilkan

bentuk persamaan baru yang disebut sebaga Runge-Kutta orde empat
Kuntzmann berdasarkan rata-rata harmonik

4. Ekspansi ky, ks, k; dan k, dengan deret Taylor sehingga diperoleh 13
parameter yaitu by, bs, b, by, €4, €5, €5, @44, @24, 033, 034, A3 dan @5 dan 11
persamaan.

5. Setelah didapat Runge-Kutta orde empat Kuntzmann berdasarkan rata-rata
harmonik, kemudian menentukan nilai parameter dari Runge-Kutta orde
empat Kuntzmann berdasarkan rata-rata harmonik dengan menggunakan
software Maple 13.

6. Selanjutnya mengaplikasikan Runge-Kutta orde empat Kuntzmann
berdasarkan ratarata harmonik tersebut ke dalam contoh soa dengan
menggunakan software Matlab 5.3 untuk memperoleh nilai galatnya.
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BAB IV
HASIL DAN PEMBAHASAN

41 Metode Runge-Kutta Orde Empat Kuntzmann Berdasarkan Rata-
Rata Harmonik

Berdasarkan pengambilan parameter bebasnya Metode Runge-Kutta orde
empat memiliki banyak bentuk diantaranya, Runge-Kutta orde empat Klasik,
Runge-Kutta orde empat Kutta, Runge-Kutta orde empat Gill, dan Runge-Kutta
orde empat Kuntzmann (Lapidus, 1971)

Perhatikan kembali bentuk umum dari metode Runge-Kutta orde empat

Kuntzmann :
¥ng1= M t 360 55k, + 125k, + 125ky + 55k, (4.1)
atau
5@
Yne1= Ya ¥ 35 11k, + 25k, + 25ks + 11k, 4.2

Berdasarkan persamaan (4.2) dapat dibentuk persamaan baru yang mengandung

unsur rata-rata aritmatik sebagai berikut :

50 ky + ks ko + kg ks + ky
= Y — 11 14 311 &
Yner = Wn ¥ 750 2 " 2 " 2

(4.3)

Persamaan (4.3) merupakan persamaan Runge-Kutta orde empat Kuntzmann
berdasarkan rata-rata aritmatik. Selanjutnya, bentuk persamaan (4.3) ke bentuk

rata-rata harmonik. Berikut persamaan umum rata-rata harmonik :

”_% (4.4)
Tk + Ry '

dengan,
i=1273
Kemudian subsitusi persamaan (4.3) ke persamaan (4.1) sehingga didapat :

10@ kyk, ks ksk,

Yne1 = Yn* 155 11 kit k, + 14 %+ k. + 11 Kot K, (4.5)

Persamaan (4.5) dapat disederhanakan menjadi:
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) ok, ke ks
Yusr = Yot g W g v W e P U

dengan
ky = f(Xn Yn)
ks = f(x, + c:0, %, + Ba k)
ks = f x,+ c30 ¥, + B(as ky + aszks)

ky= [ X+ €403, + By ky + agoks + ayzks) (4.6)

Persamaan (4.6) dikenal sebagai modifikasi metode Runge-Kutta orde
empat Kuntzmann berdasarkan rata-rata harmonik dengan:

Cz = Oz

€3 = (A3; + A32)

€4 = (g + gz + Q43).
Nila dari aaq, @44, @33, 04, A3 dan @, diperolen dengan terlebih  dahulu
menentukan nilai dari k,, ks, ks, dan k. Jabarkan nilai k,, k2, k5 dan k., kedalam
bentuk deret Taylor, sehingga akan diperoleh persamaan (2.23) sampai (2.26).
Persamaan (2.23) sampai (2.26) akan disubstitusikan ke persamaan (4.6) dan
untuk menghindari adanya pembagian dua polinomial maka persamaan (4.6)
dapat ditulis sebagai berikut :

pembilang
Yose1= M t M (47)
Selanjutnya dengan membandingkan persamaan (4.7) dengan deret Taylor
pada persamaan (2.15), sehinggadiperoleh :

pembilang
'Fl + =

+ T

T

penyebut
atau

pembilang = T x penyebut (4.8)
dengan

pembilang = B/18{11(kyk3) ks + ks ks+ ky + 14 koky Ky + ks
b+ ky + 11 kaky ko + ky ko + ks )
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dan

penyebut = k,+ ks ko + kg ky+ Ky

Substitusikan nilai k4, k2, ks, dan k, yang telah diperoleh pada persamaan

(2.23) sampai (2.26) ke dalam persamaan (4.8) dan untuk penyederhanaan aljabar

dipilihA = a4y, + a;; dan B = a,, + a,; + a,, sehinggadiperoleh :

pembilang

T x penyebut

25 11 25

49 26143 2 63 22 6 3 _ 34 352
54f A°F gy + 54f Bf iy 54f 21 fyyy = 1A

4 2 4 4
T34 Z4c3p  g4g3. 2 To4.3. *og
P A ST 0B et - S e - ST,T,

1

1 64 47
§f6f}-ﬂ - §f4f}3 + ?ﬂ212f4f}3ﬂ32 + Eﬂ212f4f}3ﬂ42

25 23 23
ol Ayt 2 T e+ a1 A+ an’f'f,°B
23 25 11

35 @ f A 2 PRS- A CB

25 5 2 11 5 2 11 5 2

Tg! 21”852l fyy + 7ol w0 fyf + o sl AT,
11 32 47
?f4ﬂ43f}3ﬂ21ﬂ32 + ?ﬂufsfﬂzf” + %fsﬂufsf}ﬂzfﬂ

47

—a,, . %a A+§f4,4fa a +§;'5A.f B*f
1812 Ty fa3 9 yf1fsz * 5 ¥ Ty

23 , 5 32 . ) 47 5,
zf Af " az1a4; + ?f a1 f, Af, + %!‘- a1 °f,,Bf,

443 23 5,2 23 4 3
Say f f, AB+ Ef Af,Bf,+ Zf aziaz,f,°B
2 5 Aassant £, - 21,0, - AT 2anas 5F, B
9 325210 3yl vy ¥ Ly y P21832-F Fy= Fyy
2f*f Cag1a4y - 2F*F PausA - 37°F Pag A - 27*f *ay B
453 425 2 45 5 2
Py AB=- 2P fpAfy = P T BEy = 21718217 gy

4 1 1 ,
§f fya21f, + ?f ol yy 021842 + ?f N
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23 25 11
+ =B A - [anasnf,” - 2f'f "B+ —['f, anas

64 47 4
— 4y 2 2 opgts 2 _ 45 _ 45 2
* 9 ay f f}A‘* 183f f} 1 3f f}-} 4f f} 1

1t 25 * 25

- 2 e 2 L9 4 2, 49 s 2
+9ff}ﬂ43*4 4ff}ﬂ4+18ﬂ21ff}+18fﬂ4f}
25 ° 25 ° 4% 11,0 5
+E’F a1 f}.}’fﬁfﬂf}}—gf T +Eﬁ’ff}}

25 .. 25 °
ol A 5 f A

+ % fﬂ?,r"} ug (4.9)

Selanjutnya dengan memperhatikan @™ dengan n < 4 pada persamaan (4.9),
diperoleh:

o 25 25 11
2;4}_“ :?{IEI*—?H"'?B—‘}:O
- 25 25 11 4
EIEI},}, E{I§|+EHZ+ EBE—§= 0
[ '2—5{12 +§f12+ §A8+ ﬂa B+ %a A
S48 18 6 18 ! g “#
25 11 11
+ ?ﬂzlﬂqz + FHZIH-L'Z + —{14_-;;'-1 - 4{12] - 4’14.
_ _4  _
2B 3= 0
- 25 25 11
4,|rh1r_1,.r]r}l §a§|+§ﬂ3+ gﬂq— 132 0
R v 25 25 32 32 47
4.|r5.|f_v.|f}r}r :Eagl + E‘qq"' ?agl‘q + ?{IEIHZ‘*’ %HEIBE
47 , 11, 111 11
+ %HEIB-}- Eﬂzlﬂq_z + Eﬂ.@_‘;ﬂ + ?B{IEI{IH + ?AB{I{;
23 23 25 25 .
+ EI—I B+ EAB + E{IEI{IHE + ?{12,{1321’-1 - 2{12]
242 Bt 2ay - fa-Zp-Zo
3¢ 37 37 37
e 23 23 64
4f4f_v3 :?aglﬂ + ?"51211"'12 + HEIB"’ ?agl 13, — a%l
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47 " 23 47
+ Eﬂzlﬂu + ?ﬂzlﬂuﬂ + EHZIH{%H - 2a,34

25 11 23

+ ?ﬂ:lﬂgzﬂ + SHEIAB + ?ﬂ:lﬂgzﬂ{g + Zﬂ:lﬂgzﬂ
28 L M, 4 2. 4,1

+ — - + — - —A- =B - -y - - =
6 9 37 3 3% 3

_4‘{121{132 - 2{121{142 - 3{12114. - AB - Z{IEIB = O (4‘.10)
Ambil nilai A = zdan B = 1 sehinggadiperoleh :

25 10
2 4 Tl = —
ff e =
. 25 2
Efﬁ)r}r}r : E{IZI2 = 6
EEfAf2 '@a +25a 24 §a a +11a a 11a 44
e 25 4
4.|rh.lr_1,.f}'}' : aﬂ:lg = E
B v 25 259 1127 25
[ i 7 A :E{IEIR + ﬁﬂzuz * Soo %t E{IEIZHHZZ
5 11 " 5 143 119
+ §a21a32 + EHZI Qg + §ﬂ"lﬂﬂz + 150 Qg3 = 0
. 23 91 64 3 47
4)‘4;@3 ‘Eazl - ﬁ{IZI + ?{IEIEHHZ + Eﬂzlﬂu + Eazlzﬂu
47 3 9 11
+ %HZIH-#R + E{IZI 3z + %a-ﬂ + EHZIHHZH-#R
= >8 411
- 25 (411)
substitusikan nilai a;, = ‘—: ke dalam persamaan (4.11) sehingga diperoleh :
10 22 11 39
?ﬂﬂz + Eﬂu + Eﬂ-ﬂ = 7t
8 44 143 39
6'5132 + ﬁau + ﬁﬂu = 7t
391 121 121 22 64 412
—— gyt =y + ——— gy + —— (05 = — :
opg a2+ Sop ez + T tas + 7o Uaallys = o ( )

Langkah terakhir adalah melakukan penyelesaian dengan mengeliminasi
persamaan (4.12) sehingga diperoleh nilai parameter berikut:
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2 42 33 3
= —— /39394, a,, = — + ——+/39394,

oy = =, g = —
27 5 BT 1257 1000 125 1000
321 723 3
Moy = — —— —\/3939 4,a — 39394
#1177 770 " 240 27 770 88
dan
146 /39394
Az = — +
55 55

Substitusikan semua nilai parameter yang telah diperoleh ke dalam
persamaan (4.6), sehingga diperoleh metode Runge-Kutta orde empat kuntzmann
berdasarkan rata-rata harmonik yang ditulis :

ko koks sk
_}"u'l_}‘n-'-ﬁ 11 k1+k2 +1 k2+k3 + 1 k3+k4
dengan
k1 = f Xq, Ma

k2=f(xn+ 5 ;}u E'J'IC)

k= fOta+ 2+ 8 - 239394 k,+ ——+ —-\39394 k,

125 1000 125 1000

ky= fla+ By, + 8 -2+ 139394 k

110 440

22 239394 ky+ - =+ /39394 ki (4.13)

110

4.2 Galat Metode Runge-Kutta Orde Empat Kuntzmann Berdasarkan
Rata-Rata Har monik

Galat metode Runge-Kutta orde empat Kuntzmann berdasarkan rata-rata
harmonik dapat diperoleh dengan langkah-langkah yang sama dalam menentukan
persamaan RKKuH. Substitusikan nila parameter yang telah didapat ke
persamaan (4.8) dan mengekspansinya sampai dengan Orde-5 B° , maka
diperoleh galat metode Runge-K utta orde empat Kuntzmann berdasarkan rata-rata
harmonik sebagai berikut :
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Galat = B° 2;4; N _ 1401452873
4507 ¥y 7260000
84971789
* 87120000
D 2 39594 f3f,.2
2500 1875 vy

14128347 23513
- Z 2
2750000 * 750000 ¥ 0394 [T hyly
3601177 14371

~ 4125000 © 4125000

V39394 [3f,,.f,

V39394 ff,*

atau
Galat = B° 0,068889 f*f,,,, + 0547518 f3f,,. f,

+0,231311 f3f,,% + 1,084875 f2f,, f,°

+ -0,181535 ff,* (4.14)

4.3  Simulasi Numerik

Penyelesaian persamaan diferensial dengan menggunakan Metode Runge-
Kutta orde empat berdasarkan rata-rata harmonik. Penelitian tentang metode
Runge Kutta berdasarkan rata-rata harmonik telah di lakukan oleh beberapa
peneliti yaitu Runge-Kutta orde empat Klasik harmonik (Evans, D.J, dkk), Runge-
Kutta orde empat Kutta harmonik (Ardianti, E.P) dan Runge-Kutta orde empat

Kuntzmann harmonik.

Contoh 4.1:

Y=y y0 =1, 0<xs<1 (4.15)
dan solus eksak yang diberikan adalah ¥ = e* dengan n = 11. Tentukan
penyelesaian persamaan diferensial.

Penyelesaian:

Persamaan (4.15) diselesailkan menggunakan software Matlab 5.3 secara metode
Runge-Kutta Klasik berdasarkan rata-rata harmonik (RKKIH), Runge-Kutta Kutta
berdasarkan rata-rata harmonik (RKKH) dan Runge-Kutta Kuntzmann
berdasarkan rata-rata harmonik (RKKuH), dengan = 0.1, x; = 0 dan ¥, = 1.
Solusi eksak dan error dari persamaan (4.15) disgjikan dalam Tabel (4.1).
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Tabd 4.1 Solus Eksak dan Error dari Metode RKKIH, RKKH dan RKKuH
untuk Persamaan y' = y

. 3 Error

' * (solus eksak) | Metode RKKIH Metode RKKH | Metode RKKuH
1| 00 | 1,0000000 0,00000000000 | 0,00000000000 0.000000000000
2| 01 | 1,1051709 3,1126688E-07 | 3,2821385E-07 | 3,0000244E-07

3 | 02 | 1,2214027 6,8800611E-07 7,2546470E-07 6,6310785E-07

4 | 0,3 | 1,3498588 1,1405463E-06 1,2026435E-06 1,0992711E-06

51| 04 | 1,4918246 1,6806646E-06 1,7721686E-06 1,6198430E-06

6 | 05 | 16487212 2,3217768E-06 | 2,4481862E-06 2,2377540E-06

7| 06 | 1,8221188 3,0791518E-06 | 3,2467965E-06 | 2,9677204E-06

8 | 0,7 | 20137527 3,9701533E-06 | 4,1863087E-06 | 3,8264774E-06

9 | 08 | 22255409 5,0145112E-06 | 5,2875268E-06 | 4,8330412E-06

10| 09 | 24596031 6,2346276E-06 | 6,5740725E-06 | 6,0090028E-06

11| 1,0 | 2,7182818 7,6559202E-06 | 8,0727474E-06 7,3788603E-06

Hasil simulasi numerik untuk persamaan diferensia ¥’ = v, diperoleh
error dari metode RKKIH, RKKH dan RKKuH pada Tabel 4.1. Untuk
mengetahui perbandingan error pada metode tersebut maka berdasarkan Tabel 4.1
dapat diplot grafik yang ditunjukkan pada gambar 4.1.

0.000009 -
0.000008 -

=@ Error Metode RKKIH
== Error Metode RKKH
Error Metode RKKuH

0.000007 -
0.000006 -
0.000005 -

Error

0.000004 -
0.000003 -
0.000002 -
0.000001 -

0 "V = . T T T T
0.3 04

05 06 07 08 09 1

Nilai awal

Gambar 4.1 Grafik Perbandingan Error Metode RKKIH, RKKH dan
RKKuH pada Persamaan Diferensial ' = ¥
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Berdasarkan Gambar 4.1 dapat dilihat bahwa error dari metode Runge-
Kutta orde empat yang telah dimodifikasi berdasarkan rata-rata harmonik, metode
Runge-Kutta orde empat Kuntzmann harmonik (RKKuH) memilik error lebih
kecil dari Runge-Kutta orde empat Klasik harmonik (RKKIH) dan Runge-Kutta
orde empat Kutta harmonik (RKKH).

Simulas numerik untuk penyelesaian persamaan diferensiad dengan
mengunakan metode Runge-Kutta orde empat Kuntzmann dan metode Runge-
Kutta orde empat Kuntzmann yang telah dimodifikas berdasarkan rata-rata

harmonik.

Contoh 4.2:

y' =y vo =1, 0<sx<1 (4.16)
dan solusi eksak yang diberikan adalah ¥ = expx dengan n = 11. Tentukan
penyelesaian persamaan diferensial.

Penyelesaian:

Persamaan (4.16) diselesaikan dengan menggunakan software Matlab 5.3 secara
metode Runge-Kutta Kuntzmann (RKKu) dan Runge-Kutta Kuntzmann
berdasarkan rata-rata harmonik (RKKuH) dengan @ = 0.1, x5 = 0 dan y, = 1.
Berdasarkan lampiran B diperoleh solusi eksak dan error dari persamaan (4.16)
disgjikan dalam Tabel (4.2).

Tabea 4.2 Solus Eksak dan Error dari Metode RKKu dan RKKuH untuk
Persamaan y = ¥

. W Error
: * (solus eksak) Metode RKKu Metode RKKuH
1 0,0 1,0000000 0,0000000000 0,00000000000
2 0,1 1,1051709 8,474231E-08 3,0000244E-07
3 0,2 1,2214027 1,873094E-07 6,6310785E-07
4 0,3 1,3498588 3,105134E-07 1,0992711E-06
5 04 1,4918246 4,575605E-07 1,6198430E-06
6 0,5 1,6487212 6,321032E-07 2,2377540E-06
7 0,6 1,8221188 8,382985E-07 2,9677204E-06
8 0,7 2,0137527 1,080873E-06 3,8264774E-06
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9 0,8 2,2255409 1,365200E-06 4,8330412E-06
10 09 2,4596031 1,697376E-06 6,0090028E-06
11 1,0 2,7182818 2,084323E-06 7,3788603E-06

Hasil simulasi numerik untuk persamaan diferensial ¥’ = ¥, diperoleh
error dari metode RKKu dan RKKuH pada Tabel 4.2. Untuk mengetahui
perbandingan error pada metode tersebut maka berdasarkan Tabel 4.2 dapat diplot
grafik yang ditunjukkan pada Gambar 4.2

0.000008

0.000007 4 =——Error Metode RKKu

0.000006 - == Error Metode RKKuH

0.000005

0.000004

Error

0.000003

0.000002

0.000001

0

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Nilai awal

Gambar 4.2 Grafik Perbandingan Error Metode RKKu dan RKKuH pada
Persamaan Diferensial ' = y

Berdasarkan Gambar 4.2 dapat dilihat bahwa metode Runge-Kutta orde
empat Kuntzmann (RKKu) memiliki error yang lebih kecil dari metode Runge-
Kutta orde empat Kuntzmann yang telah dimodifikas berdasarkan rata-rata
harmonik (RKKuH).

Contoh 4.3:
Y=y-2x+1, ¥0 =05 0<x<1 (4.17)

dan solusi eksak yang diberikan adalah ¥ = x+ 1 #- éexpx dengan n = 11.

Tentukan penyel esaian persamaan diferensial.
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Penyelesaian:

Persamaan (4.17) diselesaikan dengan menggunakan software Matlab 5.3 secara
metode Runge-Kutta Kuntzmann (RKKu) dan Runge-Kutta Kuntzmann
berdasarkan rata-rata harmonik (RKKuH) dengan @ = 0.1, x5, = 0 dan y, = 1.
Bredasarkan lampiran C diperoleh solusi eksak dan error dari persamaan (4.17)
disgjikan dalam Tabel 4.3.

Tabd 4.3 Solus Eksak dan Error dari Metode RKKu dan RKKuH untuk

Persamaany = y- 2x+ 1

. v Error

' * (solusi eksak) Metode RKKu Metode RKKuH
1 0,0 0,5000000 0,0000000000 0,0000000000
2 0,1 0,6574145 1,242955E-07 3,742214E-06
3 0,2 0,8292986 2,572070E-07 1,221186E-05
4 0,3 1,0150705 3,991721E-07 2,489155E-05
5 04 1,2140876 5,506250E-07 4,140075E-05
6 0,5 1,4256393 7,119910E-07 6,144256E-05
7 0,6 1,6489405 8,836801E-07 8,476595E-05
8 0,7 1,8831236 1,066078E-06 1,111361E-04
9 0,8 2,1272295 1,259540E-06 1,403086E-04
10 0,9 2,3801984 1,464375E-06 1,720041E-04
11 1,0 2,6408590 1,464375E-06 2,058813E-04

Hasil simulasi numerik untuk persamaan diferensid y'= y- 2x+ 1,
diperoleh error dari metode RKKu dan RKKuH pada Tabel 4.3. Untuk
mengetahui perbandingan error pada metode tersebut maka berdasarkan Tabel 4.3
dapat diplot grafik yang ditunjukkan pada Gambar 4.3.
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0.00025 -
=¢=FError Metode RKKu
0.0002 -
== Error Metode RKKuH
0.00015 -
S
i
0.0001 -
0.00005 -
0 & S0 & = &
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 0.9 1
Nilai awal

Gambar 4.3 Grafik Perbandingan Error Metode RKKu dan RKKuH pada
Persamaan Diferensial ' = y- 2x+ 1

Berdasarkan Gambar 4.3 dapat dilihat bahwa metode Runge-Kutta orde
empat Kuntzmann (RKKu) memiliki error yang lebih kecil dari metode Runge-
Kutta orde empat Kuntzmann yang telah dimodifikasi berdasarkan rata-rata
harmonik (RKKuH).

Contoh 4.4:

y=-y vo =1, 0<x<1 (4.18)
dan solus eksak yang diberikan adalah ¥ = exp(-x) dengan n = 11. Tentukan
penyelesaian persamaan diferensial.
Penyelesaian:
Persamaan (4.18) diselesaikan dengan menggunakan software Matlab 5.3 secara
metode Runge-Kutta Kuntzmann (RKKu) dan Runge-Kutta Kuntzmann
berdasarkan rata-rata harmonik (RKKuH) dengan @@= 0.1, x5 = 0 dan y, = 1.
Berdasarkan lampiran D diperoleh solusi eksak dan error dari persamaan (4.18)
disgjikan dalam Tabel 4.4.

V-12



Tabd 4.4 Solus Eksak dan Error dari Metode RKKu dan RKKuH untuk

Persamaan ¥ = - ¥
. v Error
' * (solus eksak) Metode RKKu Metode RKKuH
1 0,0 1,000000 0,0000000000 0,0000000000
2 0,1 0,904837 8,196404E-08 3,223136E-07
3 0,2 0,818730 1,483282E-07 5,832829E-07
4 0,3 0,740818 2,013194E-07 7,916644E-07
5 04 0,670320 2,428818E-07 9,551036E-07
6 0,5 0,606530 2,747107E-07 1,080267E-06
7 0,6 0,548811 2,982822E-07 1,172959E-06
8 0,7 0,496585 3,148798E-07 1,238227E-06
9 0,8 0,449328 3,256172E-07 1,280451E-06
10 0,9 0,406569 3,314594E-07 1,303425E-06
11 1,0 0,367879 3,332410E-07 1,310431E-06
Hasil simulasi numerik untuk persamaan diferensia ¥’ = -y, diperoleh

error dari metode RKKu dan RKKuH pada Tabe 4.4. Untuk mengetahui
perbandingan error pada metode tersebut maka berdasarkan Tabel 4.4 dapat diplot

grafik yang ditunjukkan pada Gambar 4.4.

0.0000016 -

0.0000014 -

0.0000012

0.0000010

Error

0.0000008

0.0000006

0.0000004

0.0000002

=¢==Error Metode RKKu
== Error Metode RKKuH

0.0000000 . . . .
0 01 02 03 04

05 06 07 08

Nilai awal

Gambar 4.4 Grafik Perbandingan Error Metode RKKu dan RKKuH pada
Persamaan Diferensial ¥' = -y
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Berdasarkan Gambar 4.4 dapat dilihat bahwa metode Runge-Kutta orde
empat Kuntzmann (RKKu) memiliki error yang lebih kecil dari metode Runge-
Kutta orde empat Kuntzmann yang telah dimodifikasi berdasarkan rata-rata
harmonik (RKKuH).

Contoh 4.5:
y'=1/y, yo =1, (4.19)
dan solusi eksak yang diberikan adalah ¥ = v2x + 1 dengan n = 11. Tentukan

penyelesaian persamaan differensial.

0<sx=<1

Penyelesaian:

Persamaan (4.19) diselesaikan dengan menggunakan software Matlab 5.3 secara
metode Runge-Kutta Kuntzmann (RKKu) dan Runge-Kutta Kuntzmann
berdasarkan rata-rata harmonik (RKKuH) dengan = 0.1, x5, = 0 dan vy, = 1.
Berdasarkan lampiran E diperoleh solusi eksak dan error dari persamaan (4.17)
disgjikan dalam Tabel 4.5.

Tabe 4.5 Solus Eksak dan Error dari Metode RKKu dan RKKuH untuk

v 1
Persamaan y = 3

¥ Error
' * (solus eksak) Metode RKKu Metode RKKuH
1 0,0 1,000000 0,0000000000 0,0000000000
2 0,1 1,095445 1,139113E-07 1,228678E-07
3 0,2 1,183215 1,579208E-07 1,710691E-07
4 0,3 1,264911 1,748102E-07 1,898998E-07
5 04 1,341640 1,800403E-07 1,959591E-07
6 0,5 1,414213 1,799412E-07 1,961179E-07
7 0,6 1,483239 1,773466E-07 1,934808E-07
8 0,7 1,549193 1,736093E-07 1,895421E-07
9 0,8 1,612451 1,694041E-07 1,850534E-07
10 0,9 1,673320 1,650764E-07 1,804027E-07
11 1,0 1,732050 1,608037E-07 1,757919E-07
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Hasil simulasi numerik untuk persamaan diferensial y' = % diperoleh

error dari metode RKKu dan RKKuH pada Tabe 4.5. Untuk mengetahui
perbandingan error pada metode tersebut maka berdasarkan Tabel 4.5 dapat diplot
grafik yang ditunjukkan pada Gambar 4.5.

0.0000004 -
—o—Error Metode RKKu
=—Error Metode RKKuH
0.0000003 -
S 0.0000002 -
I

0.0000001

0.0000000 . . . . .
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Nilai Awal

Gambar 4.5 Grafik Perbandingan Error Metode RKKu dan RKKuH pada
Persamaan Diferensial y' = i

Berdasarkan Gambar 4.5 dapat dilihat bahwa metode Runge-Kutta orde
empat Kuntzmann (RKKu) memiliki error lebih kecil dibandingkan dari metode
Runge-Kutta orde empat Kuntzmann yang telah dimodifikas berdasarkan rata-
rata harmonik (RKKuH).
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BAB V
KESIMPULAN DAN SARAN

51 Kesimpulan

Metode Runge-Kutta orde empat Kuntzmann memiliki bentuk umum
sebagai berikut :
Yne1= Yot ooy 55k, + 125k, + 125k4 + 55k,

setelah dilakukan modifikasi dengan menggunakan rata-rata harmonik diperoleh :

) sk koks ks,
Yo = }”+E 11 T+ k + 14 Ko+ ke + 11 o+ Ky

dengan
kl = f Iﬂ’}’il

kz = I(In'i' %'}'u*' Ek )

5 1

ky= f(ta+ =0+ B ——- ——+39394 ky+ —+ ——V39394 k,

125 1000 125 1000

321 7

ky= f(x, + By, + - ~—+ —+/39394 Kk,

110 440

723 146

3 1
o 39394 ky+ - —+—+/39394 k
110 88 39394 K, + 55+55 39394 k4

Galat dari metode Runge-Kutta orde empat Kuntzmann berdasarkan rata-
rata harmonik diperoleh

Galat = ©° 0,068889 f*f,,,, + 0,547518 f3f,, f, + 0,231311 f3f,. *
+1,084875 f2f,,f,°+ -0,181535 ff,*

Penyelesaian persamaan diferensial biasa orde satu dengan menggunakan

metode Runge-Kutta orde empat yang telah dimodifikasi berdasarkan rata-rata



harmonik dalam soal ¥ = ¥, metode Runge-K utta Kuntzmann harmonik memiliki
memiliki error yang lebih kecil dibandingkan dari metode Runge-Kutta Kutta
harmonik dan Runge-Kutta Klasik harmonik.

Penyelesaian persamaan diferensial biasa orde satu dengan menggunakan
metode Runge-Kutta orde empat Kuntzman dan Runge-Kutta orde empat
Kuntzmann yang telah dimodifikasi berdasarkan rata-rata harmonik dalam
beberapa persoaan persamaan diferensia biasa metode Runge-Kutta orde empat
Kuntzmann memiliki error yang lebih kecil dibandingkan dengan metode Runge-
Kutta orde empat Kuntzmann yang telah dimodifikasi berdasarkan rata-rata

harmonik.

52 Saran

Penulisan tugas akhir ini penulis hanya menggunakan rata-rata harmonik
untuk memodifikasi metode Runge-Kutta orde empat Kuntzmann, dan dalam
komputasinya hanya membandingkan dua metode. Oleh karena itu, penulis
menyarankan agar pembaca dapat lebih lanjut menemukan bentuk baru dengan

menggunakan rata-rata yang berbeda seperti heronian dan centroidal.



DAFTAR PUSTAKA

Bronson, Richard dan Costa. Persamaan Differensial, Edis Tiga. Erlangga,
Jakarta. 2007.

Butcher, J.C. 2008. Numerical methods for ordinarry Differential Equetion. John
Wiley& Sons: England.

Chapra, Steven C dan Raymond P. Canela. Metode Numerik untuk Teknik.
Universitas Indonesia. Jakarta. 1991.

Cheney, Ward dan David Kincaid. Numerical for Computing, Sxth Edition.
halaman 440- 443.Thomson Higher Education. USA. 2008

Eka Putri Ardianti.”Modifikass Metode Runge-Kutta orde-4 Kutta Berdasarkan
Rata-rata Harmonik”. Tugas Akhir Mahasiswa Universitas IsSlam Negeri
Sultan Syarif Kasim Riau. 2011.

Evans, D.J. "A New 4TH Order Runge-Kutta Method for Initial Value Problems
With Error Control”. Intern J. Computer Math.Vol. 39. halaman 217-227.
1991.

Imran, M. 2002. “Perbandingan Modifikas Metode Runge-Kutta Orde-4
Berdasarkan Varias Rata-rata’. Fakultas Matematika dan Ilmu
Pengetahuan Alam Universitas Riau.

Lambert, J. D. Numerical Methods for Ordinay Differential System The Initial
Value. halaman 150. John Wiley & Sons. New Y ork.1993.

Lapidus, Leon dan John H. Seinfeld. Numerical Solution of Ordinary Differential
Equation. halaman 41-58. Academic Press. New York. 1971.

Munir, Rinaldi. Metode Numerik, Edis Revisi. Informatika, Bandung. 2008.

Ravinder, D dan P.S Rama Chandra Rao. “A New Fourth Order Runge- Kutta
Method for The Solution of Initial VValue Problem in ODE’S”. Int. J. Of
Appl. Math and Mech. halaman 32-50. 2012

Sanugi, B. B. dan D. J. Evans. ”A New Fourth Order Runge-Kutta Formula Based
on the Harmonic Mean ”. Intern J. Computer Math.Vol. 50. halaman 113-
118. 1994.

Shampine, F. Lawrence. 1994. Numerical Solution Of Ordinary Differential
Equetions, Champan & Hall Mathematics: New Y ork.

XVii



Supinah. 2010.”Modifikast Metode Runge-Kutta orde-4 Kutta Berdasarkan Rata-
rata Kontraharmonik”. Tugas Akhir Mahasiswa Universitas Islam Negeri
Sultan Syarif Kasim Riau.

Waluya, SB. Persamaan Differensial. haaman 8-28. Graha IImu.
Y ogyakarta.2006.

XViil



	1.Cover TA.pdf (p.1)
	7.Abstrak.pdf (p.2)
	9.KATA PENGANTAR.pdf (p.3-4)
	10.Daftar Isi.pdf (p.5-6)
	BAB I(3).pdf (p.7-9)
	BAB II(2).pdf (p.10-25)
	BAB III(1).pdf (p.26)
	BAB IV.pdf (p.27-41)
	BAB V(1).pdf (p.42-43)
	DAFTAR PUSTAKA(1).pdf (p.44-45)

