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  ABSTRAK 

Distribusi Sujatha Dua Parameter merupakan proses terbentuknya fungsi densitas peluang dari 

campuran fungsi densitas peluang Aradhana yang dihasilkan dari campuran tiga fungsi densitas 

peluang gamma yaitu gamma ),1(  , gamma ),2(   dan gamma ),3(  dan masing-nasing 

pemberat 
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dan 
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 . Perubahan pemberat terhadap 

campuran tiga fungsi densitas peluang gamma ),1(  , gamma ),2(   dan gamma ),3(  dan 

masing-masing pemberat 
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juga menghasilkan sebuah 

fungsi densitas peluang baru yaitu fungsi densitas peluang Sujatha . Beberapa sifat metematika 

yang digunakan adalah meliputi fungsi densitas peluang, fungsi distribusi kumulatif, fungsi 

pembangkit moment, estimasi parameter telah dibahas dengan menggunakan maksimum 

likelihood dan metode Newton Rhapshon. Dengan menggunakan bantuan software R maka 

didapat nilai estimasi parameter distribusi sujatha dua parameter 676967.0 , 2186.37
, 5278594ln L , 5719.109AIC .  

Kata kunci: Distribusi Gamma, Distribusi Sujatha, Newton Rhapson, maksimum likelihood. 
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ABSTRACT 

The Two-parameter Sujatha distribution is process of forming the probability density function 

from a mixture of the Aradhana probabilty density function resulting from a mixture of the three 

gamma probabilty density function is gamma ),1(  , gamma ),2(   dan gamma ),3(  , and each 

of the ballast  
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 . The ballast change to the mixtur 

of the three odds density function gamma ),1(  , gamma ),2(   dan gamma ),3(   and their 

respective weights 
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and also produces a new 

probability density function, namely the Sujatha probabilty density function. Some of the 

mathematical properties used include the probability density function, the cumulative distribution 

function, the moment generator function, the parameter estimation has been discussed using the 

maximum likelihood and the Newton Rhapshon Method. By using R software R, the stimation 

value of the two-parameter sujatha distribution parameter 676967.0 , 2186.37 ,

5278594ln L , 5719.109AIC .  
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BAB I  

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Seiring dengan berjalannya waktu, fungsi densitas peluang juga memiliki 

bentuk yang bervariasi. Salah satu penyebab terjadinya perubahan jumlah fungsi
 

densitas peluang ini adalah adanya penyesuaian pola data yang selalu berubah-ubah. 

Pemanasan global telah mengakibatkan perubahan suhu dari waktu ke waktu sangat 

terasa, pola hujan yang terjadi juga mengalami perubahan yang cukup signifikan dan 

pencemaran udara juga mengalami peningkatan dengan seiring berjalannya waktu. 

Perubahan-perubahan ini merupakan alasan utama untuk diperolehnya atau 

dilakukan penelitian-penelitian yang dapat mengasilkan fungsi-fungsi densitas 

peluang baru, yang dapat menjelaskan perubahan-perubahan pola data diatas. Teknik 

campuran fungsi densitas peluang dengan pemberat tertentu adalah salah satu upaya 

dalam menghasilkan fungsi densitas peluang baru. Fungsi dennsitas peluang 

distribusi akash merupakan hasil campuran gamma ),1(   dan gamma ),3(   dan 

pemberat secara berurutan 
22

2




  dan 

2

2
2 

(Shanker, 2015 a). Fungsi densitas 

Lindley merupakan hasil dari campuran fungsi densitas peluang gamma ),1(   dan 

gamma ),2(   dan masing-masing pemberat adalah 
1


dan 

1

1


.(Lindley, 1958) 

Campuran 3 fungsi densitas peluang juga menambah perbendaharaan 

terbentuknya  fungsi densitas peluang baru, diataranya adalah  fungsi densitas 

peluang Aradhana yang dihasilkan dari campuran tiga fungsi densitas peluang gamma 

yaitu Gamma ),1(  , Gamma ),2(   dan Gamma ),3(  dan masing-nasing pemberat 

222

2

 


, 

22

2
2  


dan 

22

2
2  

 (Shanker, 2016 a). Perubahan pemberat 

terhadap campuran tiga fungsi densitas peluang gamma ),1(  , gamma ),2(   dan 
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gamma ),3(   dan masing-masing pemberat 
22

2




, 

22 


 dan 

2

2
2 

juga menghasilkan sebuah fungsi densitas peluang baru yaitu fungsi densitas peluang 

Sujatha (Shanker, 2016 b). 

Atas ketertarikan penulis terhadap proses terbentuknya fungsi densitas 

peluang dari campuran fungsi densitas gamma dan masing-masing pemberat yang 

diberikan, penulis sangat tertarik untuk mendalami sifat karakteristik dari fungsi 

densitas peluang Sujatha dua parameter  dengan judul tugas akhir “Distribusi 

Sujatha Dua Parameter Beserta Sifatnya”. 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang di atas, maka dapat diambil suatu rumusan 

masalah yaitu 

a. Bagaimana sifat-sifat distribusi sujatha dua parameter ? 

b. Bagaimana cara menerapkan distribusi sujatha dua parameter? 

1.3 Batasan Masalah 

Dalam penulisan tugas akhir ini diperlukan batasan-batasan masalah agar 

tidak menyimpang dari yang telah direncanakan sehingga tujuan yang seharusnya 

dapat dicapai. Berikut batasan-batasan masalah dalam penulisan ini. 

a. Sifat-sifat yang akan dibahas hanya rata-rata, variasi, moment dan estimasi 

parameter. 

b. Data yang digunakan adalah data yang terdapat pada jurnal yang berjudul  “A 

two-parameter Sujatha distribution” 

1.4 Tujuan Penelitian 

Adapun tujuan dari penulisan tugas akhir ini adalah 

a. Mengetahui sifat-sifat dari distribusi sujatha dua parameter. 

b. Mengetahui penerapan distribusi sujatha dua parameter terhadap data tertentu. 
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1.5 Manfaat Penelitian 

Adapun manfaat dari penulisan tugas akhir ini adalah sebagai berikut. 

a. Mampu mengetahui sifat-sifat distribusi terutama distribusi sujatha dua 

parameter.  

b. Dengan adanya penelitian ini diharapkan dapat menjadi rujukan apabila ada 

penelitian terkait pada masa yang akan datang. 

1.6 Sistematika Penulisan 

Sistematika penulisan tugas akhir ini dapat dibagi menjadi lima bab, yaitu 

sebagai berikut. 

BAB I PENDAHULUAN 

Bab ini menjelaskan tentang latar belakang, rumusan masalah, batasan 

masalah, tujuan dan manfaat penulisan, serta sistematika penulisan. 

BAB II LANDASAN TEORI 

Bab ini menjelaskan tentang landasan teori yang digunakan dalam 

penulisan tugas akhir ini. Landasan teori tersebut, seperti analisi survival, 

distribusi gamma, distribusi peluang campuran, pembangkit momen, 

estimasi parameter. 

BAB III METODOLOGI PENELITIAN 

Bab ini menjelaskan tentang metode-metode yang digunakan dalam 

penulisan tugas akhir ini. 

BAB IV PEMBAHASAN 

Bab ini menjelaskan tentang pembahasan sifat-sifat distribusi sujatha, 

penerapan distribusi sujatha yang didukung dengan teori-teori yang 

berkaitan. 

BAB V PENUTUP 

Bab ini berisi tentang kesimpulan dari bab-bab sebelumnya dan saran dari 

penulis. 



BAB II 

LANDASAN TEORI 

 

2.1 Analisis Survival 

Kleinbaum dan Klien (2005) menyatakan bahwa analisis tahan hidup 

meruapakan prosedur statistik yang digunakan untuk menggambarkan analisis 

data yang berhubungan dengan waktu dari diketahui waktu awal (time origin) 

penelitian yang sudah ditentukan, sampai waktu adanya suatu kejadian (event) 

atau waktu akhir penelitian (end point). Kejadian yang terjadi (failur event) dapat 

berupa pengobatan atau menculnya penyakit baru, kejadian kecelakan, respon dari 

suatu percobaan atau peristiwa lain yang dipilih sesuai dengan kepentingan 

peneliti. Analisis tahan hidup dapat diterapkan dalam bidang biologi, kedokteran, 

teknik dan sebagainya. Analisis survival adalah teknik statistik yang digunakan 

untuk menganalisis data yang bertujuan untuk mengetahui hasil dari variabel yang 

mempengaruhi suatu awal kejadian, contohnya waktu yang dicatat dalam hari, 

minggu, bulan atau tahun. Untuk kejadian awal contohnya awal pasien terjangkit 

penyakit dan kejadian akhir contohnya kesembuhan dan kematian pasien 

(Kleinbaum & Klein, 2011). 

2.2 Distribusi Campuran 

Dalam menentukan distribusi data penelitian, telah dikenal beberapa 

bentuk baik diskrit maupun kontinu. Selama ini model fungsi distribusi peluang 

dari data diasumsikan sebagai fungsi distribusi peluang tunggal, misalkan 

distribusi normal. Tetapi kenyataannya, seringkali plot distribusi data tidak sesuai 

dengan asumsi fungsi distribusi pelang tunggal. Hal ini menyebabkan hasil 

analisis tidak mewakili keadaan sebenarnya. Keadaan ini terjadi karena adanya 

bebebrapa sub populasi dalam penelitian. Untuk memodelkan kondisi seperti ini 

pendekatan model distribusi campuran ( mixture distribution ) yang merupakan 

kombinasi liniear dari dua atau lebih fungsi densitas peluang kontinu lebih tepat. 

Parameter campuran mendugai proporsi pada suatu kombinasi distribusi, 

dengan nilai 10  pi  dimana ni ,...,3,2,1 . Misalkan kFFF ,...,, 21  adalah fungsi 
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densitas peluang dan  kppp ,...,, 21  adalah bilangan real positif 



k

i

pi
1

1  

∑      
    (nilai-nilai tersebut membentuk probabilitas distribusi). Maka kita 

dapat mendefinisikannya dengan fungsi baru. Bentuk fungsi distribusi campuran 

tersebut dapat dituliskan sebagai berikut : 

       xFpxFpxFpxG kk ...2211         (2.1) 

 

2.3 Fungsi Densitas Peluang 

Fungsi peluang yang digambrkan oleh kurva kontinu dari variabel acak 

kontinu biasanya disebut fungsi densitas atau fungsi kepadatan peluang. (Walpole 

& Myres, 1989). Fungsi )(xf  adalah fungsi kepadatan peluang peubah acak 

kontinu X yang disebut fungsi densitas. 

Definsi 2.1  

Untuk sebuah peubah acak kontinu X, didefinisikan sebagai: 

                       dxxfbXaP

b

a

  

 

Dimana fungsi )(xf  dinyatakan sebagai fungsi kepadatan peluang, memenuhi 

kondisi-kondisi berikut 

1. ,0)( xf untuk semua Rx   

2. 1)( 




dxxf  

3.    

b

a

dxxfbXaP  

2.4 Distribusi Kumulatif 

Dalam statistika matematis, bentuk  xXP   dinamakan fungsi distribusi 

kumulatif atau fungsi distribusi saja. Berikut ini diberikan definisi mengenai 

fungsi distribusi kumulatif. 

Definisi 2.2 

Misalnya X adalah peubah acak kontinu, maka fungsi distribusi kumulatif dari X

berbentuk: 
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      






x

dttfxXPxF  

dengan  tf adalah nilai fungsi densitas dari X di t . 

2.5 Distribusi Gamma 

 Distribusi Gamma merupakan distribusi yang sudah dikenal dalam 

matematika untuk menyelesaikan berbagai persoalan di bidang rekayasa dan 

sains. Distribusi Gamma juga berperan penting dalam teori antrian dan teori 

reliabilitas. Karakteristik dari distribusi Gamma, yaitu   dan  , di mana     

dan     (Robert V.,1995). 

Distribusi Gamma juga termasuk distribusi acak kontinu yang mempunyai fungsi 

kepadatan peluang. Berikut fungsi kepadatan peluang dari distribusi Gamma. 

  
 
 

















0,

0,0

1

xif
xe

xif

x

xf 




                               (2.2) 

Untuk          dikatakan sebagai variabel acak gamma dengan  parameter 

   . Kuantitas      disebut fungsi gamma dan di definisikan dengan 

   



0

1 dxxe x            (2.3) 

Sangat mudah untuk menunjukkan dengan induksi bahwa untuk integral 

dikatakan  n , 

    !1 nn  

2.6 Fungsi Pembangkit Momen 

 Fungsi pembangkit momen (Moment Genereating Function) dari peubah 

acak mempunyai  beberapa kegunaan antara lain untuk menentukan fungsi 

kepadatan peluang, mean, momen ke-k dari suatu distribusi dan peubah acak. 

Menurut Ronald dan Raymond(1995) kegunaan yang jelas dari funsi pembangkit 

moment ini adalah untuk menentukan momen-momen distribusi. Akan tetapi 

momen-momen distribusi dari fungsi peubah acak. Berikut diberikan definisi 

mengenai fungsi pembangkit momen yang diambil dari Hong dan Craig(1978). 



II-4 

 

 Jika x  merupakan peubah acak, maka fungsi pembangkit momen )(tMx  

didefinisikan sebagai berikut: 

)()( txeEtMx          

Apabila )( txeE ada hth  untuk suatu 0h . 

Jika x  peubah acak diskrit, maka fungsi pembangkit momen )(tMx didefinisikan 

sebagai berikut: 

  )()()( xfeeEtMx txtx             (2.4) 

Diberikan perubah acak kontinu x  dengan fungsi kepadatan peluang adalah )(xf . 

Fungsi pembangkit momen dari x  dinotasikan dengan )(tM x  dan didefinisikan  

 





 dxxfeeEtMx txtx )()()(      (2.5) 

Teorema 2.1 

Jika )(tMx merupakan fungsi pembangkit momen dari peubah acak kontinu x

,maka : 

 
)()0()0( xEM

dt

d
Mx x         

Bukti : 

Berdasarkan definisi fungsi pembangkit momen adalah sebagai berikut : 

   





 dxxfeeEtMx txtx )()()(  

Diperoleh  

 

dxxfe

tM
dt

d
tMx

tx

x

)(

)()(








  

Maka , 




 )()(..)0()0( .0 xEdxxfexM
dt

d
Mx x

x

 

Teorema 2.2 

Jika )(tMx merupakan fungsi pembangkit momen dari peubah acak x  maka :  

)())0(()0( 2''' xVarMxM x             
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Bukti: 

Berdasarkan definisifungsi pembangkit momen  maka : 






 dxxfexM
dt

d
xM tx

x )(..)0()0( 2

2

2
''

 

Diperoleh 

 








 )()(.)(..)0()0( 222

2

2
'' xEdxxfxdxxfexM

dt

d
xM tx

x

 

Akibatnya 

           )())(()())0(()0( 222'''' xVarxExExMxM   

2.6.1 Variansi dan Mean 

 Diberikan peubah acak kontinu x  dengan f sebagai fungsi kepadatan 

peluangnya. Jika u merupakan fungsi dari x  dengan rumus  x , mean dari  x

, dinotasikan dengan   xE   didefinisikan sebagai : 

      




 dxxfxxE .  

Jika   xx  , maka      XdarimeandisebutxExE   

Definisi 2.3 : 

Misalkan X peubah acak dengan distribusi peluang  xf  dan rataan  , maka 

2)( XVar  adalah: 

 

      

      

kontinuXbila

dxxfxXE

dan

diskritXbila

xfxXE
x













222

222





 

Varian digunakan untuk mengukur variabelitas suatu distribusi peluang 

Teorema 2.3 

 Jika X  adalah peubah acak kontinu dengan  xf sebagai fungsi kepadatan 

peluangnya, maka berlaku  
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   

   

 
 
 
  22

222

22

22

2

22

2

2

2

:

























XE

XE

XE

XXE

XEXVar

Bukti

XEXVar

  

Teorema 2.4 

 Jika aX peubah acak dan b  suatu konstanta maka : 

   XabaXVar var2  

      

    
    

    

   

  
  
   255:1995.&var

:

2

22

22

2

2

2

2

MisraDudewichXa

XEa

XaE

XEXaE

XaEXaE

bbXaEXaE

bXaEbXaE

baXEbaXEbaXVar

Bukti





















 

2.7 Metode Maximum Likelihod Estimation (MLE) 

 Menurut Bain dan Engelhardt (1992: 293) Metode maksimum likelihood 

merupakan salah satu cara untuk melakukan penaksiran parameter yang tidak 

diketahui. Prosedur penaksiran maksimum likelihood menguji apakah penaksiran 

maksimum yang tidak diketahui dari fungsi likelihood suatu sampel nilainya 

sudah memaksimumkan fungsi likelihood. 

Definisi 2.4 Misalkan .,...,,, 321 nxxxx  adalah variabel acak dari populasi 

parameter yang tidak diketahui. Maka fungsi likelihood sampel tersebut adalah : 
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       

 

 
  )6.2(

,...,,

;

;....;;0;,...,,

21

1

2121









L

xxxL

xf

xfxfxfxxxL

n

n

i

i

nn












 

Defisini 2.6       ,;,...,, 21 nxxxfL  merupakan fungsi densitas 

peluang dari nxxxx ,...,,, 321  Untuk hasil pengamatan nxxxx ,...,,, 321  , nilai   

berada dalam    , dimana  L  maksimum yang disebut sebagai 

Maximum Likelihood Estimation (MLE) dari  , jadi 
^

  merupakan pendugaan 

dari  .  

Jika       ,;,...,,max;,...,, 2121 nn xxxfxxxf  maka untuk 

memaksimumkan  L terhadap parameternya dengan mencari turunan dari 

 L . Biasanya mencari turunan dari  L  relatif sulit, sehingga dalam 

penyelesaiannya dapat diatasi dengan menggunakan logaritma atau fungsi ln

dari  L yaitu : 

   



n

i

xfL
1

1;lnln   

Untuk memaksimumkan  Lln adalah dengan mencari turunan dari  Lln

terhadap parameter parameternya, kemudian turunannya dibuatsama dengan 

nol. 

 
0

ln








L

 
 

2.8 Akaike Information Criterion (AIC) 

Seleksi model merupakan suatu tahapan penting untuk memutuskan model 

yang terbaik. Akaike (1973,1974) memperkenalkan suatu kriteria informasi yang 

disebut dengan AIC (Akaike’s Information Criterion). 

Akaike Information Criterion (AIC) merupakan pengukuran untuk kualitas 

relatif dari model statistik dari data yang diberikan untuk pemilihan model terbaik 
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dari beberapa model yang ada. Perhitungan AIC dapat dilakukan dengan 

rumus : 

kLAIC 2ln2   (2.7) 

Dengan k  adalah banyaknya parameter yang akan di taksir. 

Untuk ukuran sampel yang terbatas digunakan AICC, yaitu nilai AIC yang telah 

dikoreksi. Perhitungan AIC dapat dilakukan dengan rumus : 

 
1

12






kn

kk
AICAICC  (2.8) 

dengan n  merupakan ukuran sampel. Selain itu, jika nilai k  yang semakin besar 

atau variabel yang akan ditaksirnya semakin banyak, maka penggunaan nilai 

AICC ini jauh lebih baik dibandingkan dengan menggunakan nilai AIC, misalnya 

ketika n  tidak lebih besar dari 2k . Namun, ketika n  semakin besar, nilai AICC 

akan konvergen ke nilai AIC, sehingga AICC dapat dihiraukan. Model yang 

terbaik yaitu model yang memiliki nilai AIC atau AICC terkecil. 

 

2.9 Metode Newton-Raphson  

Apabila dalam proses pendugaan parameter didapat persamaan akhir yang 

non liniear biasanya diperoleh pendugaan parameter yang tidak dapat diselesaikan 

secara analitik, sehingga perlu diselesaikan dengan cara numerik. Salah satu cara 

yang digunakan dengan teknik iteratif yaitu metode Newton Rhapshon. Jika 0   

merupakan nilai awal   atau 0  merupakan nilai ke 1 maka dapat dimisalkan 

10    dan 11  i  dengan i  awal 0. 

Metode ini dapat diperluas untuk meyelesaikan sistem persamaan dengan 

lebih dari satu parameter. Misal p ,..., 21  maka iterasinya sebagai berikut : 

      gHii 




1

1   

Vektor gradien atau verktor turunan pertama terhadap parameternya dan 

lambangnya  g  yaitu : 
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 
 

 

 

 

n

L

L

L

L
g




































ln

ln

ln

ln
2

1



 

Matriks Hessian atau matriks turunan kedua dari fungsi logaritma natural terhadap 

parameter 1  dan 2 dilambangkan dengan  H  yaitu : 

 
 

   

   












































2

22

1

2

2

1

2

2

lnln

lnln

'

ln

nn

n

LL

LL

L
g




























 

(Seberand Wild, 2003). 

 

 

 



BAB III 

METODOLOGI PENELITIAN 

Pada Bab ini akan dijelaskan bagaimana prosedur yang dilakukan penulis 

untuk mencapai tujuan dari penelitian ini. Penelitian ini didukung menggunakan 

buku-buku dan referensi-referensi lainnya yang berkaitan dengan penelitian ini.  

3.1 Sumber Data 

Data yang digunakan dalam penelitian ini adalah data yang terdapat pada 

jurnal Rama Shanker yang berjudul A two-parameter sujatha distribution. 

3.2 Metode Analisis Data 

Metode analisis data yang digunakan dalam penelitian ini adalah dengan 

menggunakan metode distribusi Sujatha . Untuk mendapatkan model kecepatan 

angin, maka harus dilakukan beberapan tahapan. 

Berikut langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini adalah 

sebagai berikut : 

1. Membuktikan distribusi sujatha suatu fungsi densitas peluang 

2. Membuktikan distribusi sujatha suatu fungsi distribusi kumulatif 

3. Menentukan fungsi campuran peluang gamma  

4. Menentukan mean dan varian dari distribusi sujatha  

5. Membuktikan momen pertama hingga keempat dan mencari momen 

kepada distribusi dengan menggunakan fungsi pembangkit momen. 

6. Membuktikan estimasi parameter dengan menggunakan metode maximum 

likelihood 

 

 

 

 

 

 

 



BAB V

PENUTUP

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan analisis dan pembahasan yang telah dilakukan, maka dapat

disimpulkan beberapa hal sebagai berikut:

1. Persamaan Fungsi Densitas Peluang Sujatha yaitu :

xexxxf 

 


 )(
2

),;( 2
2

3

2. Persamaan Distribusi Kumulatif Distribusi Sujatha yaitu :

xexxxf 


 










2

)2(11),;( 2

3. Fungsi Pembangkit Moment Distribusi Sujatha adalah :

      














 322

3 21
2 tθtθtθ

α
θαθ

θ)Mx(etx

4. Fungsi Likelihood Distribusi Sujatha yaitu :

   













n

i

xn
ii

n

exxL
1

2
2

3

2





5. Hasil estimasi parameter yang telah di aplikasikan pada data survival

distribusi sujatha dua parameter dengan nilai 676967.0 , 2186.37 ,

6. Hasil perhitungan Akaike Information Criterion (AIC) Distribusi Sujatha

sebagai berikut 5719.109AIC .



5.2 Saran

Penulisan tugas akhir ini membahas tentang memahami secara detail dan

matematis untuk mendapatkan nilai maksimum likelihood, loglikelihood, serta

nilai estimasi parameter yang terdapat pada jurnal. Diharapkan bagi pembaca

yang berminat melanjutkan tugas akhir ini, pembaca mampu memahami kembali

secara detail distribusi sujatha menggunakan metode yang sama namun

menggunakan data yang berbeda serta parameter yang berbeda.
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