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21 Sistem Persamaan diferensial

Persamaan diferensial adalah suatu persamaan yang di dalamnya terdapat
turunan-turunan. Jika terdapat variabel bebas tunggal, turunannya merupakan
turunan biasa dan persamaannya disebut persamaan diferensial biasa. Sedangkan
jika terdapat dua atau lebih variabel bebas, maka turunannya adalah turunan
parsial dan persamaannya disebut persamaan diferensial parsia (Ayres, 1999).
Contoh 2.1:
Diberikan persamaan diferensial

d
g 2x+ 9

dx

dengan y adalah variabel terikat dan x variabel bebas
Sistem persamaan differensial adalah persamaan yang terdiri dari beberapa
persamaan differensial. Diberikan sistem persamaan differensial :
x=fx (2.2)
clxy dxp & T

. T T
dengani = —2, =%, =% f= fif,.. f ,danx= X %,..%, €8

Sistem persamaan differensial (2.1) dapat ditulis dalam bentuk sistem persamaan
berikut :

Xy
E = fl ILIE, R

dx,
E = fz I'I.,IE’ . Iil

(22)

dx,
E = .ru II,IZ' e Ky

Dengan f; adalah fungs dari x4, x5, ... , X, untuk setigpi =1,2, ... ,n



Sistem (2.2) dikatakan linear jika f; f, ... fs masing-masing linear pada
XXz .. X, dan sebaliknya jika masing-masing tidak linear maka disebut
persamaan differensial non linear. Jika sistem (2.2) linear maka bisa ditulis dalam
bentuk :

Xy = QyqXy + G3X5 + .+ Gy Xy
Xp = Xy + O3y + ...+ Aoy Xy

(2.3)
Xy, = QpXy + @yoXo + .o+ QppXa

Selanjutnya sistem dapat ditulis dalam bentuk :
x= Ax

Dengan A matrik dengan ukurannx n, danx = x; X5, ... X, T

Definisi 2.1 (Perko, 1991) diberikan E € R™ ,E himpunan terbuka, dan f;, €
CYER), i=1.2,..,n Vektor x(t) € R™ disebut penyelesaian sistem (2.1)
pada interval | jika x(t) differensiabel pada | dan ;—L:‘E f xt untuk setiap

teldanxt ekE.

2.2  Titik Kesetimbangan (Equilibrium)

Secara umum model penyebaran penyakit mempunyai dua titik
kesetimbangan yakni titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan
endemik penyakit. Titik kesetimbangan bebas penyakit adalah suatu kondisi yang
menyatakan tidak ada individu yang terinfeksi penyakit, sedangkan titik
kesetimbangan endemik penyakit adalah suatu kondisi yang menyatakan selalu
ada individu yang terinfeksi penyakit. Untuk informasi yang menggambarkan
perilaku sistem pada titik kesetimbangan maka akan dicari kestabilan titik
kesetimbangannya. Di bawah ini definisi tentang kestabilan titik kesetimbangan
(equilibrium):
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Definisi 2.2 (Hae, 1991) Titik keseimbangan (equilibrium) ¥ € R™ dari sistem

(2.1) dikatakan:

a. Stabil lokal jika untuk setiap £ > 0 terdapat & > 0 sedemikian sehingga untuk
solusi sistem (2.1) x(t) yang memenuhi |[|x t; - %|| < & maka berakibat
[[x t - %|| < £untuk setigpt < .

b. Stabil asimtotik lokal jika titik eguilibrium¥ € R™ stabil dan terdapat
bilangan &, > 0 sehingga untuk setiap solusi x(t) yang memenuhi ||x t; -
%|| < &, berakibat lim,_,..x t = ¥

c. Tidak stabil jikatitik equilibrium x € R™ tak memenunhi (a).

Sedangkan kestabilan yang bersifat global, jika untuk sembarang titik
awa, solus sistem persamaan differensiad  x(t) berada dekat titik
equilibrium ¥ € R™, maka titik equilibrium ¥ € R™ stabil global. Namun jika
titik equilibrium ¥ € R™ stabil global dan untuk t membesar menuju tak hingga
x(t) konvergan ke ¥ € R™, maka titik equilibriumx € R™ stabil asimtotik
global.

2.3 MatriksJacobian

Definisi 2.3 (Hale, 1991) Diberikan f = ( fy, ..., f,) pada sistem (2.1) di atas
dengan f, ec' E ,i=1,2,..,n.

ofy 0fy
e, () - Bz, (%)
] fx = o7 : o :

dinamakan matriks jacobian dari f di titik x.

Teorema 2.1 (Hale, 1991)

a. Jika semua nila eigen dari matriks jacobian [/ f x mempunyai bagian real
negatif, makatitik equilibrium X dari sistem (2.1) stabil asimtotik.

b. Jika terdapat nilai eigen dari matriks jacobian [/ f x mempunyai bagian real
positif, makatitik equilibrium & dari sistem (2.1) tidak stabil.
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Teorema 2.2 (Widodo, 2007) Jika nilai eigennya imginer murni maka titik
equilibrium % dari sistem (2.1) stabil, tetapi tidak stabil asimtotik.

24  Mode Pertumbuhan Logistik

Model pertumbuhan logistik adalah model pertumbuhan populasi dengan
sumber daya lingkungan yang terbatas. Persamaan logistik pertama kali
diperkenalkan oleh Pierre-Francais Verhulst pada tahun 1838 (Sari). Model
pertumbuhan logistik disebut juga dengan model verhulst atau kurva pertumbuhan
logistik. Pada model pertumbuhan logistik ini diasumsikan bahwa tidak ada
penundaan waktu pada proses pertumbuhan populasi. Model ini termasuk model
kontinu terhadap waktu, dan persamaannya adalah :

=N 1-2 (2.4)

el
dengan,
N : jumlah populasi pada saat t
r : rata— rata pertumbuhan
k : kapasitas batas lingkungan.
Jika diselesaikan, maka persamaan logistik mempunyai solusi sebagai
berikut:

Diketahui :
oynN 1-2
el k
Sehingga,
dN
5 %r = rdt
dN _
% 3 N rdt
k
1
Karena —— = —+ —#— makadiperoleh
N1 & N 1= g

—dN + X _dN= rdt
N
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In|N]-Inljk- N|=rt+ ¢
N

In — =7rt+c¢

- Erlt:.

jikaN 0 = N, maka

Mg = Er(ﬂ)f c
N

k=MNp

Ni

= EL
k=Ng
L
c=In ==
k=Np
Selanjutnya,
N L'
In — =rit+ in ==
=M k=N
N N
In — -1 1 = rt
k=N k=N
MN(k=N
( o) = rt
Nu(k N)
N _ E.rl Np
=M k=N
Maka diperoleh nilai N yaitu :
_ kNp ¢
N = k—Ng +eTtNg '
&
N= =
Hgf":

Untuk r = 0,7 dan k = 120 maka diperoleh grafik sebagai berikut :
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Gambar 2.1 Grafik Model L ogistik

25 Mode SIRS
Pada model SIRS, populasi dibagi menjadi tiga kelompok yaitu suspectible
(S kelas yang berisikan individu yang rentan terhadap penyakit yang dibicarakan,
invertible (1) kelas yang berisikan individu yang telah terinfeksi penyakit dan
mampu menularkan, dan yang terakhir kelas recovered (R) yakni kelas yang
sembuh terhadap penyakit yang dibicarakan. Pada model SIRS individu hanya
mengalami kekebalan sementara, dengan kata lain setelah individu memasuki
kelas recovered (R) ia akan masuk kembali pada kelas rentan atau kelas
suspectible (S).
Pada model SIRS ini diperlukan asumsi-asums sebagai berikut:
Populasi tertutup (tidak ada prosesimigrasi).
b. Terjadi kelahiran dan kematian pada populasi, dengan lgu kelahiran dan
kematian sama, yaitu b = d.
Penyakit dapat disembuhkan.
d. Lau penularan diperhatikan, dinyatakan dengan a > 0.
e. Lau penyembuhan diperhatikan, dinyatakan dengan g > O.
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f. Individu yang sembuh dari penyakit yang dibicarakan masuk kembali ke kelas
rentan atau suspectible (S), dinyatakan dengan y > 0.

g. Individu yang sembuh hanya mengalami kekebalan sementara

h. Hanyaada satu jenis penyakit.

Berdasarkan asums di atas maka didapat diagram alir dari model SIRS
seperti di bawah ini:

¥
b a 7
- * S > > R
d d d

Gambar 2.2 Diagram Alir Modedl SIRS
Sesual Gambar di atas maka didapat sistem persamaan differensial sebagai
berikut:

V)

—==b-aSl-dS+yR (25.9)
%: aSl - di - ul (2.5.b)
%: ul - dR- yR (2.5.0)
S+1+R=N (2.5.d)

Nilai R dapat ditentukan apabila nilai §dan [ ditentukan ini karena
R=N-5-1. Sdanjutnya akan ditentukan titik kesetimbangannya dan titik
kestabilannya.

2.5.1 Titik Equilibrium Bebas Penyakit

Titik equilibrium bebas penyakit berarti dalam populasi tersebut tidak ada
individu yang terinfeksi atau sakit. Titik equilibrium bebas penyakit ini di
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notasikan dengan (5 ,1 ). Untuk mendapatkan titik equilibrium bebas penyakit,
dari persamaan (2.5.a) maka dilakukan penyelesaian sebagal berikut:
b-a51 -d§ + yR=0
b-aS§ (0)-dS + yR=0
b-dS + yR=0
-d5 =-yR- b

yR+h
i

£ =

Jadi diperoleh § = X2 dan | = 0 maka titik equilibrium bebas

yR+h
i

penyakitnyaadalah (§ ,1 ) =

,0

2.5.2 Titik Equilibrium Endemik Penyakit
Titik equilibrium endemik penyakit ini adalah jika dalam suatu populasi
selau terdapat individu yang terinfeksi penyakit yang dibicarakan. Titik
equilibrium endemik penyakit ini dinotasikan dengan ($,f). Dari persamaan
(2.5.b) diperolah penyelesaian sebagai berikut :
aSf-di-pi=0
f(aS-d-p)=0
karena (f # 0) maka(aS-d- u) = 0
aS=d+ pu

% o + i
§=—
=]

substitusikan kepersamaan (2.5.a), sehingga:
b- aSf-dS+ yR=0

a B jop-d B2 4R

(43 (43

(d+wi=b-d &2 + yR

(43

o+

f: b= m +¥R
(d+p)
_ b c!(t!rp)_l_ ¥R
(d#p) (d+pa  (d+p)
T h i R
— _ f_+ ¥

T o(den) @ (d+p)
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jadi diperoleh titik equilibrium endemik penyakitnya adalah

& T o + i h il ¥R
§fF = & _b__d, IR
a o (d+p) a (d+p)

2.5.3 Kestabilan Titik Kesetimbangan
Setelah diperoleh titik kesetimbangannya, selanjutnya akan diselidiki
kestabilan titik kesetimbangannya dengan mencari matriks jacobian terlebih dulu.
f 81 = b-aSl-dS+ yR
g S = aSl-dl - ul
Kemudian dicari turunan parsialnyaterhadap variabel pada fungsi tersebut
a) Fungs f &, diturunkan terhadap variabel § :

df _ 8 b=aSi=d5+yR
as a5

= -al-d
b) Fungs f §,1 diturunkan terhadap variabd I :

af _ 8 b=aSi=d5+yR
ar al

= —a§

c) Fungs g 5,1 diturunkan terhadap variabel 5 :

Ay _ A wSi—dl-pl
as as

= al
d) Fungs g 5,1 diturunkan terhadap variabel I :

dg _ 8 aSi=di=ul

dal dal
=aS-d-u
Matriks jacobiannya adalah :
o o
a5 al
_ -—al-d -aS
Iat = al aS-d- p (2:6)
Dengan definisi dasar angka reproduksi:
_ o YR+b
Ro= Tavu (2.7)

11-9



yR+h

a. Kestabilan titik kesetimbangan bebas penyakit (5 ,1 ) = >

,0

Teorema 2.3 : (Risna Lesmana) Titik kesetimbangan bebas penyakit (5 ,1 ) =

yR+h
i

Bukti :

Berdasarkan matriks jacobian (2.6) bahwa:

,0 stabil asimtotik lokal jika Ry < 1.

Setelah dimasukkan nilai § dan ! makamatriks di atas menjadi

-a(0) - d - q 1B
J(5.1)= -
a(0) re -
-d - q YEiE

J(5 1) = -
0 a yR+b

Kemudian dicari nilai eigen dari matriks di atas
det AT-Jf(5,1) =0

-d —q 2
1 O il
det A - =0
01 0 a Fﬁ:;h -d-
-d —q 242
det 4 0 - SR+ b 4 =0
O ﬂ O il B d_ P
A+ d a FH;“
det ‘ =0
0 A- a2 —d-y

il

Berdasarkan determinan matriks di atas maka diperoleh persamaan:

yR+h
i

A+d A-

-d-u =0
Diperoleh,
A,=-d<0

L=a B2 _g-y

il
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E }-'Frh

i+

o yR+h
i d+ p

Rn_l | |

Jika R; < 1 maka A; bernilai real negatif, sehingga Teorema (2.3) terbukti titik

yR+b

kesetimbangan (§ ,1 ) = -

,0 stabil asimtotik lokal, jika R < 1.

b. Kestabilan Titik Kesetimbangan Endemik Penyakit 3] = r%’(,gtﬁ) - :—:+

¥R
(ad+p)

Teorema 2.4 (RisnalLesmana) :Titik Kesetimbangan Endemik Penyakit 7 =

d+y b ri+ ¥R
i (dvy) o (dvy)

Bukti :
Berdasarkan matriks jacobian (2.6) bahwa:
-al - d -alS
al aS-d- pu
Setelah dimasukkan nilai 5 dan F makamatriks di atas menjadi

stabil asimtotik lokal jika Ry > 1.

] S1 =

b d ¥R d+ p
- - =+ - d -
] 61 = (d+p) a (d+p)
’ b d N ¥R d+ p d
ﬁ —_— [— —_ —_—
d+m a @+ :
- b _d, ¥ _ _
| §f = “ (el +p) ==+ (d+p) @ (d+p
' b E+ ¥R 0
(d+p) o  (d+p)
Kemudian dicari nilai eigen dari matriks di atas
det AI-J(§ ) =0
— b _d, ¥R _ _
det 11 0 _ (d+p) a (d+p) d -(d+p) _ 0
0 1 b d, ¥R 0 =

(d+p) a  (d+p)
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—a —— 24 ¥R _ g -(d+ p)

A0 _ (d+p) a (d+p) _
det 0 i bo_d, 0 =0
(d+p) a  (d+p)
b d ¥R
+ - —+ + +
y At8 o e T8 @D 0
- 8 _E.{. YR A -
(d+p) a  (d+p)
Berdasarkan determinan matriks di atas diperoleh persamaan:
b d ¥R _ _ b d ¥R _
A+l e T TR A drE aamtam O
Misalkan,
_ h _E ¥R
2@ " at aw
W= d+ pu
Maka persamaan di atas menjadi
A2+ Z+d A+ WZ=0
- Z+d + Z+dZ*-4WEZ
Ay =
2
-Z+d - Z+d?*-4WZ
Az =
2
Dengan,
Wi= d+p a -84 IR
i+ i o+
_ yR+b _d
= d+pu a i -
=a yR+bh - L2
_ a yR+H
- o d+ p
=ahf,-1 |
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Jika R, > 1 maka 4, dan A, bernilai real negatif. Sehingga berdasarkan Teorema

(2.4) terbukti titik kesetimbangan endemik penyakit £ = '*:f‘,(d’;#)— S+

¥R
(+4)

stabil asimtotik jika Ry > 1.
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