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21  Sistem Persamaan diferensial

Persamaan diferensial merupakan persamaan yang melibatkan turunan-
turunan dari fungs yang tidak diketahui (Waluya, 2006).
Contoh 2.1 : Diberikan persamaan diferensia

dy
1. P 3x-1
d‘z 2
Caxdy y

Jika suatu persamaan diferensial hanya memiliki satu variabel bebas,
turunannya merupakan turunan biasa dan persamaannya disebut persamaan
diferensial biasa. Jika terdapat dua atau lebih variabel bebas, turunannya
merupakan turunan parsia dan persamaannya disebut persamaan diferensial
parsial. Contoh 2.1 nomor 1 merupakan persamaan diferensial biasa karena
memiliki satu variabel bebas yaitu x, sedangkan contoh 2.2 nomor 2 disebut
persamaan diferensial parsial karena memiliki dua variabel bebas yaitu x dan y.

Sistem persamaan diferensial merupakan suatu sistem yang terdiri dari dua
atau lebih persamaan diferensia. Diberikan sistem persamaan diferensial :

¥ = f(x) (2.1)
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dengan x =

it ? it
€ B™. Persamaan (2.1) dapat ditulis dalam bentuk sistem persamaan berikut :

dx]
?'r“ = fl Il’xz, e I”

dxg
FTi fz Xy Ko, o Xy

(22)

dxn
- f, X%, . Xy,

Jika fy f, ... f, masing-masing linear pada x X, ... X, maka sistem (2.2) disebut

sistem persamaan differensia linear yang dapat dituliskan dalam bentuk :



Xy o= g PXy 4 G b X+ e gy, X,

2
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Aoy £ Xy + Qoa b X + 4+ ey, T X,
(2.3)
Xp = OBp(D)xy + Bua(D)Xz + o+ Ay T X,
Selanjutnya sistem dapat ditulis menjadi :
x= Ax
T

dengan Amatrik ukurannx n, danx = x; X5, ... X,

Contoh 2.2 : Diberikan sistem persamaan diferensial linier

dxl
Frie 2%, + 3x,
dxg
E" = 4I1 - ZIZ

Persamaan (2.1) disebut sistem nonlinier jikatidak dapat dinyatakan dalam
bentuk sistem (2.3).
Contoh 2.3 : Diberikan sistem persamaan diferensial nonlinier

dx]_
ax; _ 1.2 _
dt 27t 72

2.2  Titik Kesetimbangan
Sistem (2.2) dikatakan setimbang jika sistem tersebut tidak mengalami

. . d dx:; d
perubahan sepanjang waktu (konstan), artinya ﬁl = O,ﬁi =0, —;ﬂ = 0.

Berikut diberikan definisi tentang kestabilan titik kesetimbangan (equilibrium):

Definisi 2.1 (Perko, 1991) Titik kesetimbangan x* € R" dari sistem (2.1)
dikatakan :

a. Stabil lokal jika untuk setiap £ > 0 terdapat & > 0 sedemikian sehingga untuk
solusi x(t) yang memenuhi ||x t; - x*|| < & makaberakibat ||x t - x*|| < &

untuk setigp t < t.
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b. Stabil asmtotik lokal jika titik kesetimbangan x* € R™ stabil dan terdapat
bilangan &, > 0 sehingga untuk setiap solusi ¥(t) yang memenuhi  ||x t, -
x*|| < &, berakibat lim,_,..x t = x*

c. Tidak stabil jikatitik kesetimbangan x* € R™ tak memenuhi (a).

Jika untuk sembarang titik awal, solus sistem persamaan diferensial x(t)
berada dekat dengan titik equilibrium x* € R™ maka titik equilibrium x* € R
stabil global. Sementara itu jika untuk sembarang titik awal, solusi Sistem
persamaan diferensial x(t) berada dekat dengan titik equilibrium x* € R™ dan
untuk ¢ membesar menuju tak hingga x(t) konvergen ke x* € K™, maka titik

equilibriumx* € R™ stabil asimtotik global.

23 MatriksJacobian
Definisi 2.2 (Hale, 1991) Diberikan f = ( fy, ..., f») pada sistem (2.1) dengan
fiect E,i=12,..,n.

d‘h d‘h

ax, ) ax, )
]I x :éi'fs .E:ifs
el g

| [ x  dinamakan matriks Jacobian dari f di titik x .

Definisi 2.3 (Anton, 1998) Jika A adalah sebuah matriks n x n, maka suatu
vektor taknol x pada R™ disebut vektor eigen dari 4 jika untuk suatu skalar 4 yang
disebut nilai eigen dari A, berlaku
Ax = Ax (2.4)

Vektor x disebut vektor eigen yang bersesuaian dengan A.
Untuk menentukan nilai eigen dari matriks A yang berukurann x n, maka
persamaan (2.4) dapat dituliskan sebagal berikut :

Al-ADx=10 (2.5)
dimana I merupakan matriks identitas. Agar A dapat menjadi nila eigen, harus
terdapat satu solusi taknol dari persamaan (2.5). Persamaan (2.5) memiliki solusi

taknol jika dan hanyajika:
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det(Al- A)x= 0 (2.6)
Persamaan (2.6) disebut parsamaan karakteristik.

Kestabilan dari titik kesetimbangan pada sistem (2.1) dapat ditentukan
berdasarkan nilai eigen dari matriks Jacobian. Kriteria kastabilan titik
kasetimbangan pada sistem (2.1) disgjikan pada teorema berikut :

Teorema 2.1 (Hale, 1991)

a. Jika semua nilai eigen dari matriks jacobian [ f x mempunya bagian real
negatif, makatitik kesetimbangan x dari sistem (2.1) stabil asimtotik.

b. Jika terdapat nilai eigen dari matriks jacobian [/ f x mempunyai bagian real
positif, makatitik kesetimbangan x dari sistem (2.1) tidak stabil.

Jika persamaan karakteristik yang diperoleh cukup rumit untuk mencari
akar-akar karakteristiknya, maka untuk menentukan apakah semua akar-akar
karakteristiknya memiliki bagian real negatif dapat digunakan kriteria Routh-

Hurwitz.

Teorema 2.2 (R. J. Iswanto, 2012) Diberikan persamaan karakteristik P A = 0O,
dengan

PA = cd™+ cd™ P+ A" %+ 4+ g, A+, =0, ¢g> 0.
Untuk n = 2, kondisi Routh-Hurwitz sebagai berikut : ¢, > 0, ¢y¢; > 0. Untuk
n=3, kondisinya :c53> 0, ¢; > 0, ¢y03 > ¢y, Untuk n=4, kondisinya :
€, > 0,65> 0,c4 > 0, £,05 > €y, €3 €416z — Coly > Cic,. Jika Kriteria Routh-

Hurwitz terpenuhi, makartitik kesetimbangan stabil asimtotik lokal.

24  Mode SEIRS

Pada model SEIRS, populasi dibagi menjadi 4 kelas yaitu, susceptible (S),
kelas populasi terjangkit exposed (E), kelas populasi terinfeks infected (1), dan
yang terakhir kelas recovered (R) yakni kelas yang sembuh terhadap penyakit
yang dibicarakan. Pada model SEIRS, individu hanya mengalami kekebalan
sementara, dengan kata lain setelah individu memasuki kelas recovered (R) ia
akan masuk kembali ke kelas rentan atau kelas susceptible (S).

Dalam model SEIRS ini digunakan asumsi-asumsi sebagai berikut:
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Populasi tertutup dan konstan.

Penyakit tidak fatal.

Individu yang lahir masuk kedalam kelas susceptible (S).
Laju kelahiran sama dengan |aju kematian alami..

Laju kontak diperhatikan, dinyatakan dengan 5 > 0.

- ® 2 0 T o

dinyatakan dengan & > 0.
0. Lau kesembuhan penyakit diperhatikan, dinyatakan dengan y > 0.

Laju perubahan individu dari kelas exposed menjadi infected diperhatikan,

h. Individu yang sembuh hanya mengalami kekebalan sementara, sehingga
individu tersebut masuk kembali kekelas rentan atau susceptible (S dinyatakan

dengan o > 0.

Berdasarkan asumsi tersebut, diperoleh diagram transfer dari model

SEIRS sebagai berikut:
asi

N 5
—§,5_>E_Q_E_,IL,

! l l

us nE ul

TR

Gambar 2.1 Diagram Transfer Model SEIRS

lu R

Berdasarkan diagram transfer di atas maka diperoleh sistem persamaan

differensial sebagai berikut:

ds iS5
d_:: b+ HH—T_HS
aE _ psi _ ,
d_l'_ N M+§£
dl ;

dt - of - (u+ )i

a8 _ I- + g R
at ¥ pra

S+E+I+R=N

(2.6.9)
(2.6.b)
(2.6.)

(2.6.d)

(2.6.€)
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Sistem persamaan differensial (2.6) mempunyai solus (S, £, 1, R) sebagai
himpunan® = (§,E,1,R)|IS=20,E>0=20R=0,S+E+ I+ R=N.

1. Titik Ekuilibrium (Kesetimbangan)

Sebelum menentukan titik ekuilibrium dari model, maka sistem (2.6) akan
direduksi terlebih dahulu. Tujuannya agar proses pengerjaan dalam menentukan
sifat kestabilannya tidak terlalu rumit dan hasil yang diperoleh lebih sederhana.
Persamaan yang akan dihilangkan dari sistem (2.6) yaitu persamaan (2.6.d) dan
(2.6.€), sehingga sistem (2.6) akan menjadi

s _ _ Bst_
i b+ aR = us (2.7.9)
dE _ st _ ;
il u+ o E (2.7.b)
dl ;
dt - of - (u+ )i (2.7.0)
Solusi sistem 2.7) merupakan himpunan

N= SEI|S=0E=>01=20 S+E+I<N.

a) Titik ekuilibrium bebas penyakit
Titik ekuilibrium bebas penyakit menandakan bahwa dalam suatu populasi
tidak adaindividu yang terinfeksi oleh penyakit yang dibicarakan, sehingga { = 0.
Titik ekuilibrium bebas penyakit dinotasikan sebagai (S, E, ).
Berdasarkan persamaan (2.7.c) diperoleh
dE- pu+yi=0
SE- u+y0=0
8E=0
E=0

Kemudian Subtitusikan f = 0 ke persamaan (2.7.3)

b+ JE—MT.J‘—HSH= 0
b+ aR-puS=0
-uS = - (b+ aR)
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5" - h+ lﬂ'ﬁ
H

Untuk memperoleh nilai §, harus ditentukan terlebih dahulu nilai . Nilai R dapat

ditentukan dengan cara subtitusikan f = 0 ke persamaan (2.6.d)
yi- uy+a R =0
y0 - pu+a R=0

- u+aoR=0
R=0
Sehingga diperoleh titik ekuilibrium bebas penyakit § E 1 = boo.

U
b) Titik Ekuilibrium Endemik Penyakit

Endemik merupakan suatu keadaan jika dalam suatu populasi selalu
terdapat individu yang terinfeksi penyakit, sehingga I # 0. Titik ekuilibrium
endemik penyakit dinotasikan sebagai (5 £ ,1).
Berdasarkan persamaan (2.7.c), diperoleh

6E - pu+al =0

SE = pu+yl
g = ;;+§rr
Kemudian subtitusikan £ ke persamaan (2.7.b), sehingga diperoleh
ﬁ‘;' - u+SE =0
ﬁ.’;r _ .1“'5 ,u+;r -0
Bl prs 1 =0
ﬁ%— H+ o ,u;-]r =0
HT-‘?: f+ b uty
§ = (;4+5§;4+}f N

Selanjutnnya subtitusikan § ke persamaan (2.7.8), sehingga persamaan tersebut

menjadi :
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#s !

b+ aR - — M5 =0
i (ﬂ+r1_ Yy
_ I (u+ 8) pt+y _
b+ oR 5 - 5F N =0
_(urd) pry _ uN(u+d) pty
T | = b+ oR — 5

- b+aR - #""(H’fﬁ%) -y

_ () pty
i
b+ aR - M(Mﬁ? By

(i ) iy
i}

_ (btaR)d _ uN

Tl (ury) B

Untuk mendapatkan nilai f , harus ditentukan terlebih dahulu nila dari R .

Subtitusikan [ ke persamaan (2.6.d).

yI - p+a R =0
(b+aR )8 _ uN _
Wiy B HYoR=0
ya(b+aR ) _ yuN _ _
prd (ury)  f BtaR =0
_ - _ ya(b+al ) _ yuN
a+ak pt+a (pty) B
_ yi(b+al) _ yuN
At EE = utd (uty) B
_ yi(btaR) _ _ yuN
A B E ptd (uty) f
_ ydb+ydaR __ yuh
B+ ak ptd (uty) f
u+a u+d u+y B -ydb—ydoR _ YuN
S (H+y) fi
B puto u+d pty —yio —ydhb _ YN
p+d (Hty) f
R u+a u+é pu+y - yéo - yéb= _]-"HJ"-"H*';(HJFT)
R p+a u+d p+y - ysa = - VB, Lgp

B
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fydh—yuN p+d§ p+y
i
g = Pyob-yuN u+§ p+y
Boupra prd pry -ydo

R p+o p+d u+y -ydo =

Selanjutnya subtitusi £ kel .

| = b+all & _ uN
prd pry B
_ Gb+&aR  uN
Toutd gty
—vulN U+ A Y
= 8o+ ba ﬁﬁ::fi ,]:fi';iﬂ,uf}i‘}‘f!ia _ uN
utd pty i

Kemudian subsitusikan ! ke £ .

Skt 6a Bydb—yuN p+ & ury

Bt ptd pry-ydo  up

Hry YO pty A
E = 3
bt o YOO yuN p+ 8 p+y
E = B pto ptd pty-yéo  pury N
p+ i
o A . . (p+ 8) pty
Jadi, titik ekuilibrium endemik penyakit (S ,E ., 1) = J—FN'
Bybb—yuN p+é p+y Bydb—yuN p+ & p+y
ob+da [ o prd pry -yba N bto [ o prd pry - ybo _ K utry N

4G sy g’ p+a fié

2. Kestabilan Titik Ekuilibrium
Setelah diperoleh titik ekuilibrium, selanjutnya akan diselidiki kestabilan
titik ekuilibriumnya. Kestabilan titik ekuilibrium dapat dilihat menggunakan
Matriks Jacobian. Matriks Jacobian dari model SEIRS adalah :
of 9 Oh
as dE dl
df, df; 9f;
SEI = = = _=
g o5 o5 oI
of 9% O
as dE i
dengan
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inY)

fi SEI =b+ oR - - uS
fo S.E1 =5 pr s

SED=6E- p+yl

Kemudian ditentukan terlebih dahulu turunan dari masing-masing fungsi terhadap

variabelnya, sehingga diperoleh :
anEED Bl OHAGED _ . AnESEDN - BS
as M7 W aE a N’
af;(SEN _ Bl afz(SEN _ . afGED _ BS
s = N’ aE (u+ 8); ar ~ N’
afsSED af3(SEDN o af3(SED _ )
as O aE = A ar - Wy

Turunan yang telah diperoleh kemudian dibentuk kedalam matriks jacobian
sebagal berikut :

B B
N N

= I 5

If S E 1 % —u- 6 %
0 o} —H-¥

a) Kestabilan titik ekuilibrium bebas penyakit.
Kestabilan titik ekuilibrium bebas penyakit dapat disdidiki dengan cara

subtitusikan titik ekuilibrium bebas penyakit Jf S, E, [ = E 0,0 ke matriks

Jf S E, 1 ,sehinggadiperoleh:

b
ﬂ_

S

If Snvgaf = ﬂé

0 -u-8

0 & —H-y

Jumlah populasi ketika bebas penyakit yaitu N = S+ E+ [+ R. Karena
§= :—’: dan £ = f= R = 0,makaN = :—’: Sehinggamatriks[f §, E,f menjadi :

o TH 0 —-p
Jf SSEf = 0 -u-24 i3

0 4 —H-y

Kemudian akan dicari nilai eigen dari matriks di atas
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det AI-Jf SEf =0

A 00 - O —F
det 0 A 0- O -u-4 B =0
0 0 4 0 & —U-¥
A+ 0 i
det 0 A+ u+d -fi =0
0 -4 A+ p+y

Sehingga didapatkan persamaan karakteristiknya sebagai berikut :
A+p A+pu+d A+ pu+y - A+pufid=0
A+p A+ p+d A+pu+y -5 =0
Kemudian akan ditentukan nilai eigen dari persamaan karakteristik di atas, dengan
penyelesaian sebagai berikut :
» A+p =0
Ay= - p
> A+pu+d A+ pu+y - fid
A2+ (u+ B)(pu+y) A+ p+d pry -p5=0
Misdkan B = (u+ &)(p+ y)danC= pu+d upu+y - fid
Maka persamaan di atas menjadi
A2+ BA+C=0

_ -B+ VBT-4C
£ 2
i -B- VBZ-4C
' 2
dengan
C= pu+d p+y - ga
=1t c’iﬁzlw)
jika fid < p+ & (u+ ¥) maka A, dan A5 bernilai real negatif, sehingga dapat

dismpulkan bahwa titik kesetimbangan bebas penyakit S§ E,f = %,o 0

stabil asimtotik lokal jikafid < p+ & (p+ y).
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b) Kestabilan titik ekuilibrium endemik penyakit.
Kestabilan titik ekuilibrium endemik penyakit dapat dilihat dengan cara
subtitusikan titik ekuilibrium (5 E 1) ke matriks [f § E, 1, sehingga

diperoleh:

I S
O IR
= I S
Jf S.E,1 % . %
0 & —H-Y

I

8, E .1 = i
SELE B s &
0 & —H-Y

Kemudian akan dicari nilai eigen dari matriks di atas
det AI-Jf§ E, 1 =0

_ . B _ B
100 Y 0 N
dEIﬂOlO— ﬂ __I:S ;E :O
00 1 N H N
0 s} —u-y
_ . B _ B
A 00 Y 0 N
det 0 A 0- gl e S =0
00 A N R-6 T
0 s —p-y
)
A+ p+ B o &
det _fl _ B8 =0
N Atmu+d N
0 -0 At p+y

Berdasarkan determinan dari matriks di atas, maka diperoleh persamaan

karakteristiknya sebagai berikut :

Gl S B
A+H+F A+ pu+d A+pu+y + N N &
bl bS _
AvprTyr Ty 0 =0
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B g1 BS
ﬂ+‘u+ﬁr A+pu+d A+ p+y ‘1+-“+_N N o}
LS Bl _
N ow % =0

Misalkanp:_u+%,q: H+d&d ,r= pu+y, 2= 'M? &
i)

A+p A+qg A+r - A+p 2z + N 2 =0

AP+ p+g+r AP+ pg+pr+gr-z A+ pgr- pz+ % z
Misalkan :

p=1

6= prg+r
pq+ pr+qr-z

C3= pgr - pz+ % z

™
b
1

Sehingga persamaan karakteristik di atas menjadi :

Cod? + 0%+ A+ c3= 0

Berdasarkan Teorema 2.1 (kriteria Routh Hurwitz), titik ekuilibrium endemik

penyakit (§ , £ I ) stabil asimtotik lokal jikacy > 0, ¢y > 0, €163 > €gts.
Sekarang, akan dibuktikan bahwac; > 0, ¢y > 0, £y > £ls.
(@ Akan ditunjukkan c; > O.

C3= pgr - pz+ % z

Subtitusi z ke t4, sehingga

!
c3=pqr—p%6+ "% 'HST&

Selanjutnya subtitusikan § ke c4, sehingga persamaannya menjadi :

}9 M+ (,51+ }*)N ,3 ptd §.f“' }’)N
c3= par-p L 5+ L 5+ Bl
’ i) N N
il

C3=par-pp+d p+y + p+d p+y =

Kaenag= p+ & danr= p+ y ,maka
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3= pqr - pqr+ qr =
!
EE: qr" fN_
€3= p+d p+y % >0

Sehinggaterbukti ¢ > 0.

(b) Akanditunjukkan ¢, > O.
= prq+r

ct=p+%+ pH+d + u+y >0

Terbukti ¢, > 0.

() Akanditunjukkan cyc5 > chis.
£1C3 > Cpl Jikadan hanyajikacycs — coc5 > 0.

ptq+r pg+pr+qr-z - qr %

CqCz — Cply

Ci€z = Cofz = P°q+ pg*+ pgr + pPr+ pri+ pgr + q°r+ qri+

il
par - pz- qz-rz-qr -

= pPq+ pg*+ pgr + pir+ pri+opgr + qr+ gré+
par - pgr- q*r - qri- qr %

= pPq+ pq*+ pgr + pPr+ pré o+ gr+ qri+
par - pqr— q*r— qré+ pgr- qr ‘%

= pq+ pg*+ pgr + pir+ pre o+ pgr-qr %

= pPq+ pg*+ pqr + pir+ pré 4+ qr p- %

= pPq+ pgi+pgr + pir+pre o+ qrop+ %-%

Cifz = Cofz = pig+ pg*+ pgr + pir+pr® + pgr >0

£1C2 — €pts > 0, sehinggaterbukti c;c5 > chis.
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Berdasarkan Teorema 2.2 (kriteria Routh Hurwitz), terbukti bahwa titik
ekuilibrium endemik penyakit (§ ,E ,1 ) stabil asimtotik lokal.
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