BAB I
LANDASAN TEORI

Teori dasar yang digunakan pada tugas akhir ini, yaitu: orde konvergensi,
deret Taylor, metode Newton dan orde konvergensinya, metode Chebyshev-
Haley dan orde konvergensinya, varian metode Chebyshev-Halley dan orde
konvergensinya, dan fungsi kuadratik.

2.1 OrdeKonvergens

Orde konvergenss menunjukkan kecepatan suatu metode iterasi dalam
menghampiri akar-akar persamaan fungs f. Definis yang menerangkan tentang
orde konvergensi adalah sebagal berikut:

Definisi 2.1 : (Mathews, 1992) Misalkan {x,} adalah sebuah barisan yang
konvergen terhadap a dan himpunan e, =x,—a untuk n>0 Jka terdapat

bilangan konstantagalat K = O dan orde konvergensi p > 0, dengan

m|xn+l ~3| = Iim|en+l| =K (2.1)
n—>00|xn _a|p n_>go|en|P

maka barisan {x,} konvergen terhadap a dengan orde konvergensi p .

Jka p=2 aau 3 maka metode hampiran memiliki orde konvergensi
kuadratik atau kubik, dan seterusnya. Apabila notasi e, = x, —a merupakan
notasi kesalahan pada iterasi ke-n pada suatu metode iterasi yang menghasilkan
suatu barisan {x, }, maka suatu persamaan :

e, =ce’ +0(e’), (2.2)
disebut sebagai persamaan galat pada iteras ke-(n+1)dan c adalah koefisien
orde galat ke- p.

Contoh 2.1 : Tunjukkan bahwa fungs f(x)=x>-3x+2 dengan nilai awal
X, =—2,4, dan akar a =—-2 memiliki orde konvergensi kuadratik jika dengan

menggunakan metode Newton.
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Penyelesaian :

Diketahui metode Newton memiliki bentuk umum sebagai berikut:

X

n+1

o)
" (x,)

Untuk itu, dengan mengambil p =2 yang menunjukkan bahwa orde konvergensi

pada {x,} adalah kuadratik, sehingga diperoleh:

Tabel 2.1 Konvergens Kuadratik M etode Newton pada Akar Sederhana

|en+l|
K X, Xoi1 — Xq €, =X,—-a 2

&
0 -2,400000000 0,323809524 | 0,400000000 | 0,476190475
1 -2,076190476 0,072594465 0,076190476 | 0,619469086
2 -2,003596011 0,003587422 0,003596011 | 0,664202613
3 -2,000008589 0,000008589 | 0,000008589
4 -2,000000000 0,000000000 | 0,000000000

kemudian,

|x

n+1

al~Klx,-al’

Berdasarkan Teorema Conver gence Ratefor Newton-Raphson Iteration (Mathews,
John. H, 1992) bahwa

|en+1|

sehingga,

@),
[f@)™

:£|f"(—2)| :1|—12|

212 29

kemudian diperoleh:

1%,

maka,

2

3

|x, —a| = 0,000008589 = g|x3 -af’

—a|=0,000008589 dan |x, —a| = |0,003596011|" = 0,0000012931
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Selanjutnya, untuk mempertegas orde konvergensi suatu metode iterasi,
dapat dilakukan dengan menghitung kembali orde konvergensinya dengan
menggunakan metode Computational Order of Convergence (COC). Berikut ini
diberikan definisi tentang COC.

Definisi 2.2 : (Werakoon, 2000) Misakan a adalah akar dari f(x),dan
andaikan x..,, X, dan x.,, berturut-turut alalah iterasi yang dekat dengan a .
Maka, Computational Order of Convergence (COC) r dapat diaproksimasikan
dengan menggunakan rumus :

_Inl(x,,, —a)/(x, —a)|
T n(x, —a) (X, )|

(23)

Oleh karena x.., —a = e,,;, maka Persamaan (2.3) dapat ditulis kembali menjadi :

. Ine

n+1

le,|

e, /e, | @4

Dari orde konvergens dan banyaknya evaluasi fungsi yang digunakan
suatu metode iterasi dapat ditentukan nilai Efficiency Index, yang nantinya bisa
menunjukkan tingkat efisiens suatu metode iterass dalam menghampiri akar

persamaan nonlinier.

Definisi 2.3 : Efficiency Index (1) (Manoj Kumar Singh, 2009). Indeks

efisens didefinisikan sebagai p%“, dimana padaah orde konvergens suatu
metode dan m merupakan jumlah dari evaluas fungs yang diperlukan suatu
metode tersebut, termasuk turunannya. Semakin besar nilai indeksnya maka
metode tersebut semakin efektif dalam menyelesaikan persamaan nonlinier.

Sebagai contoh, Efficiency Index untuk metode Newton adalah 3/2 ~1.414,

karena metode Newton memiliki orde konvergensi kuadratik dan memiliki dua

evaluas fungs diantaranya f(x,) dan f'(x, ). Sedangkan untuk varian metode

Chebyshev-Halley memiliki Efficiency Index ialah /4 ~1,587, yang diperoleh
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dari varian metode Chebyshev-Halley sendiri memiliki konvergensi orde empat
dan memiliki tiga evaluasi fungsi diantaranyayaitu, f(x,), f'(x,) dan f(y,).

Oleh karena nilai indeks varian metode Chebyshev-Halley lebih besar
dibandingkan dengan nilai indeks metode Newton, maka varian metode
Chebysev-Halley lebih efektif dalam menyel esaikan persamaan nonlinier.

Selanjutnya untuk menegaskan tingkat orde konvergensi suatu metode
iterasi, maka dilakukan perbandingan terhadap hampiran akar-akar dari sebuah
fungs f. Salah satu metode yang digunakan yaitu Computational Order of
Convergence (COC). Berikut ini diberikan definisi tentang COC:

Definis 2.4 : Computational Order of Convergence (Weerakoon, 2000).
Diberikan a adalah akar dari f(x), dan andaikan x..,, X, dan X, berturut-
turut alaah iterasi yang dekat dengan a, maka, Computational Order of
Convergence (COC) yang dinotasikann dengan r dapat diaproksimasikan dengan
menggunakan rumus

~a)/(x, —a)|
T In(x, —a) (X, , —a)

n+1

. In|(x

(2.5)

Oleh karena x,,, —a = e,,;, maka Persamaan (2.5) dapat ditulis kembali menjadi

In(e..,) /(e
r~ |( n+l) ( n)| (26)
Inj(e,) /(e )|
2.2 Deret Taylor
Deret Taylor merupakan deret yang berbentuk polinomial yang sering
digunakan untuk menghampiri fungsi-fungsi yang diberikan dengan suku banyak.

Konsep deret Taylor akan dijelaskan dengan teoremadi bawah ini.

Teorema 2.1 : (Edwin J. Purcell, 2004) Misalkan f fungsi yang mana turunan
ke- (n+1)-nya ada untuk setiap X pada selang terbuka | yang mengandung a.

Jadi untuk setigp x di dalam |,

f(x)=f(a)+ f'(a)(x— a)+$(x— a)’? +#(x— a)3+ ..
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fm (a)

+—nl (x-a)"+R (X 2.7
, f (e) nel -
di mana R, (X) = (1) (x—a)""adalah suku sisa dalam rumus Taylor dan e
+1)!

adalah titik di antara X dan a.

Bukti : Untuk membuktikan Persamaan (2.7) di atas dibutuhkan teorema dasar
kalkulus, yaitu Andaikan f kontinu pada [a,X] dan andaikan F sebarang anti

turunan dari f, maka
ﬂf@mw=H@—F®) (2.8)
Berdasarkan teorema dasar kalkulus di atas diperoleh bahwa :
£FGMh:Hm—f@)
atau,
um:ua+ﬁrmm (2.9)

dengan menerapkan integra parsial pada suku kedua ruas kanan dari Persamaan
(2.8) maka dapat dimisalkan :

u= f'(t) dv=dt

du= f"(t) v=t-X

dengan x merupakan konstanta terhadap peubah t, maka:

Lxudv =w - vadu

gfﬁmuﬁxau—m—ﬂa—mrﬁmt (2.9)
Substitusikan Persamaan (2.9) ke dalam Persamaan (2.8), maka diperoleh

F() = f(a)+ f'(a)(x—a)+ [ (x=1) f"(D)ct (2.10)

dengan cara yang sama, untuk Lx(x—t) f'(t)dt adalah,
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misakan :

u=f"(t) dv=(x-t)dt
i (X_t)2
(t) >
maka diperoleh :

[x-n d=- 10X (x= t) j (x= t) XD by

[[x-tf @t = £(2) (x= a) j (X_Zt) Fro(t)t (2.12)

dengan memasukkan Persamaan (2.11) ke Persamaan (2.10), diperoleh :

f(x) = f(a)+(x—a)f'(@)+ f(a) (X‘Za)z +[ (X‘Za)z frmd (212
Apabila proses yang sama dilakukan sebanyak (n), maka diperoleh

f(x)=f(a)+ f'(a)(x—a)+%(x—a)2 +---+%(x—a)”

+ 2 O (x—1)"dt (2.13)
n Ja
dengan,
R.(X) :% j f ™D (1)(x—t)"dt (2.14)
Secara umum, deret Taylor dapat dituliskan sebagai berikut :
00 = 106) + 00X 1) + o2 (x- )7 +-
f(n)(x")(x %)" + R, (X (2.15)

dengan Rn(X) — ((X ):(L;I) f(n+1)(x X )n+l

Ekspansi deret taylor untuk mengaproksimasikan fungsi f disekitar x,, dimana

X, =0 makadiperoleh :

(%)

» (x- xo) +-

FO) = 1T06) + £ (6)(X=%) + ——
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(n)
e )R 0

nl
, x* .. X"
= f(0) + xf (O)+Ef (0)+--~+Ff 0)+R,(x) (2.16)
Persamaan (2.16) disebut deret MacLaurin, untuk turunannya dapat dituliskan
sebagai :
F1(X) = £'(0)+ X2 (Q) +- -+ —— £ ™ (0) (2.17)
(n-12)!

Selanjutnya, Misalkan a adalah akar dari f(x), maka f(a)=0. Asumskan
f'(x)#0 dan x,=a +e,, dan dengan menggunakan ekspansi Deret Taylor

untuk mengaproksimasi fungsi f di sekitar a , diperoleh :

f"@)

f(x)=f@)+ f'@)(x-a)+ o

(x—a)? +--

jikadipilih x=x_, maka
f(x,) = f@@)+ F'@)x, —a)+¥(xn —a)?

f'@)

2 () +- (2.18)

=f@)+f'@)e +

Oleh karena x, =a +e,, maka

f(x)="f'a+e)="f@)+f"@)e?)+

_f'@e +%f"(a)e§+%f"'(a)e§+0(e;‘)

1f'@)e  1f"@)e +O(e::)J

:f'(a)[en+
2 f'@) 3 f'(@) f'@)

1f'@)e 1f"@)el 4)J

=f'(a)(en+ n
2 f'@) 3 f'@)

= f'@@)(1+ 2c,e, + 3c,e? + O(e?)) (2.19)

Contoh 2.2 : Misakan f(x)=e". Tentukanlah hampiran dan grafiknya untuk
orde 1, 2, 3, dan 4 menggunakan deret Taylornya dengan X, =0 padatitik x= 2!
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Penyelesaian :

Subsitusikan terlebih dahulu f (X) = e*dalam bentuk turunan,

f(x)=¢€" ; f(0)=e=1
fr)=e* fr0)=e’ =1
fr(x) =€ fr(0) =€’ =1
fOx)=e" fP0)=e"=1
fP(x)=e* f@0)=¢e’=1

Kemudian dapat diuraikan dalam bentuk deret taylor sebagai berikut :
R() = T0x)+ (%) (x= %)

=1+1(x-0)
=1+x
. ), o
P00 = )+ F() (X %) + 22 (x-x,)
:1+x+Zi
2
R0 = £+ 1) 00 1)+ 09 (g + T2 ey
:1+x+§i+l(i
2 3
P09 = F0)+ 1) X 45) + =) (x= )2 + (3;fx°)<x—xo)3
(4)
f (XO)( _ )

X
=1+ X+—+—+—
2 3 4

Nilal sgati fungsi tersebut adalah
f(2) = € = 7,389056099
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Maka, hampirannya adalah
P(2)=1+x=3

2

X
P,(2) =1+ X+E:5

2 3
P2 =1+ X+x_+x_:§
2 3 3

2 3 4
X

X
P(2) =1+ X+—+—+—=7
% (2) TR
Grafiknya dapat digambarkan sebagal berikut: £(2)
74 P4(2)

R (2)

R (2)

R(2)

g 05 i 15 2

Gambar 2.1 Hampiran Fungs f Menggunakan Der et

Berdasarkan Gambar 2.1 maka diperoleh orde 1,2, 3 dan 4 dengan nilai
hampiran 7 yang berada pada orde 4, yang mana nilai hampiran tersebut

mendekati nilai sgjati dari f(x) =¢€”.
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2.3 Metode Newton dan Konvergensinya
Metode Newton diturunkan dari Deret Taylor Orde 1 sebagai berikut:

f (X1
diekspans di sekitar X, maka
f (Xn+1) ~ f (Xn) + (Xn+l - Xn) f '(Xn) (220)

dengan X, adalah akar persamaan a , sehingga
f@)=0- f(x,,)~0
sehingga persamaan (2.20) menjadi:
0= f(x,)+ (X, —X%,)f'(X,)

(Xn+1 - Xn)fl(xn) = _f(xn)

o (%)
Xn+1 Xn - f .(Xn)
_ (%)
Xn+1 - n f I(Xn) (2'21)

persamaan diatas merupakan metode Newton.
Selanjutnya, orde konvergenss metode Newton akan dijelaskan pada

teoremadibawah ini :

Teorema 2.2 : Misdkan f(x) adaah fungsi bernilai rill yang mempunyai
turunan pertama, kedua dan ketiga padainterval (a,b). Jika f (x) mempunya akar
a padainterva (a,b) dan x, adalah nilai tebakan awal yang cukup dekat ke a ,
maka metode iterasi pada Persamaan (2.21) memenuhi persamaan error

e, =c,e +0(e)

: 1f90@)
di mana e, = x, —a dan c, " @) k=123, (2.22)

Bukti : Misalkan a adaah akar dari f(x), maka f(a)=0. Asumskan
f'(x) 20 dan x,=a +e,, dan dengan menggunakan ekspansi Deret Taylor

untuk mengaproksimasi fungsi f di sekitar x,, diperoleh:
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f(x,)="f(@ +e,)
_f@a)+f'@)e, +% f"(a)e? +%f"'(a)e§+0(e;‘) (2.29)

karena f'(a) =0, maka dengan melakukan manipulasi aljabar pada Persamaan
(2.23) diperoleh:

=f '(a)(en +C,€° + 81 + O(e:)) (2.24)
Jikauntuk f'(x,) dilakukan ekspansi Taylor di sekitar x=a maka

L fr@e, 1@l O(eﬁ)]
f'@) 22 f'@) f'@)

F(%,) = f'(a)(

= f'@@)(1+ 2c,e, + 3c,e? + O(e?)) (2.25)
Apabila Persamaan (2.24) dibagi dengan Persamaan (2.25) diperoleh :

f(x,)  f'@)e +c,& +c.e +0(e))
f'(x,) f'@)1+2c,e +3c,6”+0(€))

_ (en +C,e° +ce’ + O(e:))
(1+ 2c,e, +3c,6° + O(eﬁ))

= (e, +c,e2 + c,e + O(e?))x (1+ 2c,e, + 3c,e? + O(e?)) ™
=(6 +cg+ag+0E)<(1-(2q + T +OE)

+(2c,e, +3c,6? + O(e})) ...
- (6 +o& +cg + QX (206, + 3 +OE))+acd +..)
=(g, +o,& +cigl +OE)) X li- 2y, +(4c? -3, ) +O(€)

=€,-C,6 +0€) (2.26)
Selanjutnya Persamaan (2.26) disubstitusikan ke Persamaan (2.21) dan diperoleh :
X =X — (en —-c,e° + O(ef))
e.,+a=e +a—e +c,e +0(e))

n+1

en+l = CZerf + O(er::’) (227)
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24 Metode Chebyshev-Halley dan Orde Konvergensinya
Pandang persamaan metode Chebyshev-Halley (Yaotang Li, Peiyuan
Zhang, 2009) sebagai berikut :

X, =X —(1+ 1_L J Fx,) (2.29)

21-bL, | f'(x)’

Metode Chebyshev-Haley mempunyai dua fungsi yaitu f(x )dan f'(x,) untuk

Persamaan (2.27) dengan,
(%) f(x,)
Lf :ﬁ.
(%) (2.29)
Sedangkan Persamaan (2.28) melibatkan tiga evaluasi fungsi yaitu f"(x,),
f(x,)dan f'(x,)?. Selanjutnya akan dibahas orde konvergens metode

Chebyshev-Halley.

Teorema 2.3 : Misalkan a adalah akar dari f(x), maka f(a)=0. Asumsikan
bahwa f'(x) =0 dan x, =a +e,. Seterusnya dengan menggunakan ekspansi

deret Taylor diperoleh
f(x.))=f@+e)

=f@)e, +f'@)x, —a)+ f;a) (x,—a) + f":;(a)(xn —a)’ +0(e!)

n

Oleh karena x,, =a + e, makadiperoleh
fx)=f@)+f'@)e +% @)’ +%f"'(a)e§+0(e;‘) (2.30)

Karena f(a) =0, maka dengan melakukan manipulasi aljabar pada Persamaan

(2.30) menjadi :

_ g 1f @)  1f"@)e 4
f(x,)="f (a)[en+Z @) +3 @) +O(en)J (2.31)
. 1 f9@) . -
misalkan c, :? @) ,dengan j=123,---, makaPersamaan (2.31) menjadi
f(x,) = f'@)(e, +c,&% +c,e2 +O(e")) (2.32)
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Jikaekspans deret taylor dilakukan terhadap f'(x,) di sekitar a maka,

f'@)
3

F0)= @)+ @) -ake, +— ) (x, ~a) +

ol (Xn _a)3 +O(e:)

Oleh karena x, =a +e,, makadiperoleh

_f@)+ @, +% F(a)e? +$ F4(a)e’ + Oe’)

_ f.(a)(H f'@e, , 11 @)  1f'@)e O(e;‘)J
f'@) 2 f'@) 2 f'@) f'@)
= f'@@)(1+ 2c,e, + 3c,e? + O(e?)) (2.33)

Jikaekspansi deret taylor dilakukan terhadap f''(x,) di sekitar x=a maka,

fr(x) = f"@+e,)

=f"@)+f"@)e, +%f“(a)e§ +0(ey)

_ 1:.(a)[f"(a)jt i@, , 1 fi@)e +O<e,?>J
f'@) f'@) 2 f'@) f'@)
= f'@@)(2c, + 6¢,e, +12c,67 + O(€?) (2.34)
Jika Persamaan (2.32) dibagi dengan Persamaan (2.32) diperoleh :

f(x,)  f'@)(e, +c,e +ce +0(e))
f'(x,) f'@)1+2c,e +3c,e? +0(e’))

€, +C,€e +cpel +0(e))
1+ 2c,e, +3c,e’ +0(e’)

maka, dengan menggunakan ekspansi deret dalam sehingga diperoleh :

F (%)
' (x,)

= (en +C,67 +C,e0 + O(e;‘))x (1+ 2c,e, +3c,e” + O(eﬁ))_1

= (en +c,e° +c,e’ + O(e;‘))x
(1— (2c2en +3c.e” + O(eﬁ))+ ((202en +3c,e’ + O(ef,))2 —)
= (en +C,€° +C8° + O(e:))x (1— 2c,e, +(4c5 —3c,)e’ + O(eﬁ’))

=e, —C,e’ +(2¢5 - 2¢,)ed + O(er) (2.35)
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Hasil kali Persamaan (2.34) dengan Persamaan (2.32) diperoleh
f(x,) f(x,) = (F'@)(2c, + 6c,e, + O(€? )x(f'(@)le, +c,&? + 63 + Oe?)))
= f'(a)2(202en +(2¢Z +6¢,)€’ +8c,C.e° + O(e;‘)) (2.36)
dan hasil kuadrat Persamaan (2.33) memberikan :
£1(x,)% = (f'@)(1+ 2c,e, + 3c,e2 + O(ed) )
= £'()?(L+ 4c,e, + (6C, + 4c2)e? +12¢,c,e2 + O(e) ) (2.37)
Selanjutnya, jika Persamaan (2.36) dibagi dengan Persamaan (2.37) diperoleh :

froa)f(x) | F'@)%(2c,e, + (262 +6c,)e? +8c,c,6% + O(el))
f(x)? f'@)?(L+ 4c,e, + (6c, + 4c2)e? +12c,c,€° + O(e’) )

:(2c2en +(2c2 +6c,)€’ +8c,c.e’ + O(e;‘))x
(1+ 4c,e, + (6c, +4c2)e? +12c,c.e’ + O(e,j‘))fl
dan dengan menggunakan ekspansi deret diperoleh

% :(202en +(2c¢Z +6¢,)€’ +8c,Ce° + O(e,j‘)) X
Xn

(1— (4c2en +(6C, + 4c2)e’ +12c,c.e’ + O(er‘,‘))+

(402en +(6c, + 4c2)e? +12c,c.e’ + O(e;‘))2 — )

=2c,e, +(6c, —6c2)e? + (—28c,c, +16¢5)ed + O(e?) (2.38)
Oleh kareana
(%) f(x,)
oz =L
f'(x,)
maka diperoleh :

L, = 2c,e, +(6c, —6C5)e? + (-28c,c, +16¢5)e’ + O(€e})
Selanjutnya,
1-bL, =1-a(2c,e, +(6c, — 6¢5)e’ + (-28¢c,c, +16¢)e’ + O(e’))
=-a(2c,e, +(6c, —6c3)e? + (—28c,c, +16c3)e’ + O(el))
maka diperoleh :

Ly 2c,e, +(6c, —6C5)e? + (—28c,c, +16¢3)e; + O(e))
1-bL, -b(2c,e, +(6c,—6c5)e’ +(-28c,c, +16c))e’ +O(e?))
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=1+b (202en + (6c, — 6¢2)€’ + (—28c,C, +16¢5)e’ + O(e: ))+

b 2(2c2en +(6c, — 6¢2)e” + (—28c,c, +16C3)e + O(e;‘ ))2 + O(e:)
=1+ 2bc,e, + (b (-6¢5 + 6¢,) + 4b*cl)e’ +
4b *c, (-6¢2 + 6¢,)e’ + O(e?) (2.39)
Jika Persamaan (2.38) dikalikan dengan Persamaan (2.39), maka

MCOLCON
f'(x)2  1-bL,

= (2c,e, +(6c, —6C2)e’ + (—28c,c, +16¢5)e> + O(el)) x
(1+ 2bc,e, + (b (-6¢ + 6¢,) + 4b *cl)e’ +
4b *c,(-6c2 + 6¢c,)ed + O(er))

=2c,€, + (4bcs —6c2 +6¢,)e? + (2(b(-6¢2 +6¢,) +4b

C3)C, + 2(-6¢; +6c,)ac, — 28c,6;, +16¢;)e; + O(])  (2.40)

Untuk persamaan,

1 Lf 1 2 2~2\A2
1+= =(1+=1+2bc.e +(b(-6c:; +6¢c,)+4b“cs)e: +
[ 21—bij 1+ L+ 2bc,e, + (b (-6c +6c;) + b °ch)e;

4b *c,(-6¢? + 6¢,)e’ + O(e’)
~2 (e +L+ (b6 +60,) + 4b"C2)c, + (623 +6¢,)

bc, —14c,c, +8c3)e’ +(2bc? -3¢ +3c,)e’ +,e, (2.41)
Kemudian Persamaan (2.41) dikalikan ke Persamaan (2.35) maka diperoleh :

1 L f(x,) 1 4 2 2.2 2
1+= ” —(=0(e’)+1+ ((b(—6cs +6¢,) +4b“c5)c, + (—6c5 + 6¢c
( 21—bLf}f'(xn) (2 (e)) ((b(—6c; 3) 5)C, + (—6C; 3)
bc, —14c,c, +8c3)e’ + (2bcs —3c? +3c,)el +c,e,)
X (e, —c,e +(2¢c —2¢,)ed + O(e?))

=@, —C, +2c¢5 —2bcl)e’ + O(el) (2.42)

e -edte | 19)
21-bL, | f'(x)

sehingga,
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Xs = X, (& — €, + 27 — 2bc?)el + O(e?) (2.43)

n+1

Berdasarkan Persamaan (2.42) sehingga diperoleh orde konvergensi Persamaan
(2.28) adalah :

e.,+a=e +a-(e —c,+2c5-2bcl)e’ +0(e?))

n+1

€

n+1

+a =e,+a —e, +C, —2c; +2bcl)ed - O(el)
e, =a —(c, —2c +2bcl)e’ - O(e?)
e, = (c,—2c5 +2bcl)ed + O(e}) (2.44)
Jika ruas kiri dan kanan pada Persamaan (2.44) di kurangkan dengan a,
diperoleh,

e, =—(c, —2c¢5 +2bc?)e’ - O(e?)

n+1

€1 = (c, +2¢2 — 2bc?)el + O(e’) (2.45)

2.5 Varian Metode Chebyhsev-Halley
Merujuk dari jurna (Yaotang Li, Peiyuan Zhang, 2009) bahwa Varian
Metode Chebyshev-Halley merupakan modifikasi Metode Classic Chebyshev-
Halley menggunakan pendekatan deret taylor dengan menekspansi turunan kedua.
Pandang kembali metode Chebyshev-Halley pada Persamaan (1.2) sebagai
berikut :

Xn1 = Xp _(l—i_l Lf J f(xn) ’ (246)
21-bL, | f'(x,)
dengan,
L, = 0a)T(X) (2.47)
f(x,)*
Misakan,
_ (%)
yn - Xn f .(Xn) (248)

Ekspansi deret Taylor pada f (y,)di sekitar x,, sehingga diperoleh :

" (%) (Yo = %,)° (2.49)

f(yn)z f(xn)+ fl(xn)(yn_xn)+ 2
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Selanjutnya, substitusikan Persamaan (2.47) ke Persamaan (2.48), sehingga
diperoleh,

~ _ 1 ey FO0)°
f(yn) ~ f(xn) f(Xn)+ z[f (Xn) f,(Xn)g]

IRMCALICH)

2f'(x, ) (2:50)

dan kemudian kalikan kedua ruas Persamaan (2.49) dengan 2f'(x.)?, maka

281 (%) F(y) = (%) F(x,)* (2.51)
selanjutnya, kedua ruas pada Persamaan (2.50) dikalikan dengan f(1)2
Xn
diperoleh,
2f'(x ) f
() = 21 00) £ (50) 252
f(x,)
Substitusikan Persamaan (2.51) ke Persamaan (2.46), sehingga diperoleh
1 2
2f (1:(23( )fz(yn) f00)
Lf(xn): n. 2
f'(x,)
_2T() (2.53)
f(x,)
Substitusikan Persamaan (2.51) ke Persamaan (1.2) diperoleh :
L
X1 = Xy — 1+1 f f(Xn)
21-bL, ) f'(x,)
21 (y,)
S PP [N
X
1_b( : (yn)j :
() (2.54)

Dengan menggunakan manipulas aljabar, maka Persamaan (2.53) dapat
disederhanakan menjadi :

XM:XH_[H f(y,) Jf(xn (255)
f(x,)—2bf(y,) ) f'(x,)
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Dimana b =1. Makadiperoleh
Xn+1=><n—[l+ F(%n) )f(x“) (2.56)
f(x.)—2f(y,) ) £'(x,)
Persamaan (2.55) merupakan persamaan modifikas Varian Metode
Chebyshev-Halley. Selanjutnya, orde konvergenss Metode Chebyshev-Halley
akan dijelaskan sebagai berikut:

Teorema 2.4 : (Yaotang Li, Pelyuan Zang, 2009) Misakan f(x) adalah fungsi
bernilai riil yang mempunyai turunan di  f :1 — R, untuk | interva terbuka
Jika x,menghampiri a maka persamaan diatas mempunyai orde konvergensi
tingkat empat dengan persamaan error
e = (263 ~Coc el +Ole?)
Misalkan
A=0,B=1,C=1D=-2

dengan e, = X, —a dan ¢; :% ff(fzga))
Bukti : Misakan a adalah akar dari f(x), maka f(a)=0. Asumsikan bahwa

f'(x) =0 dan x, =a +e,. Seterusnya dengan menggunakan ekspansi Taylor
untuk mengaproksimasikan fungsi f di sekitar x,, diperoleh

f(x,)=f(a+e,)
@)+ f'@e +% f"(a)e§+%f"'(a)e§+0(e;‘)

= f'@)(e, +C,2 +, € +O(e?)) (2.57)
Jkauntuk f'(x,) dilakukan ekspans Taylor di sekitar a maka,
f'(x,)=f'(a +e,)

=f'@)+f"@)e, +% f(@)e; +0(e)

= f'(@)(1+2C,e, +3C,e% + O(€})) (2.58)
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dengan C, = — dan j = 1,2,3,--- dan g, =x,—a . Selanjutnya, dari

Persamaan (2.57) dan (2.58) diperoleh :

f(x,) f '(a)[en +c,e° +ce’ +c,et + O(e,f )]
f'(x,) f'@)1+2c,e, +3c,e? +4c,el +Ole )J

_ le+eet e +eel+ofed)]
L+ 2c,e, +3c,e? +4c,€8 +Oe! |

(en +C,6° +C,el +c,el +O(e )) (1+ 2c,e, +3c,6° +4c,e + O( ))
(en +C,6° +C,€2 +C el + O(en )) (1— (2c2en +3c,€° +4c,e’ + O( ;‘))

+ 2(02en +3c,e’ +4c,e’ + O(ef; ))2 —~ )
sehingga diperoleh

f(x,)

o ): (e, —C,& +(-2c, + 2¢2)e’ + (7c,c, + 4c; —3c,)el +O(€)  (2.59)
Xn

Selanjutnya, substitusikan Persamaan (2.59) ke Persamaan (2.47)

F (%)
(%)

Yo =X, —

=X, — (&, —C,& +(-2¢c, + 2c2)e’ + (7c,c, + 4c; —3c,)er + O(ed)
=a+e - (en —c,e’ + (— 2c, +2¢5 ))eﬁ +(7c,c, +4c; —3c,)el +O(e))

=a +-C,e° + 2((:3 -c5 )eﬁ +(7c,c, +4cS —3c,)el +0O(e?) (2.60)
Dengan demikian, maka

f(y,)=f(a +e,)

=f@)+f'@)y, —a)+]m2(a) (y,-af +f":'3(a)(yn —a)' + (A;!a a)'de)2.61)

Karena f(a) =0, maka dengan melakukan manipulasi aljabar pada Persamaan
(2.61) diperoleh

_f(a)+( )+—f )(ce)+— )(ce)+— )(ce)+O()

=f'(a )[czef + (— 2¢, +2¢5 )eﬁ’ +(7c,c, +4c —3c,)e’ + O( 5)] (2.62)
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Untuk,
Af(x, )+ Bf (y, )= A+(Ac, + B, Je, + (Ac, + B(2c, — 2¢2 ))e2 +

(Ac, + B(-c,(~3c, +4c2 )+ 3c—10c,c, )e! +O(e})  (2.63)
dan untuk
Cf (x,) + Df (y,) = Ce, +(Cc, + Dc,)€e’ + (Cc, + D(2c, — 2c2))e’ +

(Cc, + D(~c,(-3c, + 4c2) + 3¢, —10c,c,))er +O(ed)  (2.64)
Sehingga diperoleh:
Af (x,)+Bf (y,) 1 (Cc, + Dc,)e, . (Cc, + D(2c, — 2c))e? .

Cf (x,)+Df(y,) C C

(Cc, + D(-c,(-3c, +4c2) + 3¢, —10c,c,))e
C
_ (Cc, +Dc,)e, s (Cc, + D(2c, - 2c3))e’ .
- C C
(Cc, + D(~c,(-3c, + 4c?) + 3¢, —10c,c,))e’ +0(e)
C (2.65)
Maka, dengan menggunakan ekspansi deret dalam sehingga bentuk
_ACc +Dg)
Af(x)+BI(Y) _ A, c

+0(ey)

+Ac, + ngen
Ci(x,)+Df(y,) C c c

1((A( CQ+D(§C3—ZC2]

. (Cc, + Dcz)z)_ (Ac, + Bc,)(Cc, + Dc,)
C? C

(A%BQ)( CQ+D(?—Z§)+(CQEZD9) }

A(CQ‘ +D(-C, (X, +432) +3, -1@,C) .
C
1|| 2ACg +Dg)(Cq +D(&, - X)) N & Lo
G
AG +B(—¢,(-3%,+46) +X, -1@&,C)
(Ag+B(X, -X))Cq +Dg)
C

+ Ac, + B(2c,-2¢2))€?)

(2.66)
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Selanjutnya kitamasukan A, B, C dan D maka didapat

Af (X,) + BF (¥n)

=c,e, +(=C2 +2c;)e? +(c,(3c, —3c2) — ¢, (-3¢, + 4c;
CF (%) DR (y,) o+ (6 205 + (30 =36) e, (730, +4c2)

+3c, —10c,c, + (2¢, — 2¢2)c,)e’ + O(e?) (2.67)

Kemudian subtitusikan Persamaan (2.66) dan Persamaan (2.58) ke Persamaan
(2.55) sehingga diperoleh:

X.., =a —(2c5 —c,c,)er + O(e) (2.68)

Karena X, =€

n+1

+a , maka Persamaan (2.63)

menjadie , +a =a —(2c; —c,c,)el + O(e)

€1 = (ZCS - 0203)6:11 + O(er?) (2.69)

Persamaan (2.68) merupakan orde konvergens dari Persamaan (2.55).

2.6 Fungs Kuadratik

Persamaan adalah sebuah pernyataan bahwa dua kuantitas setara, dan
menyelesaikan suatu persamaan berarti menentukan nilai-nilai dari faktor yang
tidak diketahui nilainya. Nilai dari faktor-faktor yang tidak diketahui disebut
sebagal akar dari persamaan. Persamaan kuadrat adalah persamaan pangkat yang
tertinggi dari kuantitas yang tidak diketahui adalah dua. yang berbentuk

f (x)=ax® +bx+c (2.70)
Misakan f (x) menginterpolasi dititk (x,, f (X)), sehingga diperoleh:
f'(x) = 2ax+b 2.71)
Asumsikan f '(x) ~f (x,), sehingga diperoleh:
f'(x))=2ax, +b (2.72)
Asumsikan bahwa f "(x_ ) = f (x,), sehingga diperoleh:
(%)= f(x)
2ax, +b=f'(x,)

b= f'(x,)-2ax, (2.73)
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Substitusikan Persamaan (2.72) kedalam Persamaan (2.71) sehingga diperoleh:

f'(X) = 2ax+ f'(x,) - 2ax, (2.74)
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