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ABSTRAK 

Trace dari suatu matriks berpangkat sering dibahas pada beberapa bidang matematika, seperti 

analisis jaringan, teori bilangan, sistem dinamik, teori matriks, dan persamaan diferensial. 

Penelitian ini membahas trace matriks Toeplitz pentadiagonal simetris kuadrat. Proses yang 

dilakukan dalam penelitian ini yaitu menentukan bentuk umum matriks Toeplitz pentadiagonal 

simetris kuadrat yang dinotasikan sebagai 2
mP  dengan cara mengalikan .mm PP   Kemudian untuk 

mendapatkan bentuk umum trace matriks Toeplitz pentadiagonal simetris kuadrat yang 

dinotasikan sebagai  2
mPtr

 
dengan cara menjumlahkan entri-entri pada diagonal utama matriks 

Toeplitz pentadiagonal simetris kuadrat dan diaplikasikan dalam beberapa contoh soal. 

Kata kunci: Matriks Toeplitz pentadiagonal simetris, pembuktian langsung, trace 
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ABSTRACT 

Trace of powers of matrices arise in several fields of mathematics, more specially network 

analysis, number theory, dynamic system, matrix theory, dan differential equations. The research 

will discuss the trace of symmetric pentadiagonal Toeplitz matrix quadrate. There are two steps in 

determining the general form of the trace of symmetric pentadiagonal Toeplitz matrix quadrate 

which is denoted as 2
mP  by multiplying mm PP  . Futhermore, to get the general form of the trace of 

symmetric pentadiagonal Toeplitz matrix quadrate is obtained which is denoted as  2
mPtr

 
by add 

up the entries on the main diagonal on the symmetric pentadiagonal Toeplitz matrix quadrate and 

applied in several sample questions.  

 

Key Word: symmetric pentadiagonal Toeplitz matrix,  direct proof,  trace 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Trace dari suatu matriks berpangkat sering dibahas pada beberapa bidang 

matematika, seperti analisis jaringan, teori bilangan, sistem dinamik, teori matriks, 

dan persamaan diferensial. Menurut Anton (2005), trace matriks pada dasarnya 

adalah jumlah dari entri-entri pada diagonal utama dari sebuah matriks. Trace 

matriks tidak terdefinisi jika sebuah matriks bukan matriks bujur sangkar. 

Beberapa jenis matriks bujur sangkar yang dapat ditentukan bentuk umum trace 

matriks antara lain yaitu matriks simetris, matriks Toeplitz, matriks Toeplitz 

pentadiagonal simetris dan sebagainya. Menurut Elouafi (2018), matriks Toeplitz 

pentadiagonal simetris dengan bentuk umum mm  diberikan sebagai berikut: 
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Perhitungan trace matriks digunakan pada matriks berpangkat lebih besar dari 

satu, perlu dilakukan perpangkatan matriks yang melibatkan proses perkalian 

matriks.  

Pembahasan mengenai trace matriks telah banyak diteliti oleh beberapa 

peneliti sebelumnya. Pada tahun 2015, Pahade dan Jha melakukan penelitian yang 

berjudul “Trace of Positive Integer Power of Real Matrices” yang membahas 

mengenai bentuk umum trace matriks ordo 22  berpangkat bilangan bulat 

positif. Hasil dari persamaan bentuk umum trace dari matriks tersebut sebagai 

berikut:  
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Pada tahun 2017, Pahade dan Jha melakukan penelitian kembali tentang 

trace matriks ketetanggaan yang berpangkat bilangan bulat positif. Hasil dari 

penelitian tersebut diperoleh bentuk umum trace matriks ketetanggaan sebagai 

berikut:  

untuk k  bilangan genap yaitu: 
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Pada tahun 2019, Aryani dan Husna meneliti trace matriks Toeplitz 

Tridiagonal 33  berpangkat bilangan bulat positif dengan bentuk matriks: 
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Hasil yang diperoleh dari penelitian tersebut adalah: 
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Di tahun yang sama, Rahmawati dkk (2019) meneliti trace yang berjudul 

“Trace Matriks Toeplitz Simetris Bentuk Khusus Ordo 33  Berpangkat Bilangan 

Bulat Positif” yang membahas mengenai bentuk umum trace matriks Toeplitz 

simetris ordo 33  dengan bentuk matriks: 
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dengan trace matriks sebagai berikut: 
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Pada tahun 2020, Mastiana Siregar membahas “Trace Matriks Toeplitz-

Hessenberg Kuadrat” dengan bentuk umum matriks Toeplitz-Hessenberg ordo 

nn  ,     yaitu: 
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dan diperoleh 
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 Berdasarkan uraian hasil penelitian-penelitian diatas, penulis tertarik untuk 

menyelesaikan rumus bentuk umum dari trace matriks Toeplitz pentadiagonal 
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simetris Persamaan (1.1), sehingga pada tugas akhir ini penulis memberi judul  

“Trace Matriks Toeplitz Pentadiagonal Simetris Kuadrat ”. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang yang telah dijelaskan di atas, maka dapat 

diambil suatu rumusan masalah yaitu: “Bagaimana bentuk umum trace matriks 

Toeplitz pentadiagonal simetris kuadrat?” 

 

1.3 Batasan Masalah 

Batasan masalah yang diberikan pada penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Matriks yang digunakan adalah matriks Toeplitz pentadiagonal simetris 

pada Persamaan (1.1). 

2. Perpangkatan matriks hanya untuk  2

mP  dengan 4m .  

 

1.4 Tujuan Penelitian 

 Tujuan dari tugas akhir ini adalah untuk mendapatkan bentuk umum dari 

trace matriks Toeplitz pentadiagonal simetris kuadrat. 

 

1.5 Manfaat Penelitian 

Adapun manfaat dari penulisan tugas akhir ini adalah: 

1. Menambah ilmu pengetahuan dalam bidang matematika, khususnya 

tentang trace matriks. 

2. Apabila diperoleh bentuk umum dari trace matriks Toeplitz pentadiagonal 

simetris tersebut maka ketika dihadapkan pada permasalahan untuk 

menentukan trace matriks dengan ordo lebih tinggi maka akan 

mempermudah dalam pengerjaan penentuan trace matriks tersebut.  

3. Sebagai sarana informasi bagi pembaca dan sebagai bahan referensi bagi 

pihak yang membutuhkan. 
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1.6 Sistematika Penulisan  

Sistematika penulisan dibagi menjadi V(lima) bab. Berikut penjelasan 

tentang masing masing bab: 

BAB I  PENDAHULUAN  

Bab ini menjelaskan latar belakang, rumusan masalah, batasan masalah, 

tujuan penelitian, manfaat penelitian dan sistematika penulisan.  

BAB II  LANDASAN TEORI  

Bab ini menjelaskan beberapa teori dan definisi yang berkaitan tentang 

matriks dan jenis jenis matriks, perkalian dan perpangkatan matriks, 

trace matriks. 

BAB III  METODOLOGI PENELITIAN  

Bab ini menjelaskan langkah langkah atau prosedur dalam 

menentukan bentuk umum trace matriks Toeplitz pentadiagonal 

simetris kuadrat. 

BAB IV  PEMBAHASAN 

Bab ini menjelaskan tentang bagaimana mendapatkan rumus umum 

trace matriks Toeplitz pentadiagonal simetris kuadrat. 

BAB V  PENUTUP  

Bab ini berisikan tentang kesimpulan dari seluruh pembahasan dan 

saran-saran untuk pembaca. 

 

 



 

II-1 
 

BAB II 

LANDASAN TEORI 

Pada bab II akan dijelaskan beberapa teori dan definisi yang berkaitan 

tentang matriks dan jenis-jenis matriks, perkalian dan perpangkatan matriks, trace 

matriks. 

2.1.   Matriks dan Jenis-Jenis Matriks 

Definisi 2.1 (Anton, 2013) Sebuah matriks adalah jajaran bilangan-bilangan 

berbentuk persegi atau persegi panjang. Bilangan-bilangan dalam jajaran tersebut 

disebut entri matriks. 

Berikut bentuk umum dari matriks ordo nm  sebagai berikut: 
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dengan matriks diatas, dapat ditulis dengan cara lebih ringkas yaitu, 

nmija ][  atau ][ ija . 

Pada baris ke i  dan kolom ke j  dari matriks A  juga biasanya dilambangkan 

dengan simbol ijA . Untuk matriks diatas dikatakan sebagai ][ ijij aA  . Matriks A  

dengan m  baris dan n  kolom dan entri nnaaa ,,, 2211   dikatakan sebagai diagonal 

utama dari matriks A . 

Terdapat beberapa jenis matriks diantaranya adalah matriks simetris, matriks 

Toeplitz, matriks pentadiagonal, matriks Toeplitz pentadiagonal simetris dan 

sebagainya. Berikut adalah matriks yang mendukung dalam penulisan tugas akhir 

ini: 

1. Matriks Simetris 

Definisi 2.2 (Larson, 2007) Matriks A  adalah matriks simetris jika TAA  . Jika 

][ ijaA   adalah matriks simetris, maka jiij aa   untuk semua ji  . Berikut 

matriks untuk ordo nm  sebagai berikut: 
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transpos dari matriks A  dilambangkan dengan TA  untuk ordo mn diberikan 

sebagai berikut: 
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Contoh 2. 1 Diberikan suatu matriks A  berukuran 33  yaitu: 
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2. Matriks Toeplitz 

Matriks Toeplitz merupakan matriks bujur sangkar yang setiap diagonalnya 

dari kiri ke kanan bawah adalah konstan atau tetap.  

Definisi 2.3 (Gray, 2006) Sebuah matriks Toeplitz adalah matriks berukuran 

nn  dinotasikan dengan ]1,,1,0,;[  njktT kjn  dengan jkkj tt   sebuah 

matriks dengan formula: 
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Contoh 2.2 Diberikan  matriks Toeplitz berordo     sebagai berikut: 
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3. Matriks Pentadiagonal 

Definisi 2.4 (Nassif, 2013) Matriks pentadiagonal adalah sebuah matriks bujur 

sangkar yang terdiri dari lima diagonal tak nol yaitu diagonal utama d , dua 

subdiagonal atas u  dan v , dua subdiagonal bawah l  dan m :  
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Contoh 2.3 Diberikan matriks pentadiagonal berordo 44  adalah sebagai 

berikut: 
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4. Matriks Toeplitz Pentadiagonal  

Matriks Toeplitz pentadiagonal merupakan gabungan dari matriks Toeplitz 

dan matriks pentadiagonal. Berikut diberikan definisi yang berkaitan dengan 

matriks Toeplitz pentadiagonal. 

Definisi 2.5 (Huang, 2017) Matriks Toeplitz pentadiagonal bentuk umum nn  

sebagai berikut: 
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dengan Redcba  ,,,, .Contoh 2.4 Diberikan matriks Toeplitz pentadiagonal 

berordo 55  adalah sebagai berikut: 
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5. Matriks Toeplitz Pentadiagonal Simetris 

Matriks Toeplitz pentadiagonal simetris merupakan gabungan matriks 

Toeplitz, dengan matriks pentadiagonal simetris. Berikut definisi yang berkaitan 

dengan matriks Toeplitz pentadiagonal simetris. 

Definisi 2.6 (Elouafi, 2018) Matriks Toeplitz pentadiagonal simetris bentuk 

umum mm  sebagai berikut: 
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. 

Contoh 2.5 Diberikan matriks Toeplitz pentadiagonal simetris berordo 55  

adalah sebagai berikut: 
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)6,5,4(55 PP . 
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2.2.  Operasi Matriks 

 Operasi matriks yang akan dibahas adalah perkalian dua matriks dan 

perpangkatan matriks. 

1.  Perkalian Matriks 

 Pembahasan mengenai perkalian antar matriks akan dijelaskan pada definisi 

berikut. 

Definisi 2.7 (Larson, 2007) Jika ][ ijaA   adalah matriks nm  dan ][ ijbB   

adalah matriks pn , maka hasil kali AB  adalah matriks pm . 

][ ijcAB   

dengan 





n

k

kjikij bac
1  

njinjijiji babababa  332211 . 

Definisi ini menjelaskan bahwa untuk menemukan entri baris ke i  dan kolom ke

j  dari perkalian AB , kalikan entri pada baris ke i  dari matriks A  dan dengan 

entri yang bersesuaian pada kolom ke j  dari matriks B , selanjutnya jumlahkan 

hasilnya. 

 

Contoh 2.6 

Jika 
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31

A  dan 
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B  maka:  
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19
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2. Perpangkatan Matriks 

Pembahasan mengenai perpangkatan matriks akan dijelaskan pada definisi 

berikut. 

Definisi 2.8 (Anton, 2013) Jika A  adalah sebuah matriks persegi, maka kita 

definisikan pangkat-pangkat bilangan bulat tak negatif A  menjadi 

IA 0
 dan AAAAn   [ n  faktor] 

dan jika A  dapat dibalik, maka didefinisikan pangkat bilangan bulat negatif dari 

A  yaitu:  

  1111   AAAAA
nn   [ n  faktor] . 

Contoh 2.7 Jika diberikan matriks 
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A  maka 3A yaitu: 

AAAA 3
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584420

406428

285022

 



















422642282

564620276

438462206

. 

 

2.3. Trace Matriks 

Definisi 2.9 (Anton, 2005) Jika A  adalah matriks bujur sangkar, maka trace dari 

A  dinotasikan sebagai  Atr . Didefinisikan sebagai jumlah dari entri pada 

diagonal utama dari A . Trace A  tidak terdefinisi jika A  bukan matriks bujur 

sangkar. 
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Contoh 2.8  Diberikan matriks 























721

453

021

A  maka  Atr  yaitu: 

  751 Atr  

  11 .  

 

2.4. Trace Matriks Toeplitz-Hessenberg Kuadrat 

Salah satu pembahasan mengenai trace suatu matriks berpangkat telah 

dibahas oleh Mastiana Siregar (2020) dalam penelitiannya yang berjudul “Trace 

Matriks Toeplitz-Hessenberg Kuadrat”. Penelitian tersebut membahas mengenai 

bentuk umum trace matriks Toeplitz-Hessenberg kuadrat dengan langkah-langkah 

sebagai berikut: 

1. Diberikan    suatu matriks Toeplitz-Hessenberg ordo nn  dengan 2n  

 yaitu: 

   

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
           
            
             
             
         

                       
                        
                         
                       ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

        (2.1) 

2. Menentukan bentuk umum  2

nH
 
 dengan cara mengalikan nn HH  . 

Berdasarkan Definisi 2.8 diperoleh matriks  2

nH  yaitu:
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3. Menentukan bentuk umum  2

nHtr  dengan menggunakan pembuktian 

langsung. 

Dengan menggunakan Persamaan (2.2) dapat ditentukan  2

nHtr  berdasarkan 

Definisi (2.9) sebagai berikut: 

  (  )
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4. Mengaplikasikan bentuk umum matriks  2

nH  dan  2

nHtr  pada contoh soal. 

Contoh 2.9 Diberikan matriks Toeplitz-Hessenberg ordo     yaitu: 

   

[
 
 
 
 
 
      
      
      
      
      
      ]

 
 
 
 
 

 

Sehingga berdasarkan Persamaan (2.2) matriks  2

nH   

Dari    diperoleh 6n , 20 h , 31 h , 72 h , 93 h , 44 h , 55 h , 60 h
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dan menurut Persamaan (2.3) diperoleh: 
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BAB III 

METODOLOGI PENELITIAN 

Metode penelitian yang digunakan adalah studi literatur dengan 

langkah langkah sebagai berikut: 

1. Diberikan matriks Toeplitz pentadiagonal simetris pada Persamaan (1.1). 

2. Menentukan bentuk umum matriks  2mP
 
dengan cara mengalikan mm PP  . 

3. Menentukan bentuk umum matriks  2

mPtr
 

dengan menggunakan 

pembuktian langsung. 

4. Mengaplikasikan bentuk umum matriks  2

mP  dan  2mPtr
 
ke dalam contoh 

soal untuk 7m  dan .8m  

 



 

BAB V 

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan hasil penelitian yang telah disajikan pada bab sebelumnya, maka kesimpulan dalam penelitian ini adalah sebagai 

berikut: 

Diberikan matriks Toeplitz pentadiagonal simetris: 
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Maka, 
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Atau dapat ditulis sebagai berikut:
 

 
































































kmjdanmkkji

kmidanmkkijuntuk

mjji

danmiijuntukc

mjji

danmiijuntukbc

mjji

danmiijuntukbac

mjji

danmiijuntukbcab

mjji

danmiijuntukbcab

mjiuntukcba

mjidanjiuntukcba

mjidanjiuntukcba

pP
mmijm























,3,2,1,1,,6,5,

,3,2,1,1,,6,5,,0

4,,3,2,1,4

;4,,3,2,1,4,

3,,3,2,1,3

;3,,3,2,1,3,2

2,,3,2,1,2

;2,,3,2,1,2,2

2,,3,2,1

;2,,3,2,1,22

1,1,1

;1,1,1,2

2,,4,3,22

12,2

1,

2

2

222

222

222

2

 

dan  

  .)2(2)1(2 2222
cmbmmaPtr m   



 

V-4 

 

5.2 Saran 

Dalam pembahasan yang telah dikemukakan, penulis membahas tentang 

langkah-langkah dalam menentukan trace dari suatu matriks Toeplitz 

pentadiagonal simetris kuadrat. Bagi pembaca yang tertarik dengan topik ini, 

dapat melanjutkan pembahasan tentang menentukan trace dari matriks Toeplitz 

pentadiagonal simetris berpangkat lebih dari dua. 
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