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ABSTRAK 

 

Misalkan   (   ) adalah sebuah graf dan   adalah bilangan bulat positif. Pelabelan-  total 

pada graf   adalah suatu pemetaan       *       +   Bobot titik   dinyatakan   ( )  
 ( )  ∑  (  )     dan bobot sisi    dinyatakan   (  )   ( )   (  )   ( )  Suatu 

pelabelan-  dikatakan total tak teratur total, jika bobot setiap titik berbeda dan bobot setiap sisi 

berbeda. Nilai ketakteraturan total (totally irregularity strength) dari graf   dinotasikan dengan 

  ( ) adalah nilai   minimum atau label terbesar minimum yang digunakan untuk melabeli graf   

dengan pelabelan total tak teratur total. Dalam tugas akhir ini diperoleh   (   )       dengan 

  merupakan bilangan bulat positif dan      

Kata kunci:  Empat copy graf bintang, nilai ketakteraturan total, pelabelan total tak teratur total. 
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ABSTRACT 

 

Let   (   ) be a graph and    is a positive integers. Total labeling-  on   is a mapping 

      *       +   The weight of the vertex   is represented by   ( )   ( )  
∑  (  )     and the weight of the edge    is represented by   (  )   ( )   (  )   ( )  A 

total-  labeling of   is called a tottaly irregular total labeling, if the weight of every two distinct 

vertices are different and the wight of every two distinct edges are different. The minimum   such 

that a graph   has a totally irregular total  - labeling is called the total irregularity strength of  , 

denoted by   ( ). In this thesis obthained   (   )       where   is a positive integer and 

     

Keywords:  Four copies of star, total irregularity strength, totally irregular total labaling. 
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BAB 1 

PENDAHULUAN 

1.1.  Latar Belakang  

Teori graf merupakan salah satu cabang ilmu matematika yang masih 

menarik untuk dibahas karena karena teori-teorinya masih aplikatif sampai saat ini 

dan dapat diterapkan untuk memecahkan masalah dalam kehidupan sehari-hari. 

Dengan mengkaji dan menganalisis model atau rumusan, teori graf dapat 

diperlihatkan peranan dan kegunaannya dalam memecahkan permasalahan. 

Permasalahan yang dirumuskan dengan teori graf dibuat sederhana, yaitu diambil 

aspek-aspek yang diperlukan dan dibuang aspek-aspek yang lainnya. (Purwanto, 

1998). 

Teori graf muncul pertama kali pada tahun 1736 ketika seorang 

matematikawan Swiss bernama Leonardo Euler mencoba mencari solusi yang 

menggambarkan suatu masalah lintasan yang melalui jembatan dan pulau 

ditengah kota Konigberg. Dari permasalahan itu, akhirnya Euler mengembangkan 

beberapa konsep mengenai teori graf. Masalah tersebut digambarkan melalui titik 

dan sisi yang menghubungkan antar titik, yang akhirnya berkembang dan dikenal 

dengan graf (Munir, R. 2009).  

Penelitian mengenai teori graf terus mengalami perkembangan. Salah satu 

pembahasan yang terus berkembang adalah pelabelan pada graf. Objek kajiannya 

berupa graf yang secara umum direpresentasikan oleh titik dan sisi serta 

himpunan bagian bilangan asli yang disebut label. Pelabelan graf pertama kali 

diperkenalkan oleh Sadlacek (1964). Berdasarkan jenis elemen-elemen yang 

dilabeli maka pelabelan dibagi kedalam tiga jenis, yaitu pelabelan titik, pelabelan 

sisi dan pelabelan total. Suatu pelabelan dengan domain berupa himpunan titik 

dari suatu graf disebut pelabelan titik (vertex labeling), sedangkan pelabelan 

dengan domain berupa himpunan sisi dari suatu graf disebut pelabelan sisi (edge 

labeling), dan jika domain dari pemetaan tersebut adalah gabungan himpunan titik 

dan himpunan sisi maka pelabelan tersebut dinamakan pelabelan total (total 

labeling) (Wallis, 2001). 

 



 

I-2 

 

Terdapat beberapa jenis pelabelan graf yang telah dikaji, salah satunya 

adalah pelabelan-k total tak teratur. Menurut Bača, dkk., memperkenalkan 

pelabelan total tak teratur yang mempunyai dua tipe yakni pelabelan total tak 

teratur titik dan pelabelan total tak teratur sisi. Suatu pelabelan      ⋃   

            pada         disebut pelabelan-  total tak teratur titik jika untuk 

setiap dua buah titik yang berbeda    dan   pada   memenuhi            , 

dimana       dan       berturut-turut adalah bobot dari titik   dan  . Bobot 

dari   dari   didefinisikan sebagai            ∑          . Nilai minimum 

  sehingga   memiliki pelabelan-  total tak teratur titik dinamakan nilai total 

ketakteraturan titik dari  , dinotasikan dengan       . Suatu pelabelan  

     ⋃                 pada         disebut pelabelan-  total tak teratur 

sisi dikatakan pelabelan-k total tak teratur sisi jika untuk setiap dua buah sisi yang 

berbeda   dan   pada   memenuhi            , dimana       dan       

berturut-turut adalah bobot dari sisi   dan  . Bobot dari suatu sisi        di   

didefinisikan sebagai                      . Nilai minimum   sehingga 

  memiliki pelabelan-  total tak teratur sisi dinamakan nilai total ketakteraturan 

sisi dari  , dinotasikan dengan        (Bača, dkk., 2007). 

Pada tahun 2013, Marzuki, dkk,. memperkenalkan pelabelan total tak teratur 

total yang merupakan kombinasi pelabelan total tak teratur titik dan pelabelan 

total tak teratur sisi. Suatu pelabelan      ⋃                pada         

disebut pelabelan-  total tak teratur total dari  , jika untuk setiap dua titik   dan   

yang berbeda di      memenuhi             dan untuk setiap sisi      dan 

     yang berbeda di      yang memenuhi                   dimana 

           ∑      dan                             . Nilai 

minimum   sehingga   memiliki pelabelan-  total tak teratur total disebut nilai 

total ketakteraturan total dari  , dinotasikan dengan      . 

Tahun 2015, Tilukay, dkk,. memperkenalkan pelabelan total tak teratur total 

yang merupakan kombinasi pelabelan total tak teratur titik dan pelabelan total tak 

teratur sisi. yang berjudul “On The Total Irregularity Strength of Fan, Wheel, 

Triangular Book, and Friendship Graphs” diperoleh        ⌈
    

 
⌉ untuk    , 
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       ⌈
    

 
⌉ untuk    ,           ⌈

    

 
⌉ untuk                 

untuk      

Tahun 2014, Ramdani, R. Meneliti pelabelan total tak teratur total yang 

merupakan kombinasi pelabelan total tak teratur titik dan pelabelan total tak 

teratur sisi. Dalam papernya, “Nilai total ketakteraturan total dari dua copy graf 

bintang”, Hasil dari penelitian Rismawati Ramdani., diperoleh             . 

Masih banyak jenis graf yang belum dibahas nilai ketakteraturan totalnya. 

Berdasarkan uraian-uraian diatas, maka penulis tertarik untuk meneliti nilai total 

ketakteraturan total      dari graf bintang dengan judul “Nilai Ketakteraturan 

Total Dari Empat Copy Graf Bintang    
[[ 

1.2  Rumusan Masalah  

 Berdasarkan latar belakang sebelumnya, masalah yang akan dibahas dalam 

penelitian ini adalah bagaimana rumus umum nilai ketakteraturan total dari empat 

copy graf bintang. 

1.3 Batasan Masalah 

Agar tidak terjadi perluasan pembahasan, maka diperlukan batasan masalah 

dalam penelitian tugas akhir ini. Penulis membatasi masalah hanya berkaitan 

dengan nilai ketakteraturan total dari empat copy graf bintang dengan     

dimana    . 

1.4  Tujuan Penelitian 

Adapun tujuan penelitian ini adalah untuk mendapatkan rumus nilai 

ketakteraturan total dari empat copy graf bintang. 

1.5 Manfaat Penelitian  

Manfaat dari penelitian ini adalah:  

1. Menambah pengetahuan mengenai graf  

2. Mengetahui nilai ketakteraturan total dari empat copy graf bintang.  

3. Sebagai sarana infornasi dan referensi bagi pihak yang membutuhkan. 

 4. Sebagai bahan pengembangan ilmu selanjutnya. 
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1.6  Sistematika Penulisan  

Sistematika penulisan Tugas Akhir ini mencakup lima bab yaitu: 

BAB I PENDAHULUAN 

Bab ini menjelaskan tentang latar belakang, rumusan masalah, batasan 

masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, dan sistematika 

penulisan. 

BAB II LANDASAN TEORI 

Bab ini menjelaskan tentang pengertian graf, jenis-jenis graf dan 

pelabelan graf. 

BAB III  METODOLOGI PENELITIAN 

Bab ini menjelaskan tentang jenis penelitian dan langkah-langkah 

menyelesaikan masalah               

BAB IV  PEMBAHASAN  

 Bab ini menjelaskan secara terperinci tentang hasil-hasil yang 

diperoleh dari               

BAB V  PENUTUP  

 Bab ini menjelaskan tentang kesimpulan dari pembahasan dan saran. 
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BAB II 

LANDASAN TEORI 

Bab ini berisi teori-teori pendukung yang dapat membantu penulis untuk 

menyelesaikan permasalahan yang akan dibahas pada bab selanjutnya. 

2.1 Pengertian Graf 

 Menurut catatan sejarah, masalah jembatan Konigsberg adalah masalah 

yang pertama kali menggunakan graf. Pada tahun 1736 M, seorang 

matematikawan Swiss, L.Euler adalah orang pertama kali yang menemukan 

jawaban masalah itu dengan pembuktian sederhana. Euler memodelkan masalah 

ini kedalam graf. Graf digunakan untuk menggambarkan objek-objek agar lebih 

mudah dimengerti (Amir. Zubaidah, 2010 ). 

Definisi 2.1 (Amir. Zubaidah, 2010) Sebuah graf G berisikan dua himpunan 

yaitu himpunan hingga tak kosong      yang elemen-elemennya disebut titik dan 

himpunan (mungkin kosong)      yang elemennya disebut sisi, sedemikian 

hingga setiap eleman e dalam      adalah sebuah pasangan tidak berurut dari 

titik di     . disebut himpunan titik-titik dari   dan      disebut himpunan sisi 

dari  . 

 Graf   didefinisikan sebagai pasangan himpunan       yang ditulis dengan 

notasi         yang dalam hal ini   adalah himpunan tak kosong dari simpul-

simpul (verlices atau node) dan   adalah himpunan sisi (edges atau arcs) yang 

menghubungkan sepasang simpul. 

Berdasarkan kedua pengertian diatas, dapat disimpulkan bahwa graf adalah 

kumpulan dua himpunan yaitu himpunan hingga tak kosong      yang elemen 

elemennya disebut titik dan himpunan (mungkin kosong)      yang elemenya 

disebut sisi. Untuk setiap          adalah sebuah pasangan tak berurut dari titik 

di     . 

 Definisi-definisi di atas menyatakan bahwa   tidak boleh boleh kosong, 

sedangkan   boleh kosong. Jadi sebuah graf dimungkinkan tidak mempunyai 
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sebuah sisi, tetapi simpulnya harus ada, minimal satu. Graf yang hanya 

mempunyai satu buah simpul tanpa sebuah sisi pun dinamakan graf trivial. 

 Simpul pada graf dapat dinomori dengan huruf seperti           atau 

dengan bilangan asli           atau gabungan keduanya. Misal   dan   adalah 

titik-titik. Sedangkan sisi yang menghubungkan simpul   dengan simpul   

dinyatakan dengan pasangan       adalah sisi dari   atau dinyatakan dengan 

lambang            . dengan kata lain, jika   adalah sisi yang menghubungkan 

simpul   dengan simpul  , simpul   dan simpul   berhubungan langsung 

(adjacent) di  ,   dan   adalah titik-titik akhir dari sisi  , sisi   terkait (incident) 

dengan titik   atau  , maka dapat ditulis sebagai berikut: 

        

 Selain itu, sebuah graf dapat dipresentasikan dalam bentuk diagram dimana 

setiap titik   digambarkan dengan sebuah noktah dan setiap sisi yang 

menghubungkan dua titik di   digambarkan dengan sebuah kurva sederhana (ruas 

garis) dengan titik akhir di kedua titik tersebut. 

 

2.2  Jenis-jenis Graf 

Graf dapat dikelompokkan menjadi beberapa kategori atau jenis tergantung 

pada sudut pandang pengelompokannya. Pengelompokan pada graf dapat 

dipandang berdasarkan ada tidaknya sisi ganda atau sisi gelang, berdasarkan 

jumlah titik atau berdasarkan orientasi arah pada sisi dan berdasarkan struktur. 

Berdasarkan ada tidaknya sisi ganda atau sisi gelang pada suatu graf, maka 

secara umum graf dapat dibedakan menjadi dua jenis, yaitu (Munir. R, 2009): 

1. Graf Sederhana (Simple Graph) 

Graf sederhana adalah graf yang tidak mempunyai sisi ganda maupun 

gelang. Pada graf sederhana sisi adalah pasangan tidak terurut (unordered 

pairs). Contoh dari graf sederhana dapat dilihat pada Gambar 2.1. 

 

Gambar 2.1 Graf Sederhana 
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2. Graf Tak Sederhana (Unsimple Graph)  

Graf tak sederhana adalah graf yang mengandung sisi ganda atau gelang. 

Ada dua macam graf tak sederhana, yaitu: graf ganda (multigraph) dan graf 

semu (pseudograph). Contoh dari graf tak sederhana dapat dilihat pada 

Gambar 2.2.  

 

Gambar 2.2 Graf Tak Sederhana 

Berdasarkan orientasi arah pada sisinya, maka secara umum graf dapat 

dibedakan menjadi dua jenis, yaitu (Vasudev, 2006):   

1. Graf Tak Berarah (Undirected Graph)  

Jika setiap sisi dari graf G tidak memiliki arah maka graf disebut graf tak 

berarah. Contoh dari graf tak berarah dapat dilihat pada Gambar 2.3.  

 

Gambar 2.3 Graf Tak Berarah 

2. Graf Berarah (Directed Graph)  

Jika setiap sisi dari graf G memiliki arah maka graf disebut graf berarah. 

Contoh dari graf tak berarah dapat dilihat pada Gambar 2.4.  

 

Gambar 2.4 Graf  Berarah 
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Pada graf sederhana (simple graph) terdapat beberapa graf khusus, yaitu: 

(Wibisono, 2008) 

1. Graf lingkaran (Cycle) 

Graf lingkaran adalah graf sederhana yang setiap titiknya berderajat dua. 

Graf lingkaran n titik dinotasikan dengan   . Contoh dari graf lingkaran 

dapat dilihat pada Gambar 2.5.  

 

Gambar 2.5 Graf Lingkaran  6 

2. Graf lintasan (Path) 

Graf lintasan adalah suatu graf berorde 𝑛 yang memiliki titik awal  1 dan 

titik akhir  𝑛 masing-masing berderajat satu dan titik yang lain berderajat 

dua, dinotasikan dengan 𝑃𝑛. Contoh dari graf lintasan dapat dilihat pada 

Gambar 2.6.  

 

Gambar 2.6 Graf Lintasan 𝑃4 

3. Graf Bipartit 

Suatu graf G disebut graf bipartit jika himpunan titiknya dapat dipartisi 

menjadi dua subhimpunan X dan Y sedemikian sehingga setiap sisi 

menghubungkan suatu titik di X kesuatu titik di Y. 

u1

u2

u3

un

v1

v2

 

Gambar 2.7 Graf Bipartit 
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4. Graf Bintang 

Graf bintang dinotasikan dengan   , adalah suatu graf bipat lengkap     . 

u 1

u2

u3

u4

u5

v

 

Gambar 2.8 Graf Bintang           

 

2.3 Pelabelan Graf  

Pelabelan graf adalah pemetaan yang memasangkan elemen-elemen graf 

dengan bilangan-bilangan bulat positif. Suatu graf  Pelabelan dengan domain 

himpunan titik disebut pelabelan titik (vertex labelling), pelabelan dengan domain 

himpunan sisi disebut pelabelan sisi (edge labelling), dan pelabelan dengan 

domain gabungan himpunan titik dan himpunan sisi disebut pelabelan total (total 

labelling). 

Bobot (weight) dari elemen graf adalah jumlah dari semua label yang 

berhubungan dengan elemen graf tersebut. Bobot dari titik   dengan pelabelan   

adalah            ∑            Sedangkan bobot dari sisi    adalah 

                      . 

Tahun 2007, Bača, dkk., memperkenalkan dua jenis dari pelabelan total tak 

teratur yaitu: pelabelan total tak teratur titik dan pelabelan total tak teratur sisi. 

Kemudian pada tahun 2013, Marzuki, dkk., memperkenalkan pelabelan total tak 

teratur total yang merupakan kombinasi pelabelan total tak teratur titik dan 

pelabelan total tak teratur sisi. Berikut ini penjelasan tentang pelabelan total tak 

teratur berdasarkan jenis-jenisnya: 
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2.3.1 Pelabelan Total Tak Teratur Titik  

Pelabelan total tak teratur titik merupakan salah satu jenis pelabelan total tak 

teratur yang diperkenalkan oleh Bača, dkk. Pelabelan total tak teratur titik sudah 

banyak digunakan untuk mencari nilai total ketakteraturan titik berbagai jenis 

graf. Berikut ini definisi pelabelan total tak teratur titik: 

Definisi 2.2 (Bača, dkk., 2007) Pelabelan-  total dikatakan pelabelan-  total tak 

teratur titik dari graf  , jika untuk setiap titik   dan   yang berbeda maka 

           , dimana            ∑            Nilai total ketakteraturan 

titik (total vertex irregularity strength) dari graf  , yang dinotasikan dengan 

       adalah label terbesar minimum yang digunakan untuk melabeli graf   

dengan pelabelan total tak teratur titik. Penelitian mengenai nilai        

dilakukan oleh Bača, dkk., dengan diberikan batas atas dan batas bawah seperti 

dituliskan pada teorema berikut ini. 

Teorema 2.1 (Bača, dkk., 2007) Misalkan   adalah graf (𝑝,𝑞) dengan derajat 

minimum 𝛿 dan derajat maksimum Δ, maka: 

⌈
𝑝  𝛿

   
⌉         𝑝     𝛿    

Teorema 2.2 (Bača, dkk., 2007)  Misalkan     adalah graf lengkap dengan 𝑝 

titik, maka  

   (  )    

2.3.2 Pelabelan Total Tak Teratur Sisi 

Pelabelan total tak teratur sisi juga diperkenalkan oleh Bača, dkk, berikut ini 

definisi pelabelan total tak teratur sisi: 

Definisi 2.3 (Bača, dkk., 2007) Pelabelan-  total dikatakan pelabelan-  total tak 

teratur sisi dari graf  , jika untuk sebarang dua sisi        dan        yang 

berada di graf   berlaku              dengan                        
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dan                          Nilai total ketakteraturan sisi (total edge 

irregularity strength) dari graf  , yang dinotasikan dengan         adalah label 

terbesar minimum yang digunakan untuk melabeli graf   dengan pelabelan total 

tak teratur sisi. 

Penelitian mengenai nilai   s(G) dilakukan oleh Bača, dkk., dengan 

diberikan batas atas dan batas bawah seperti dituliskan pada teorema berikut ini: 

Teorema 2.3 (Bača, dkk., 2007) Misalkan         adalah suatu graf dengan 

himpunan titik   dan himpunan sisi tak kosong  , maka: 

⌈
| |   

 
⌉         | | 

Pada penelitian yang sama, Bača, dkk., memberikan nilai   s(G)  jika   adalah 

graf lintasan atau graf lingkaran. Hasil penelitian tersebut diberikan pada 

teoremateorema berikut ini. 

Teorema 2.4 (Bača, dkk., 2007) Misalkan 𝑃  adalah graf lintasan dengan 

banyaknya sisi 𝑛, dimana 𝑛    maka 

    𝑃   ⌈
𝑛   

 
⌉ 

2.3.3 Pelabelan Total Tak Teratur Total 

Pelabelan total tak teratur total merupakan kombinasi pelabelan total tak 

teratur titik dan pelabelan total tak teratur sisi. Berikut ini definisi pelabelan total 

tak teratur total: 

Definisi 2.4 (Marzuki, dkk., 2013) Pelabelan-  total dikatakan pelabelan-  total 

tak teratur total dari graf  , jika untuk setiap titik   dan y yang berbeda maka 

             dan untuk setiap sisi      dan      yang berbeda maka 

                   Nilai keteraturan total (totally irregularity strength) dari 

graf G, yang dinotasikan       adalah label terbesar minimum yang digunakan 

untuk melabeli graf G dengan pelabelan total tak teratur total. 

Penelitian mengenai nilai       dilakukakan oleh C.C. Marzuki, dkk., dengan 

diberikan batas atas dan batas bawah seperti dituliskan pada teorema berikut ini. 

Teorema 2.5 (Marzuki, dkk., 2013) Untuk setiap graf G, maka 
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Teorema 2.6 (Marzuki, dkk., 2013)  Misalkan 𝑛 suatu bilangan bulat positif dan 

   adalah lingkaran dengan sisi 𝑛. Maka 

       ⌈
𝑛   

 
⌉ 

Teorema 2.7 (Marzuki, dkk., 2013)  Misalkan 𝑛 suatu bilangan bulat positif dan 

𝑃  adalah lingkaran dengan sisi 𝑛. Maka 

   𝑃   {
⌈
𝑛   

 
⌉         𝑛         𝑛   

⌈
𝑛   

 
⌉                                

 

Penelitian mengenai penentuan nilai total ketakteraturan total dari dua copy graf 

bintang diberikan oleh Rismawati Ramdani tahun 2014. Penelitian tersebut, 

diberikan nilai total ketakteraturan total dari dua copy graf bintang. Hasil 

penelitian tersebut diberikan teorema berikut ini. 

 

Teorema 2.8 (Ramdani, R. 2014) Misalkan 𝑛     maka         𝑛    

Bukti : Graf     memiliki titik    berderajat 1 dan 2 titik berderajat 𝑛. Maka 

bobot terkecil da    ri sedikitnya 2 dan bobot terbesar dari suatu titik berderajat 1 

sedikitnya  𝑛   , sehingga label terbesar dari titik berderajat 1 adalah sedikitnya 

⌈
    

 
⌉  𝑛     Bobot terkecil dari suatu titik berderajat 𝑛 sedikitnya  𝑛    dan 

bobot terbesar 𝑛 dari suatu titik berderajat 𝑛 adalah  𝑛    , sehingga label 

terbesar dari suatu titik berderajat adalah sedikitnya Dengan demikian 

              𝑛       𝑛    

 

Selain itu, banyaknya sisi dari      adalah sehingga berdasarkan Teorema 2.3  

         ⌈
 𝑛   

 
⌉ 

Dengan demikian berdasarkan Teorema 2.7         𝑛    

 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa         𝑛    

 

- Kasus I: Untuk 𝑛          
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Definisikan suatu pelabelan   pada     sebagai berikut : 

      {

           

⌈
 

 
⌉           𝑛 

 

 

        ⌈
 

 
⌉            𝑛  

      {

           

⌈
𝑛   

 
⌉           

            

 

        

{
 
 

 
 

           

⌈
𝑛   

 
⌉           

           
           

 

Berdasarkan pelabelan  f  di atas, diperoleh bobot pada setiap titik dan setiap sisi 

sebagai berikut : 

1. Untuk 𝑛    

Bobot pada setiap titik pada     adalah  

         

         

         

         

         

         

Bobot pada setiap sisi pada     adalah 

           

           

           

           

Dapat dilihat bahwa bobot semua titik dan bobot sisi pada     berbeda 

2. Untuk 𝑛    

Bobot pada setiap titik pada     adalah  
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Bobot pada setiap sisi pada     adalah 

           

           

           

           

           

           

Dapat dilihat bahwa bobot semua titik dan bobot sisi pada     berbeda 

3. Untuk 𝑛    

Bobot pada setiap titik pada     adalah  
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Bobot pada setiap sisi pada     adalah 

           

           

           

           

           

           

           

            

Dapat dilihat bahwa bobot semua titik dan bobot sisi pada     berbeda 

 

- Kasus 2 : Untuk 𝑛    

Definisikan suatu pelabelan   pada     untuk 𝑛    sebagai berikut : 

      {
           

 

 
           𝑛 

 

        ⌊
 

 
⌋            𝑛  

      {
           

⌊
 

 
⌋  ⌈

𝑛

 
⌉            𝑛 

 

        ⌊
 

 
⌋  ⌈

𝑛   

 
⌉            𝑛  

Berdasarkan pelabelan   di atas, diperoleh bobot pada setiap titik dan bobot pada 

setiap sisi di     sebagai berikut: 

1. Bobot pada setiap titik pada     untuk 𝑛    adalah  

       

{
 

 
𝑛   𝑛   

 
       𝑛       

𝑛   𝑛   

 
       𝑛      

 

                     𝑛  
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{
 

 
 𝑛   𝑛   

 
       𝑛       

 𝑛   𝑛   

 
       𝑛      

 

                     𝑛  

2. Bobot pada setiap sisi pada     untuk 𝑛    adalah  

                       𝑛  

         𝑛                𝑛  

Jelas bahwa tidak ada dua titik yang memiliki bobot yang sama dan 

tidak ada dua sisi yang memiliki bobot yang sama.   Dengan 

demikian, adalah suatu pelabelan  𝑛   ) total tak teratur total pada 

   , sehingga 

        𝑛    

Sebagai ilustrasi, pada gambar di bawah ini diberikan suatu pelabelan-3 total tak 

teratur total untuk graf     berdasarkan pelabelan yang diberikan pada Kasus 1 

untuk 𝑛   . 

3

1

1
1

1

1

2

2

3
3  

Gambar 2.9 Suatu Pelabelan-3 Total Tak Teratur Total untuk Graf     

Bobot semua sisi pada graf     berdasarkan pelabelan pada Gambar 2.9 diberikan 

pada Gambar 2.10 

6

4

3

7

 

Gambar 2.10 Bobot Semua Sisi Pada Graf     Berdasarkan Pelabelan pada 

 Gambar 2.9 
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Bobot semua titik pada graf     berdasarkan pelabelan pada Gambar 2.10 

diberikan pada Gambar 2.12 

6

4

2

3

5

7

. 

Gambar 2.11 Bobot Semua Titik Pada Graf     Berdasarkan Pelabelan  

    pada Gambar 2.9 

 

Pada gambar dibawah ini, diberikan ilustrasi pelabelan pada kasus 2, yaitu untuk 

𝑛    

1

1

1

1

12

2

2 2
3
3

3

3

4

4

4
45

5 5

5
6

6

6

6

7

 

Gambar 2.12 Suatu Pelabelan-6 Total Tak Teratur Total untuk Graf      

Bobot untuk semua sisi pada graf      berdasarkan pada Gambar 2.13. sedangkan 

bobot untuk semua titik pada graf     berdasarkan pada Gambar 2.14. 

11
10

12

93

4

14

5
6

8

7 13

 

Gambar 2.13 Bobot Semua Sisi Pada Graf     Berdasarkan Pelabelan pada 

 Gambar 2.12 
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2

3

4
34

5

6

7

8

9

10

11
16

12

13  

Gambar 2.14 Bobot Semua Titik Pada Graf     Berdasarkan Pelabelan  

    pada Gambar 2.12 

 

2.4. Induksi Matematika 

Induksi matematika adalah metode pembuktian untuk pernyataan 

perihal bilangan bulat. Induksi matematika merupakan teknik pembuktian 

yang baku didalam matematika. Melalui induksi matematika kita dapat 

mengurangi langkah-langkah pembuktian bahwa semua bilangan bulat 

termasuk kedalam suatu himpunan kebenaran dengan hanya sejumlah 

langkah terbatas, didalam induksi matematika berisi prinsip-prinsip induksi 

matematika, induksi sederhana, perampatan, dan induksi secara umum. 

(Munir, R. 2005) 

1. Prinsip Induksi 

Misalkan 𝑝 𝑛  adalah proposisi perihal bilangan bulat positif dan 

kita ingin membuktikan bahwa 𝑝 𝑛  benar untuk semua bilangan bulat 

positif 𝑛. Untuk membuktikan proporsi ini kita hanya perlu 

menunjukkan bahwa : 

a. 𝑝    benar, dan 

b. jika 𝑝 𝑛  benar, maka 𝑝 𝑛     juga benar untuk setiap 𝑛   . 

sehingga 𝑝 𝑛  benar untuk semua bilangan bulat positif 𝑛. 

Langkah 1 dinamakan basis induksi, sedangkan langkah 2 

dinamakan langkah induks.  Langkah induksi berisi asumsi 

(andaian) yang menyatakan 𝑝 𝑛  benar. Asumsi tersebut dinamakan 

hipotesis induksi. Bila kita sudah menunjukkan kedua langkah 
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tersebut benar maka kita sudah membuktikan bawa 𝑝 𝑛  benar 

untuk semua bilangan positif 𝑛. 

Basis induksi digunakan untuk memperlihatkan bahwa pernyataan 

tersebut benar bila 𝑛 diganti dengan 1, yang merupakan bilangan bulat 

positif terkecil. Kemudian kita harus memperlihatkan bahwa implikasi 

𝑝 𝑛  𝑝 𝑛     benar untuk setiap bilangan bulat positif. Untuk 

membuktikan implikasi tersebut benar untuk setiap bilangan bulat 

positif 𝑛, kita perlu menunjukkan bahwa 𝑝 𝑛     tidak mungkin salah 

bila 𝑝 𝑛  benar. 

2. Induksi yang Dirampatkan 

Kadang-kadang kita ingin membuktikan bahwa pernyataan 𝑝 𝑛  

benar untuk semua bilangan  𝑛  jadi tidak hanya bilangan bulat yang 

dimulai dari 1 saja. 

Misalkan 𝑝 𝑛  adalah pernyataan perihal bilangan bulat dan kita ingin 

membuktikan bahwa 𝑝 𝑛  benar untuk semua bilangan bulat 𝑛  𝑛 . 

Untuk membuktikan ini, kita hanya perlu menunjukkan bahwa: 

a. 𝑝 𝑛   benar, dan 

b. jika 𝑝 𝑛  benar maka 𝑝 𝑛     juga benar untuk setiap 𝑛  𝑛 . 

sehingga 𝑝 𝑛  benar untuk semua bilangan bulat 𝑛  𝑛 . 

3. Induksi Kuat 

Misalkan 𝑝 𝑛  adalah pernyataan perihal bilangan bulat dan kita 

ingin membuktikan bahwa 𝑝 𝑛  benar untuk semua bilangan bulat 

𝑛  𝑛 . Untuk membuktikan ini, kita hanya perlu menunjukkan bahwa: 

a. 𝑝 𝑛   benar, dan  

b. jika 𝑝 𝑛  ,  𝑝 𝑛       𝑝 𝑛  benar, maka 𝑝 𝑛     juga benar 

untuk setiap 𝑛  𝑛 . Sehingg 𝑝 𝑛  benar untuk semua bilangan 

bulat 𝑛  𝑛 . 

4. Induksi Secara Umum 

Bentuk umum metode induksi dapat diterapkan tidak hanya untuk 

pembuktian proposisi yang menyangkut himpunan bilangan bulat 

positif, tetapi juga pembuktian yang menyangkut himpunan obyek yang 
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lebih umum. Syaratnya, obyek tersebut harus mempunyai keturunan 

dan mempunyai elemen terkecil. 

Bentuk induksi secara umum dapat dituliskan sebagai berikut: 

Misalkan   terurut dengan baik oleh “<”, dan 𝑝    adalah pernyataan 

perihal elemen   dari  . Kita ingin membuktikan bahwa 𝑝    benar 

untuk semua    , untuk membuktikan ini perlu ditunjukkan bahwa: 

a. 𝑝     benar, yang dalam hal ini    adalah elemen terkecil di  , dan 

b. jika 𝑝    benar untuk     maka 𝑝    juga benar untuk setiap 

     didalam    

Sehingg 𝑝    benar untuk semua bilangan bulat    . (Munir, R. 

2005) 

Contoh : 

Untuk semua bilangan bulat tidak-negatif 𝑛  buktikan dengan induksi 

matematika bahwa: 

                      

Penyelesaian: 

Misalkan 𝑝 𝑛  adalah proposisi bahwa untuk semua bilangan bulat tidak-

negatif 𝑛                        

1. Basis Induksi: 𝑝    benar karena untuk 𝑛    (bilangan bulat tidak 

negatif pertama), kita peroleh: 

1212 100    

 

1

12

121







 

2. Langkah Induksi : Misalkan bahwa 𝑝 𝑛  benar,yaitu proporsi 

                      

diasumsikan benar (hipotesis induksi). Kita harus menunjukkan bahwa 

𝑝 𝑛     juga benar, yaitu 

                               

Hal ini ditunjukkan sebagai berikut: 

12101210 22...22222...222   nnnn
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Karena langkah 1 dan 2 keduanya telah diperlihatkan benar, maka untuk 

semua bilangan bulat tidak-negatif 𝑛  terbukti bahwa            
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BAB III 

METODOLOGI PENELITIAN  

Jenis penelitian yang penulis gunakan adalah studi pustaka (literature) 

dengan mempelajari buku-buku, menggunakan referensi dari sumber-sumber yang 

berhubungan dengan pembahasan ini, jurnal serta artikel yang berhubungan 

dengan penelitian ini. Oleh karena itu, dilakukan beberapa tahapan untuk 

menentukan nilai total ketakteraturan total dari empat copy graf bintang sebagai 

berikut : 

1. Misalkan     adalah empat copy graf bintang dengan   bilangan bulat positif 

dan    . 

2. Menentukan batas bawah          yang akan dibuktikan menggunakan 

induksi matematika. 

3. Menentukan batas bawah           menggunakan Teorema 2.1. 

4.  Setelah mendapatkan langkah 1 dan 2, kemudian tentukan batas bawah dari 

         dengan menggunakan Teorema 2.5 dan akan dibuktikan dengan 

menggunakan induksi matematika. 

5. Menentukan pelabelan total tak teratur total pada empat copy graf bintang 

    untuk               dengan label terbesarnya adalah batas bawah 

yang diperoleh dari langkah 3. 

6. Menentukan rumus untuk label titik dari     dengan mengacu pada pola 

pelabelan yang terdapat pada langkah 4. 

7. Menentukan rumus untuk label sisi dari     dengan mengacu pada pola 

pelabelan yang terdapat pada langkah 4 

8. Berdasarkan langkah yang didapat pada langkah 5 dan 6, dapat ditentukan 

rumus untuk bobot titik dari     

9. Kemudian berdasarkan langkah yang didapat pada langkah 5 dan 6, dapat 

ditentukan rumus untuk bobot sisi dari     

10. Membuktikan pelabelan yang diperoleh merupakan pelabelan total tak teratur 

total pada empat copy graf bintang     untuk n ≥ 3, dengan membuktikan 
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bahwa tidak ada titik yang memiliki bobot yang sama dan tidak ada sisi yang 

memiliki bobot yang sama. 

11. Mengaplikasikan rumus          yang telah diperoleh untuk       

 



 

 

 

BAB V 

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan uraian dari Bab IV tentang nilai ketakteraturan total dari 

empat copy graf bintang dapat disimpulkan bahwa   (   )       untuk 

   . Hal ini dibuktikan dengan   (   )       dan   (   )      . 

Untuk   (   )       dibuktikan dengan cara menunjukkan adanya pelabelan 

  (   )       total tak teratur total pada graf    . Adapun rumus pelabelan 

sisi dan pelabelan titik pada graf     sebagai berikut: 

1. Rumus pelabelan titik pada graf     untuk        
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2. Rumus pelabelan sisi pada graf     untuk        

 (    )  ⌊
 

 
⌋                       (     )                 

  (     )                   (     )                 

  (     )  

3. Rumus pelabelan titik pada graf     untuk     
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4. Rumus pelabelan sisi pada graf     untuk     

 (    )  ⌊
 

 
⌋                       (     )                 

  (     )                   (     )                 

  (     ) 

 

5.2 Saran 

Berdasarkan Tugas Akhir ini penulis membahas tentang nilai 

ketakteraturan total dari empat copy graf bintang (   ), untuk             . 

Bagi pembaca yang berminat untuk meneruskan tugas akhir ini, penulis sarankan 

untuk melanjutkan pembahasan tentang nilai ketakteraturan total untuk jenis-jenis 

graf lainnya. 
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