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ABSTRAK 

Penelitian ini membahas tentang trace matriks Toeplitz-Hessenberg berpangkat bilangan bulat 

positif tiga. Terdapat dua langkah dalam menentukan bentuk umum trace matriks tersebut. 

Pertama, menentukan entri-entri diagonal utama pada matriks Toeplitz-Hessenberg berpangkat 

bilangan bulat positif tiga yang dinotasikan sebagai   
  dengan cara mengalikan   

    , dimana 

  
       . Selanjutnya, dengan menggunakan Definisi trace diperoleh hasil berupa bentuk 

umum trace matriks Toeplitz-Hessenberg berpangkat bilangan bulat positif tiga yang dinotasikan 

sebagai   (  
 ). 

Kata kunci: trace matriks, matriks Toeplitz-Hessenberg, pembuktian langsung. 
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ABSTRACT 

 
The study was discussing about  trace Toeplitz-Hessenberg matrix power positive integer of three. 

There are two steps to determine the general form trace of the matrix. First, determining major 

diagonal entries of Toeplitz-Hessenberg matrix power positive integer of three denoted as   
  by 

calculating   
    , where   

       . Next, by using a trace definition it was obtained the 

result of general trace the Toeplitz-Hessenberg matrix power positive integer of three denoted as 

  (  
 ).  

Keywords: trace matrix, Toeplitz-Hessenberg matrix, direct proof 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Aljabar merupakan salah satu kajian yang dibahas dalam bidang matematika. 

Aljabar terdiri dari berbagai macam topik pembahasan, salah satunya adalah 

pembahasan mengenai matriks. Menurut Anton dan Rorres (2004), matriks adalah 

jajaran empat persegi panjang dari bilangan-bilangan. Bilangan-bilangan dalam 

jajaran tersebut disebut entri dari matriks. Berdasarkan entri-entri penyusunnya, 

terdapat berbagai macam jenis, diantaranya matriks diagonal, matriks identitas, 

matriks segitiga, matriks Toeplitz, matriks Hessenberg, matrik Toeplitz-Hessenberg, 

dan sebagainya. Menurut Merca (2013), matriks Toeplitz-Hessenberg adalah sebuah 

matriks nn  dengan bentuk umum sebagai berikut: 
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 (1.1) 

dengan 0,0 khh  untuk setiap 0k . 

Banyak hal yang dapat dihitung dari suatu matriks, seperti perkalian matriks, 

determinan matriks, invers matriks, trace matriks dan sebagainya. Menurut Anton 

dan Rorres (2004), trace matriks merupakan penjumlahan entri-entri pada diagonal 

utama dari matriks bujursangkar, namun trace dari suatu matriks tidak dapat 

didefinisikan apabila matriks tersebut bukan matriks bujursangkar. Perhitungan trace 

matriks terlihat sederhana pada matriks berpangkat satu, namun jika matriks tersebut 

berpangkat lebih besar dari satu maka perhitungan trace matriks akan lebih rumit, 

ditambah lagi jika matriks tersebut memiliki ordo yang besar. Untuk dapat
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menentukan trace dari matriks berpangkat, perlu dilakukan perpangkatan matriks 

terlebih dahulu yang melibatkan proses perkalian matriks. Sehingga untuk 

mempermudah mendapatkan trace dari suatu matriks berpangkat besar tanpa harus 

menghitung perpangkatan matriks, banyak peneliti yang meneliti tentang rumus 

umum untuk menentukan trace dari matriks berpangkat, diantaranya Pahade dan Jha 

pada tahun 2015 yang membahas mengenai trace suatu matriks real yang berpangkat 

bilangan bulat positif berukuran 22 , hasilnya berupa persamaan bentuk umum 

trace dari matriks tersebut sebagai berikut yaitu untuk n  genap 
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Selanjutnya pada penelitiannya yang lain, Pahade dan Jha pada tahun 2017 

membahas mengenai trace dari suatu matriks ketetanggaan yang berpangkat bilangan 

bulat positif. Hasil yang diperoleh dari penelitian tersebut merupakan bentuk umum 

trace dari matriks ketetanggaan sebagai berikut yaitu untuk k  genap 





2/

1

2)2()1(),()(
n

r

rkrk nnnrksAtr

 

dan untuk k  ganjil 







2/1

1

2)2()1(),()(
n

r

rkrk nnnrksAtr  

dengan ),( rkS  yang didefinisikan sebagai berikut : 

,
2

1
)2/1,(,1)2/,(,1),(




k
kkSkkSrkS   

).1,2(),1(),(  rkSrkSrkS  



 

I-3 

 

Pada tahun 2018, Aryani dan Yulianis juga telah meneliti tentang trace matriks 

berbentuk khusus 22  berpangkat bilangan bulat negatif, dengan matriks bentuk 

khusus  

Rba
b

a
A 








 ,,

0

0
.  

dari penelitian tersebut diperoleh bentuk umum trace dari matriks bentuk khusus 

tersebut yaitu :  
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Selanjutnya pada tahun 2019, Aryani dan Husna juga telah meneliti tentang 

trace matriks Toeplitz tridiagonal 33  berpangkat bilangan bulat positif dengan 

bentuk matriks 
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hasil yang diperoleh dari penelitian tersebut yaitu : 
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Dari uraian latar belakang diatas dan penelitian-penelitian sebelumnya, maka 

penulis tertarik untuk meneliti tentang trace matriks Toeplitz-Hessenberg berpangkat 

bilangan bulat positif tiga, sehingga pada tugas akhir ini penulis memberi judul: 

“Trace Matriks Toeplitz-Hessenberg Berpangkat Bilangan Bulat Positif Tiga”. 
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1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan uraian latar belakang diatas, maka rumusan masalah pada 

penelitian tugas akhir ini yaitu: “Bagaimana bentuk umum trace matriks Toeplitz-

Hessenberg berpangkat bilangan bulat positif tiga?”. 

1.3 Batasan Masalah 

Batasan masalah yang diberikan pada penelitian tugas akhir ini yaitu matriks 

yang digunakan adalah matriks Toeplitz-Hessenberg pada Persamaan (1.1) ordo nn  

dengan 2n . 

1.4 Tujuan Penelitian 

Tujuan penelitian tugas akhir ini adalah untuk mendapatkan bentuk umum trace 

matriks Toeplitz-Hessenberg berpangkat bilangan bulat positif tiga. 

1.5 Manfaat penelitian 

Adapun manfaat dari penelitian tugas akhir ini adalah sebagai berikut: 

1. Menambah ilmu pengetahuan dalam bidang matematika, khususnya dalam 

menentukan trace dari matriks Toeplitz-Hessenberg berpangkat bilangan bulat 

positif tiga. 

2.  Memberikan kontribusi penelitian dibidang matematika terutama dibidang 

aljabar mengenai trace matriks Toeplitz-Hessenberg berpangkat bilangan bulat 

positif tiga. 

3. Sebagai sarana informasi bagi pembaca dan sebagai bahan referensi bagi pihak 

yang membutuhkan. 

1.6 Sistematika Penuliasan 

Sistematika penulisan yang digunakan dalam penelitian tugas akhir ini 

mencakup lima bab, yaitu: 
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BAB I  PENDAHULUAN 

Bab ini menguraikan latar belakang, rumusan masalah, batasan 

masalah, tujuan dari penelitian, manfaat penelitian dan sistematika 

penulisan. 

BAB II LANDASAN TEORI 

Bab ini berisi tentang hal-hal yang dijadikan sebagai dasar teori untuk 

pengembangan tulisan tugas akhir ini.  

BAB III METODOLOGI PENELITIAN 

Bab ini berisi langkah-langkah yang digunakan untuk mendapatkan 

rumus umum trace matriks Toeplitz-Hessenberg berpangkat bilangan 

bulat positif tiga. 

BAB IV PEMBAHASAN 

Bab ini menjelaskan pengaplikasian teori-teori pada landasan teori 

dengan mengikuti metodologi penelitian sehingga diperoleh bentuk 

rumus umum trace matriks Toeplitz-Hessenberg berpangkat bilangan 

bulat positif tiga. 

BAB V PENUTUP 

Bab ini berisikan kesimpulan dari seluruh uraian dan saran-saran untuk 

pembaca. 



 
 

 
 

BAB II 

LANDASAN TEORI 

Dalam landasan teori ini diberikan teori-teori pendukung yang digunakan dalam 

menyelesaikan tugas akhir ini yaitu tentang matriks dan jenis-jenis matriks, perkalian 

matriks, perpangkatan matriks, trace matriks, dan trace matriks berpangkat. 

2.1 Matriks dan Jenis-Jenis Matriks 

Pada subbab ini diuraikan pengertian matriks dan jenis-jenis matriks. Adapun 

pengertian dari suatu matriks dijelaskan dalam definisi berikut. 

Definisi 2.1 (Anton dan Rorres, 2004) Suatu matriks adalah jajaran empat persegi 

panjang dari bilangan-bilangan. Bilangan-bilangan dalam jajaran tersebut disebut 

entri dari matriks. 

Matriks dengan m  baris dan n  kolom disebut matriks nm . Matriks dengan 

jumlah baris dan kolom yang sama disebut matriks bujursangkar. Misalkan m  dan n  

adalah bilangan bulat positif, matriks nm  dapat dinyatakan sebagai berikut: 
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dengan: 

ija  : Entri matriks baris ke-i kolom ke-j 

i  : m,,3,2,1  , indeks baris 

j  : n,,3,2,1  , indeks kolom 

Berdasarkan entri penyusunnya terdapat beberapa jenis matriks diantaranya:  

1. Matriks Segitiga 

Matriks segitiga adalah matriks bujursangkar yang entri di atas atau di bawah 

diagonal utamanya bernilai nol, matriks segitiga terbagi menjadi dua jenis yaitu 

matriks segitiga atas (upper triangular) dan matriks segitiga bawah (lower
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triangular). Matriks segitiga atas adalah matriks bujur sangkar yang semua entri di 

bawah diagonal utama bernilai nol. 
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Contoh 2.1 Diberikan matriks segitiga atas ordo 33  sebagai berikut: 















 



600

520

311

A  

dan matriks segitiga bawah adalah matriks bujur sangkar yang semua entri di atas 

diagonal utama bernilai nol. 
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Contoh 2.2 Diberikan matriks segitiga bawah ordo 33  sebagai berikut: 
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2. Matriks Toeplitz 

Definisi 2.2 (Gray, 2006) Sebuah matriks Toeplitz adalah matriks berukuran nn  

dinotasikan sebagai ],1,,1,0,;[  njktT kjn   dengan ,jkkj tt   sebuah matriks 

dengan bentuk umum 
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Contoh 2.3 Diberikan matriks Toeplitz ordo 44  sebagai berikut: 
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3. Matriks Hessenberg 

Matriks Hessenberg (Hessenberg bawah) merupakan matriks yang memiliki 

entri bernilai nol diatas diagonal kedua (diatas diagonal utama). Berikut diberikan 

definisi berkaitan dengan matriks Hessenberg. 

Definisi 2.3 (Kaygisiz dan Sahin, 2013) Sebuah matriks berukuran nn , ][ ijn hH   

disebut matriks Hessenberg bawah jika 0ijh  untuk 1 ij , yaitu: 
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Contoh 2.4 Diberikan matriks Hessenberg bawah ordo 44  sebagai berikut : 
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4. Matriks Toeplitz-Hessenberg 

Matriks Toeplitz-Hessenberg merupakan gabungan dari matriks Toeplitz dan 

matriks Hessenberg. Berikut diberikan definisi yang menjelaskan tentang matriks 

Toeplitz-Hessenberg. 
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Definisi 2.4 (Merca, 2013) Matriks Toeplitz-Hessenberg adalah sebuah matriks 

nn  dengan bentuk umum sebagai berikut : 
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nnn

nnn

nnn

n















 

dengan 0,0 khh  untuk setiap 0k . 

Contoh 2.5 Diberikan matriks Toeplitz-Hessenberg ordo 44  sebagai berikut : 
























2572

2863

0155

0021

4H  

2.2 Perkalian Matriks 

Pembahasan mengenai perkalian matriks akan dijelaskan pada definisi berikut. 

Definisi 2.5 (Anton dan Rorres, 2004) Jika A  adalah matriks rm  dan B  adalah 

matriks nr  , maka hasil kali (product) AB  adalah matriks nm  yang entri-

entrinya ditentukan sebagai berikut. Untuk mencari entri pada baris i  dan kolom j  

dari AB , pisahkanlah baris i  dari matriks A  dan kolom j  dari matriks B . Kalikan 

entri-entri yang bersesuaian dari baris dan kolom tersebut dan kemudian jumlahkan 

hasil kali yang diperoleh. 

Contoh 2.6 : 

Diberikan matriks A  dan B  sebagai berikut 











514

231
A , 



















23

35

01

B  
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Tentukanlah matriks AB ! 

Penyelesaian : 





































1314

1310

23

35

01

514

231
AB  

2.3 Perpangkatan Matriks 

Definisi 2.6 (Anton dan Rorres, 2004) Jika A  adalah matriks bujursangkar, maka 

definisi dari pangkat bilangan bulat taknegatif dari A  adalah 

IA 0 , )0(,  nAAAA
fakttorn

n

 . 

Selanjutnya, jika A  dapat dibalik, maka definisi dari pangkat bilangan bulat negatif 

dari A  adalah 

)0(,)( 1111   nAAAAA
faktorn

nn

   

Contoh 2.7 : 

Diberikan matriks 



















469

146

514

A , tentukanlah matriks 3A ! 

Penyelesaian : 















































































































8657381377

465397738

537465865

469

146

514

6757108

382857

413867

469

146

514

469

146

514

469

146

514

3 AAAA
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2.4 Trace Matriks 

Definisi 2.7 (Anton dan Rorres, 2004) Jika A  adalah sebuah matriks bujursangkar, 

maka trace dari A  (trace of A ), yang dinyatakan sebagai )(Atr , didefinisikan 

sebagai jumlah entri-entri pada diagonal utama A . Trace dari A  tidak dapat 

didefinisikan jika A  bukan matriks bujursangkar. 

Contoh 2.8 :  

Diberikan matriks 



















024

230

1131

A , hitunglah nilai trace dari matriks A ! 

Penyelesaian : 

dari matriks A  dapat diketahui 111 a , 322 a , dan 033 a . 

2

0)3(1

)( 332211





 aaaAtr

 

2.5 Trace Matriks Berpangkat 

Pembahasan mengenai trace  dari suatu matriks berpangkat telah dibahas oleh 

Pahade dan Jha dalam penelitian nya pada tahun 2015 yang membahas tentang trace 

dari matriks 22  berpangkat bilangan bulat positif dengan langkah-langkah sebagai 

berikut: 

1. Diberikan matriks Rdcba
dc

ba
A 








 ,,,, . 

dapat diperoleh nilai trace dan determinan dari matriks A  sebagai berikut:  

daAtr )(  (2.1) 

dan 

bcadA )det(  (2.2) 
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2. Menentukan )( 2Atr  sampai )( 8Atr . 

Berdasarkan Definisi 2.6, diperoleh matriks 2A  yaitu: 



































2

2

2

)(

)(

dbcdac

dabbca

dc

ba

dc

ba

AAA

 

dengan menggunakan Persamaaan (2.1) dan Persamaan (2.2) dapat ditentukan )( 2Atr  

yaitu: 

)det(2))((

2)(

2

222

AAtr

dbcaAtr




 (2.3) 

selanjutnya berdasarkan Definisi 2.6, diperoleh matriks 3A  yaitu: 







































322

223

2

2

23

)()(

)()(

)(

)(

dbcddabccdbcdaac

dabdcbbadabcabca

dc

ba

dbcdac

dabbca

AAA

 

dengan menggunakan Persamaaan (2.1) dan Persamaan (2.2) dapat ditentukan )( 3Atr  

yaitu: 

))())((det(3))((

)(3)(

3

333

AtrAAtr

dabcdaAtr




 (2.4) 

dengan mengganti A  dengan 2A  pada Persamaan (2.3), maka dapat ditentukan 

)( 4Atr  yaitu: 

224

2224

))(det(2))()(det(4))((

)det(2)]([)(

AAtrAAtr

AAtrAtr




 (2.5) 
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selanjutnya berdasarkan Definisi 2.6, diperoleh matriks 5A  yaitu: 





























2

2

322

223

235

)(

)(

)()(

)()(

dbcdac

dabbca

dbcddabccdbcdaac

dabdcbbadabcabca

AAA

 

dengan menggunakan Persamaaan (2.1) dan Persamaan (2.2) dapat ditentukan )( 5Atr  

yaitu: 

))(())(det(5))())((det(5))((

)()[(

])()[()](

)[()]()[()(

235

32

22

22325

AtrAAtrAAtr

dbcddabcdbc

cdbcdaacdabdabd

cbbadacdabcabcabcaAtr









 (2.6) 

dengan mengganti A  dengan 2A  pada Persamaan (2.4), maka dapat ditentukan 

)( 6Atr  yaitu: 

32246

22326

))(det(2))(())(det(9))()(det(6))((

))())((det(3)]([)(

AAtrAAtrAAtr

AtrAAtrAtr




 (2.7) 

dengan mengganti A  dengan 2A  pada Persamaan (2.5), maka dapat ditentukan 

)( 8Atr  yaitu: 

423

4268

22222428

))(det(2))(())(det(16

))(())(det(20))())((det(8))((

]))[(det(2)]()[det(4)]([)(

AAtrA

AtrAAtrAAtr

AAtrAAtrAtr







 (2.8) 

dengan melihat kembali Persamaan (2.3), Persamaan (2.5), Persamaan (2.7), dan 

Persamaan (2.8) maka dapat dibentuk menjadi: 

1221
1

0220
0

2 ))(())(det(2
!1

)1(
))(())(det(

!0

)1(
)(  




 AtrAAtrAAtr  

2242
2

1241
1

0240
0

4

))(())(det(2
!2

)1(

))(())(det(4
!1

)1(
))(())(det(

!0

)1(
)(














AtrA

AtrAAtrAAtr
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3263
3

2262
2

1261
1

0260
0

6

))(()))(det(56)(46(6
!3

)1(

))(()))(det(36(6
!2

)1(

))(())(det(6
!1

)1(
))(())(det(

!0

)1(
)(























AtrA

AtrA

AtrAAtrAAtr

 

4284
4

3283
3

2282
2

1281
1

0280
0

8

))(()))(det(78)(68)(58(8
!4

)1(

))(()))(det(58)(48(8
!3

)1(

))(()))(det(38(8
!2

)1(

))(())(det(8
!1

)1(
))(())(det(

!0

)1(
)(






























AtrA

AtrA

AtrA

AtrAAtrAAtr

 

sehingga dapat dibentuk kedalam rumus umum )( nAtr  untuk n  genap yaitu: 

2
2

2

2

121
1

020
0

))(())(det(1
22

2
2

1
2

!
2

)1(

))(())(det(
!1

)1(
))(())(det(

!0

)1(
)(

n
n

n

n

nnn

AtrA
nn

n

n
n

n
nn

n

AtrAnAtrAAtr






















































































  (2.9) 

dengan menyederhanakan Persamaan (2.9) maka diperoleh: 








2/

0

2))(())))](det(1(([)]2()][1([
!

)1(n

r

rnr
r

n AtrArrnrnrnn
r

trA   (2.10) 

 Selanjutnya untuk n  bilangan ganjil dengan melihat kembali Persamaan (2.4) 

dan Persamaan (2.6) maka dapat dibentuk menjadi: 

1231
1

0230
0

3 ))(())(det(
!1

)1(
))(())(det(

!0

)1(
)(  




 AtrAAtrAAtr  
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2252
2

1251
1

0250
0

5

))(()))(det(35(5
!2

)1(

))(())(det(5
!1

)1(
))(())(det(

!0

)1(
)(
















AtrA

AtrAAtrAAtr

 

sehingga dapat dibentuk kedalam rumus umum )( nAtr  untuk n  ganjil yaitu: 

2

1
2

2

1

2

1
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1
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0

))(())(det(1
2

1

2

1

2
2

1
1

2

1
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)1(

))(())(det(
!1

)1(
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  (2.11) 

dengan menyederhanakan Persamaan (2.11) maka diperoleh: 










2/)1(

0

2))(())))](det(1(([)]2()][1([
!

)1(n

r

rnr
r

n AtrArrnrnrnn
r

trA   (2.12) 

Berikut diberikan contoh berkaitan dengan Persamaan (2.10) dan Persamaan (2.12) 

Contoh 2.9 : 

Diberikan matriks 









31

12
A , tentukan nilai )( 5Atr dan )( 6Atr ! 

Penyelesaian : 

532)( Atr ,                    516)det( A  

Maka berdasarkan Persamaan (2.12) nilai )( 5Atr : 

625

)5()5(5)5)(5(5)5(

))(())(det(5))())((det(5))(()(

235

2355





 AtrAAtrAAtrAtr

 

maka berdasarkan Persamaan (2.10) nilai )( 6Atr : 

2250

)5(2)5()5(9)5)(5(6)5(

))(det(2))(())(det(9))()(det(6))(()(

32246

322466





 AAtrAAtrAAtrAtr

 



 
 

BAB III 

METODOLOGI PENELITIAN 

Metode penelitian yang digunakan pada penulisan tugas akhir ini adalah 

studi literatur dengan langkah-langkah yang digunakan sebagai berikut: 

1. Diberikan matriks Toeplitz-Hessenberg pada Persamaan (1.1). 

2. Menentukan bentuk umum diagonal utama dari matriks 3

nH  dengan cara 

mengalikan matriks nn HH 2
, dimana nnn HHH 2 . 

3. Menentukan bentuk umum )( 3

nHtr  dengan menggunakan Definisi 2.7. 

4. Mengaplikasikan bentuk umum )( 3

nHtr  pada beberapa contoh soal. 



 

 

 

BAB V 

PENUTUP 

5.1 Kesimpulan 

Berdasakan uraian dan pembahasan pada bab-bab sebelumnya tentang 

bentuk umum trace matriks Toeplitz-Hessenberg berpangkat bilangan bulat 

positif tiga diperoleh kesimpulan sebagai berikut: 

Jika diberikan nH  suatu matriks Toeplitz-Hessenberg pada Persamaan (1.1) 

dengan bentuk umum 
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dengan 0,0 khh  untuk setiap 0k , maka entri-entri diagonal utama matriks 

3

nH  yang dinotasikan dengan ijh  untuk setiap ji   adalah 

















)2(,,4,3,36

)1(2,26
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3

1
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Sehingga diperoleh bentuk umum trace matriks Toeplitz-Hessenberg berpangkat 

bilangan bulat positif tiga sebagai berikut 

2,)63()66()( 3

2

0210

3

1

3  nhhnhhhnnhHtr n  
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5.2 Saran 

Dalam pembahasan yang telah dikemukakan, penulis hanya membahas 

tentang bentuk umum trace matriks Toeplitz-Hessenberg berpangkat bilangan 

bulat positif tiga. Bagi pembaca yang tertarik dengan topik ini dapat melanjutkan 

penelitian tentang trace suatu matriks dengan matriks yang lebih bervariasi. 
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