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ABSTRAK 

 

Terdapat banyak permasalahan yang melibatkan teori kendali. Aplikasi teori kendali optimal, salah 

satunya pada persoalan inventori. Misalnya suatu perusahaan akan memproduksi suatu barang, maka 

hasil produksi atau barang tersebut akan disimpan di suatu pergudangan sebelum dijual ke 

konsumen. Oleh karena itu perlu pengendalian  barang yang terdapat di dalam suatu gudang disebut 

sistem inventori. Penelitian ini membahas tentang kendali optimal dari sistem inventori dengan 

peningkatan barang pada waktu diskrit untuk sistem deskriptor berindeks satu. Tujuan penelitian ini 

adalah untuk mendapatkan tingkat produksi optimal dan analisa kestabilan tingkat inventori dengan 

peningkatan barang pada waktu diskrit untuk sistem deskriptor berindeks satu. Berdasarkan fungsi 

dinamik model inventori diskrit dengan deskriptor dan fungsi tujuan yang diberikan dapat dibentuk 

persamaan Lagrange. Selanjutnya akan diperoleh persamaan Riccati dan persamaan tingkat produksi 

optimal. Persamaan tingkat produksi optimal tersebut digunakan untuk menganalisa kestabilan 

persamaan dinamik. Model dikatakan stabil jika tingkat inventori mengalami peningkatan. 

Berdasarkan simulasi yang telah diberikan, diperoleh bahwa tingkat inventori mengalami 

peningkatan dan tingkat produksi menurun. Hal ini dikarenakan tidak terdapat permintaan 

konsumen, sehingga perusahaan harus mengurangi produksi agar penyimpanan digudang tidak 

melebihi batas maksimumnya.  
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ABSTRACT 

 
There are many problems involving control theory. One of application of optimal control theory, is 

on inventory problems. For example, a company will produce an items, the results of the production 

or the items will be stored in a warehouse before being sold to consumers. Therefore it is necessary 

to control the items contained in a warehouse that called the inventory system. This study discuss 

the optimal control of the inventory system with an increase in items at discrete time for a single-

index descriptor system. The purpose of this study is to obtain the optimal level of production and 

stability analysis of the level of inventory by increasing items at discrete time for a single-index 

descriptor system. Based on dynamic functions of discrete inventory model with descriptors and 

objective functions that was given, Lagrange equations can be formed. Next will be obtained 

Riccati's equation and the optimal level of production equation. The optimal level of production 

equation is used to analyze the stability of dynamic equations. The model is said to be stable if the 

level of inventory has increased. Based on the simulation that have been given, obtained that the 

level of inventory has increased and the level of production has decreased. This is because there is 

no consumer demand, so the company must reduce production so that the storage in the warehouse 

does not exceed the maximum limit. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Terdapat banyak permasalahan yang melibatkan teori kendali. Aplikasi teori 

kendali optimal, salah satunya pada persoalan inventori. Desain kendali optimal 

pada suatu sistem bertujuan untuk mengendalikan sistem tersebut. Jika suatu 

perusahaan memproduksi suatu barang, maka hasil produksi atau barang tersebut 

akan disimpan di suatu pergudangan sebelum dijual ke konsumen. Karena hal itu, 

muncullah persoalan inventori. Proses pengendalian  barang yang terdapat di dalam 

suatu gudang itulah yang disebut sistem inventori. 

Terdapat penelitian terdahulu yang membahas aplikasi teori kendali pada 

masalah inventori. Dalam jurnal Affandi dkk. (2015) menyatakan bahwa inventori 

tidak hanya mengalami penurunan akibat kerusakan, tetapi juga dapat mengalami 

peningkatan. Peningkatan tersebut terjadi pada karena proses produksi terus 

menerus dilakukan sehingga menyebabkan bertambahnya jumlah inventori. 

Masalah tersebut diselesaikan dengan teori kendali sehingga akan diperoleh nilai 

optimal tingkat inventori dan rata-rata produksi optimal. 

Bentuk linear kuadratik adalah salah satu bentuk persoalan teori kendali yang 

sering digunakan. Masalah dasar pada persoalan linear kuadratik yaitu menentukan 

fungsi kendali dengan persamaan dinamiknya berbentuk linier dan fungsi tujuannya 

berbentuk kuadratik. Selanjutnya, Sistem deskriptor merupakan generalisasi dari 

sistem biasa (sistem nonsingular). Terdapat penelitian terdahulu yang dilakukan 

oleh Musthofa (2014) dalam jurnalnya yang berjudul Linear Quadratic Regulator 

(LQR) untuk Sistem Deskriptor Berindeks Satu. Dalam jurnal tersebut, adapun 

rumusan masalah yang dicari yaitu kendali optimal pada masalah Linear Quadratic 

Regulator untuk sistem deskriptor berindeks satu. Pada penelitian tersebut, 

berdasarkan persamaan Hamilton, dibentuk persamaan diferensial Riccati yang 

selanjutnya dicari solusinya.  

Pada jurnal Affandi dkk. (2015) dalam penelitiannya membahas kendali 

optimal dari sistem inventori dengan peningkatan dan penurunan barang dan jurnal 

Musthofa (2014) yang membahas Linear Quadratic Regulator (LQR) untuk sistem 
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deskriptor berindeks satu dengan menggunakan waktu kontinu, maka penulis 

tertarik untuk melakukan penelitian mengenai kendali optimal dari sistem inventori 

dengan peningkatan barang untuk sistem deskriptor berindeks satu dengan 

menggunakan waktu diskrit. Oleh karena itu, penulis mengambil judul “Kendali 

Optimal dari Sistem Inventori dengan Peningkatan Barang pada Waktu 

Diskrit untuk Sistem Deskriptor Berindeks Satu”. 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang di atas, maka penulis merumuskan permasalahan 

yang akan dibahas yaitu “Bagaimana tingkat produksi optimal dan analisa 

kestabilan tingkat inventori dengan peningkatan barang pada waktu diskrit untuk 

sistem deskriptor berindeks satu?” 

1.3 Batasan Masalah 

Agar  tujuan dari pembuatan tugas akhir  ini dapat terpenuhi dengan baik, 

maka penulis membuat batasan masalah yaitu sebagai berikut: 

1. Menggunakan model analisis inventori untuk peningkatan barang. 

2. Sistem dinamik terdiri dari persamaan dinamik dan fungsi tujuan waktu 

diskrit berhingga. 

3. Sistem inventori yang digunakan merupakan sistem deskriptor berindeks 

satu. 

 

1.4 Tujuan 

Adapun tujuan yang ingin dicapai adalah untuk mendapatkan tingkat 

produksi optimal dan analisa kestabilan tingkat inventori dengan peningkatan 

barang pada waktu diskrit untuk sistem deskriptor berindeks satu. 
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1.5 Manfaat Penelitian 

Adapun yang menjadi manfaat dari penulisan tugas akhir ini adalah sebagai 

berikut: 

1. Menambah wawasan, memberikan informasi dan ilmu pengetahuan dalam 

bidang ilmu matematika khususnya tentang sistem kendali. 

2. Untuk mengetahui bagaimana bentuk kendali optimal dari sistem persediaan 

dengan peningkatan barang. 

3. Sebagai literature penunjang khususnya bagi mahasiswa yang menempuh 

mata kuliah teori kendali. 

 

1.6 Sistematika Penulisan 

Adapun sistematika penulisan yang dijadikan acuan dalam pembuatan 

penelitian tugas akhir ini adalah: 

BAB  I PENDAHULUAN 

Memaparkan dan menjelaskan tentang latar belakang, rumusan 

masalah, batasan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian dan 

sistematika penulisan. Dalam bab ini dibahas tentang masalah yang 

dihadapi dan tujuan diadakannya penelitian ini. 

BAB  II  LANDASAN TEORI 

Menjelaskan teori-teori yang digunakan dalam pemecahan masalah 

yang diteliti dan juga teori-teori tentang kendali optimal waktu 

diskrit, sistem deskriptor berindeks satu dan sistem inventori untuk 

kasus peningkatan barang. 

BAB  III  METODOLOGI PENELITIAN 

Bab ini menguraikan dan menjelaskan tahapan-tahapan yang 

dilakukan dalam pelaksanaan penelitian. 

BAB IV PEMBAHASAN 

Bab ini berisikan pemaparan cara-cara untuk mendapatkan hasil 

penelitian yang dilakukan. 
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BAB V PENUTUP 

Berdasarkan hasil penelitian yang telah diperoleh maka dapat 

diambil kesimpulan dan saran yang bermanfaat bagi peneliti dan 

bagi pembaca. 



 
 

BAB II 

LANDASAN TEORI 

2.1. Matriks 

Definisi 2.1 (Howard Anton, 1987) Matriks adalah susunan segi empat siku-siku 

dari bilangan-bilangan. Bilangan-bilangan dalam susunan tersebut dinamakan entri 

matriks. 

Jika � adalah matriks, maka ��� menyatakan entri yang terdapat di dalam baris � 
dan kolom � dari �. Jadi matriks � × 	 secara umum dapat ditulis sebagai berikut 

� = ���� �� ⋯ ����� � ⋯ ��⋮ ⋮ ⋱ ⋮��� �� ⋯ ���
� (2.1) 

2.1.1. Matriks Nilpoten 

Definisi 2.2 (Perko, 1991) Sebuah matriks berukuran 	 × 	 dikatakan matriks 

nilpoten berorde � jika �� = 0. 

Contoh 2.1 : 

Diberikan sebuah matriks � = �−1 −2 −1 −11 1 1 10 1 0 00 0 0 0 �, buktikan bahwa matriks � 

merupakan matriks nilpoten dan tentukan ordernya. 

Penyelesaian : 

Untuk membuktikan bahwa � adalah matrik nilpoten, maka akan dicari terlebih 

dahulu martik � dengan order 2 sebagai berikut: 

� = �−1 −2 −1 −11 1 1 10 1 0 00 0 0 0 � �−1 −2 −1 −11 1 1 10 1 0 00 0 0 0 � 

= �−1 −1 −1 −10 0 0 01 1 1 10 0 0 0 � 
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Didapat � tidak 0 maka matriks � dengan orde 2 bukanlah matriks nilpoten. 

Selanjutnya akan dicari matriks � dengan orde 3 sebagai berikut: 

�� = �−1 −2 −1 −11 1 1 10 1 0 00 0 0 0 � �−1 −2 −1 −11 1 1 10 1 0 00 0 0 0 � �−1 −2 −1 −11 1 1 10 1 0 00 0 0 0 � 

= �0 0 0 00 0 0 00 0 0 00 0 0 0� 

Didapat �� = 0 maka � adalah matriks nilpoten berorde 3. 

2.1.2. Matriks Singular dan Nonsingular 

Definisi 2.3 (Ruminta, 2009) Matriks singular (singular matrix) adalah matriks 

yang determinannya bernilai nol. 

Contoh 2.2 : 

Diberikan sebuah matriks � = �2 3 24 1 50 0 0 . Tentukan apakah matriks � singular 

atau tidak. 

Penyelesaian : 

Diketahui� = �2 3 24 1 50 0 0 , maka determinan dari matriks � adalah sebagai berikut: 

det %�& = '2 3 24 1 50 0 0' '2 34 10 0' 
= %2 × 1 × 0& + %3 × 5 × 0& + %2 × 4 × 0& − %3 × 4 × 0& −%2 × 5 × 0& − %2 × 1 × 0& = 0 

Determinan matriks � adalah 0 maka matriks � adalah matriks singular. 
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Contoh 2.3 : 

Diberikan matriks � = �2 2 11 2 22 1 2 . Tentukan apakah matriks � singular atau tidak. 

Penyelesaian : 

Diketahui � = �2 2 11 2 22 1 2  maka determinan dari matriks � adalah sebagai berikut: 

det %�& = �2 2 11 2 22 1 2 '2 21 22 1' 
= %2 × 2 × 2& + %2 × 2 × 2& + %1 × 1 × 1& − %2 × 1 × 2& −%2 × 2 × 1& − %1 × 2 × 2& = 5 

Determinan matriks � tidak sama dengan nol, maka matriks � adalah matriks 

nonsingular. 

2.2. Bentuk Kuadratik 

Pada bagian ini akan dijelaskan bentuk kuadratik suatu matriks yang 

kemudian ditentukan sifat definitnya. Diawali dari bentuk kuadratik sebagai 

berikut: )%*& = +,�+ (2.2) 

dan matriks � sebagai matriks ukuran 	 × 	, untuk * = -*� * ⋯ *�., maka 

dari Persamaan (2.2) dapat diuraikan menjadi: 

+,�+ = -*� * ⋯ *�.
⎣⎢⎢
⎢⎡��� �� ��� ⋯ ����� � �� ⋯ ����� �� ��� ⋯ ���⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮��� �� ��� ⋯ ���⎦⎥⎥

⎥⎤ �*�*⋮*�
� 

 

= ���*� + ��*�* + ���*�*� + ⋯ + �%�5�&�*�5�*� + ���*�  = ∑ ∑ ���*�*���7���7�   (2.3) 

dengan + ∈ 9� dan � ∈ 9�×�. Persamaan (2.3) merupakan bentuk persamaan 

kuadratik dengan 	 variabel *�, *, … , *� untuk � ≤ �, � ≤ 	 dan ��� ∈ 9. 
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Contoh 2.4 : 

Bentuklah notasi sigma berikut menjadi bentuk kuadratik ∑ ∑ =��*�*��7��7�   

Penyelesaian : 

Notasi sigma dapat diuraikan seperti berikut : 

> > =��*�*�


�7�


�7� = >?=��*�*� + =�*�*@
�7�  

= %=��*�*� + =�*�*& + %=�**� + =**& = *�%*�=�� + *=�& + *%*�=� + *=& 

= -*�=�� + *=� *�=� + *=. A*�*B 
= -*� *. A=�� =�=� =B A*�*B 

Contoh 2.5 : 

Jabarkan bentuk kuadratik +,�+ dengan matriks � = A3 33 3B menjadi notasi sigma. 

Penyelesaian : 

Notasi sigma dapat diuraikan seperti berikut : 

Misalkan matriks � = A3 33 3B dan * = A*�*B, maka 

*,�* = -*� *. A3 33 3B A*�*B 
= C3*� + 3*3*� + 3*D A*�*B 

= -%3*� + 3*&*� + %3*� + 3*&*. = 3*� + 3*�* + 3**� + 3* = ∑ ?3*�*� + 3*�*@�7�   = ∑ ∑ 3*�*��7��7�   

Menurut (Lewis, 1995) sifat definit dapat diperoleh dengan menghitung 

nilai eigen dari matriks �. Jika � matriks simetri berukuran 	 × 	 dan E�, E, … , E� 

adalah nilai eigen dari matriks � maka bentuk kuadratik +,�+ dikatakan: 
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1. Definit positif jika semua E� > 0, untuk � ∈ ?1,2, … , 	@. 

2. Semi definit positif jika E� ≥ 0, untuk suatu � ∈ ?1,2, … , 	@ dan ∃E� = 0 

untuk suatu � ∈ ?1,2, … , 	@. 

3. Definit negatif jika semua E� < 0 untuk � ∈ ?1,2, … , 	@. 

4. Semi definit positif jika E� ≤ 0, untuk suatu � ∈ ?1,2, … , 	@ dan ∃E� = 0 

untuk suatu � ∈ ?1,2, … , 	@. 

Jika +,�+ tidak memenuhi keempat sifat di atas, maka bentuk kuadratik +,�+ disebut indefinite. Selanjutnya untuk lebih  memahami bentuk diatas, 

diberikan contoh sebagai berikut: 

Contoh 2.6 : 

Berdasarkan Contoh 2.5, tentukan sifat definit dari matriks �. 

Penyelesaian : 

Nilai eigen dari matriks � = A3 33 3B adalah 

Det %EK − �& = 0 

Det LAE 00 EB − A3 33 3BM = 0 -%E − 3&%E − 3& − 9. = 0 E − 6E = 0 

diperoleh nilai eigennya yaitu E� = 0,  E = 6 

karena E� ≥ 0,  � = 1,2 maka dapat disimpulkan bahwa bentuk kuadratik di atas 

memiliki sifat semi definit positif. 

2.3. Model Inventori 

Bagian ini merupakan model inventori barang yang mengalami peningkatan 

dan penurunan. Pembentukan model ini didasarkan pada sistem dimana akan 

ditinjau pada saat inventori barang mengalami peningkatan dan penurunan barang. 

Di asumsikan bahwa fase pertama dari 0 hingga P� untuk tingkat inventori yang 
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meningkat dan fase kedua dari P� hingga Q untuk inventori yang menurun. Berikut 

ini  digambarkan model inventori yang mengalami kenaikan dan penurunan barang: 

 I 

 

M  

 

 

 

 

 

 t0 t1 T 

 

Gambar 2.1 Grafik Model Inventori Barang 

Berdasarkan batasan masalah yang telah diberikan, maka yang dibahas pada 

penelitian ini hanya untuk kasus peningkatan barang. Oleh karena itu, kurva pada 

Gambar 2.1 yang ditunjukkan untuk selang waktu -0, P�.. Selanjutnya berdasarkan 

jurnal  yang dibahas Affandi (2015) maka didefinisikan persamaan differensial 

dinamik untuk kasus peningkatan barang yaitu: KR = S%P& + T%P&K%P& (2.4) 

Lebih lanjut, untuk menjamin bahwa tingkat inventori meningkat dari 0 

hingga P� maka berlaku: S%P& + T%P&K%P& > 0 (2.5) 

dengan  T%P& = �%P& − U%P& (2.6) 

dimana: K%P& : tingkat fungsi inventori T%P& : selisih rata-rata fungsi kenaikan dan kemerosotan �%P& : rata-rata  fungsi kenaikan 
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U%P& : rata-rata  fungsi kemerosotan S%P& : nilai rata-rata tingkat produksi V : tingkat inventori maksimum 

Selanjutnya fungsi tujuan yang akan diminimumkan yaitu: 

W = 12 X LℎYK%P& − KZ[ + �YS%P& − S\[M,
]  (2.7) 

dengan: S\ : tingkat produksi tujuan KZ : tingkat inventori tujuan 

ℎ : koefisien biaya penyimpanan � : koefisien biaya produksi 

2.4. Kestabilan Sistem Diskrit 

Definisi 2.5 (Ogata, 1995) Diberikan sistem persamaan waktu diskrit +%� + 1& = �%�&+%�& (2.8) 

dengan +%�& adalah vektor state dan � adalah matriks nonsingular 	 × 	, untuk 

titik ekuilibrium +̂%�& = 0 dikatakan stabil asimtotik jika diberikan matriks _ 

simetri dan definit positif, terdapat matriks `%�& simetri dan definit positif yang 

memenuhi: �,%�&`%�&�%�& − `%�& = −_%�& (2.9) 

Contoh 2.7 : 

Tentukan kestabilan dari persamaan sistem berikut: 

C*�%� + 1&*%� + 1&D = A 0 1−0.5 −1B C*�%�&*%�&D 
Penyelesaian : 

Kestabilan dari persamaan sistem di atas dapat dicari dengan, dimisalkan matriks _ adalah matriks identitas maka dapat dilakukan langkah sebagai berikut: �,%�&`%�&�%�& − `%�& = −_%�& 
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A0 −0.51 −1 B Ab�� b�b� bB A 0 1−0.5 −1B − Ab�� b�b� bB = − A1 00 1B 
C 0.25b − b�� −1.5b� + 0.5b−1.5b� + 0.5b b�� − 2b� D = − A1 00 1B 

Berdasarkan matriks di atas, diperoleh 3 persamaan sebagai berikut: 0.25b − b�� = −1 −1.5b� + 0.5b = 0 b�� − 2b� = −1 

Sehingga kita dapatkan nilai b�� = ��c ,  b� = dc ,  b = ec  dan dapat dibentuk 

matriks ` yaitu: 

` = �115 8585 245 � 

Kemudian dicari nilai eigen dari matriks ` sebagai berikut: Det %EK − `& = 0 

det gAE 00 EB − �115 8585 245 �h = 0 

det �E − 115 − 85− 85 E − 245 � = 0 

iE − 115 j iE − 245 j − 6425 = 0 

maka diperoleh nilai eigennya, E� = 7.31 dan E = −0.306 

karena E� > 0 dan E < 0, maka dapat disimpulkan matriks di atas adalah matriks 

indefinite dan tidak stabil. 
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2.5. Kendali Optimal Waktu Diskrit 

Berdasarkan Lewis, 1995 diberikan sistem kendali waktu diskrit sebagai berikut: +%� + 1& = �%�&+%�& + l%�&m%�& (2.10) 

Selanjutnya diketahui fugsi tujuan sebagai berikut: 

W = 12 +,%�&n+%�& + 12 >-+,%�&o+%�& + m,%�&pm%�&.q5�
�7]  (2.11) 

Berdasarkan Ogata 1995, dengan menggunakan pengali Lagrange r%1&, r%2&, … , r%�&, kita definisikan persamaan baru dengan indeks s sebagai 

berikut 

s = 12 +,%�&n+%�& + 12 >?q5�
�7] -+t%�&o+%�& + m,%�&pm%�&. 

+u,%� + 1&-�%�&+%�& + l%�&m%�& − +%� + 1&. (2.12) 

Berdasarkan Pesamaan (2.12) dapat diperoleh vsvuw%� + 1& = x, (2.13) 

vsv+̂%�& = x, (2.14) 

vsvm̂%�& = x, (2.15) 

Maka Persamaan (2.13), (2.14) dan (2.15) dapat diperoleh sebagai berikut vsvuw%� + 1& = x; �%�&+%�& + l%�&m%�& − +%� + 1& = x (2.16) 

vsv+̂%�& = x; o+%�& + �,%�&u%� + 1& − u%�& = x (2.17) 

vsvm̂%�& = x; pm%�& + l,%�&u%� + 1& = x (2.18) 

Selanjutnya dengan menyelesaikan persamaan-persamaan yang telah diperoleh, 

maka Persamaan (2.16) dapat ditulis 
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+%� + 1& = �%�&+%�& + l%�&m%�& (2.19) 

dan berdasarkan Persamaan (2.17), diperoleh u%�& = o+%�& + �,%�&u%� + 1& (2.20) 

Berdasarkan Persamaan (2.18) maka dapat diperoleh m%�& = −p5�l,%�&u%� + 1& (2.21) 

Kemudian substitusi Persamaan (2.21) ke Persamaan (2.19) +%� + 1& = �%�&+%�& − l%�&p5�l,%�&u%� + 1& (2.22) 

Menurut (Ogata, 1995) asumsikan u%�& dengan bentuk sebagai berikut : u%�& = n%�&+%�& (2.23) 

Substitusi Persamaan (2.23) ke Persamaan (2.20), maka didapat n%�&+%�& = o+%�& + �,%�&n%� + 1&+%� + 1& (2.24) 

dan substitusi Persamaan (2.23) ke Persamaan (2.22), sehingga diperoleh +%� + 1& = �%�&+%�& − l%�&p5�l,%�&n%� + 1&+%� + 1& (2.25) 

Berdasarkan Persamaan (2.25) diperoleh �%�&+%�& = -z + l%�&p5�l,%�&n%� + 1&.+%� + 1& (2.26) 

Persamaan (2.26) dapat ditulis +%� + 1& = -z + l%�&p5�l,%�&n%� + 1&.5��%�&+%�& (2.27) 

Selanjutnya substitusi Persamaan (2.27) ke Persamaan (2.24) n%�&+%�& = o+%�& + �,%�&n%� + 1& -z + l%�&p5�l,%�&n%� + 1&.5��%�&+%�& 
(2.28) 

Berdasarkan Persamaan (2.28) dapat diperoleh n%�& = o + �,%�&n%� + 1&-z + l%�&p5�l,%�&n%� + 1&.5��%�& (2.29) 

Persamaan (2.29) dapat dimodifikasi dengan menggunakan lemma invers matriks 

sebagai berikut: 
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%{ + |}&5� = {5� − {5�|%z + }{5�|&5�}{5�  

dimana { = z, | = l%�&p5�, } = l,%�&n%� + 1& 

maka diperoleh -z + l%�&p5�l,%�&n%� + 1&.5� = z −  l%�&p5�-K + l,%�&n%� + 1& l%�&p5�.5�l,%�&n%� + 1& = z −  l%�&-p + l,%�&n%� + 1&l%�&.5�
 l,%�&n%� + 1& 

Sehingga Persamaan (2.29) menjadi n%�& = o + �,%�&n%� + 1&�%�& − �,%�&n%� + 1& l%�& -p + l,%�&n%� + 1&l%�&.5�l,%�&n%� + 1&�%�& 

(2.30) 

Selanjutnya Persamaan (2.20) dapat ditulis u%� + 1& = Y�,%�&[5�-u%�& − o+%�&. (2.31) 

Berdasarkan Persamaan (2.31) dan Persamaan (2.23), maka Persamaan (2.21) 

menjadi sabagai berikut: m%�& = −p5�l,%�&Y�,%�&[5�-n%�&+%�& − o+%�&.  

= −p5�l,%�&Y�,%�&[5�-n%�& − o.+%�& (2.32) = −~%�& +%�& (2.33) 

dimana  ~ = p5�l,%�&Y�,%�&[5�-n%�& − o. (2.34) 

2.6. Kendali Optimal Waktu Diskrit dengan Sistem Deskriptor 

Pada bagian ini, dibahas mengenai kendali optimal waktu diskrit dengan 

sistem deskriptor untuk kendali lingkar tertutup. Didefinisikan Persamaan dinamik 

dengan deskriptor sebagai berikut: �+%� + 1& = �%�&+%�& + l%�&m%�&, *%0& = *] (2.35) 
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dengan �, � ∈ 9%�×�&,  9�	�%�& = 	,  l ∈ 9%�×�&,  � ∈ 9� adalah fungsi kendali 

yang diberikan pada Persamaan (2.35). Fungsi tujuan yaitu: 

W = +,%�&n+%�& + >-+,%�&o+%�& + m,%�&pm%�&.q
]  (2.36) 

Persamaan (2.35) dapat dirubah kebentuk umum menjadi persamaan kendali 

lingkar tertutup linier kuadratik dengan menggunakan teorema berikut: 

Teorema 2.1 (Gantmacher, 1959) Jika Persamaan deskriptor (2.35) berbentuk 

umum maka terdapat dua matrik nonsingular � dan � sedemikian sehingga 

�,�� = AK� 0� �B dan �,�� = C�� 0� K�D dengan �� adalah matriks dalam Jordan 

yang elemen-elemennya nilai eigen dari �, K� dan K� adalah matriks identitas dan � 

adalah matriks nilpoten juga dalam bentuk Jordan. 

Berdasarkan Teorema 2.1, maka terlebih dahulu didefinisikan +%�& = ��*�%�& + �*%�& (2.37) 

dengan � = -�� �., � = -��, �,., selanjutnya Persamaan (2.35) menjadi 

sebagai berikut: �,�+%� + 1& = �,�%�&+%�& + �,l%�&m%�& (2.38) 

Berdasarkan Persamaan (2.37) maka Persamaan (2.38) menjadi: 

AKq 00 �B C*�%� + 1&*%� + 1&D = C�� 00 K�D C*�%�&*%�&D + �,l%�&m%�& (2.39) 

Selanjutnya berdasarkan jurnal Muhammad Wakhid Mustapa (2014) 

diketahui bahwa indeks dari sistem deskriptor (2.35) dinyatakan dengan derajat 

kenilpotenan � dari matriks �. Berdasarkan jurnal tersebut diketahui bahwa sistem 

berindeks satu maka Persamaan (2.39) menjadi: 

AK� 00 0B C*�%� + 1&*%� + 1&D = C�� 00 K�D C*�%�&*%�&D + �,l%�&m%�& (2.40) 
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Selanjutnya berdasarkan Persamaan (2.37) diperoleh C*�%�&*%�&D : = �5�*%�& 

sehingga, 

C*�%0&*%0&D = �5�*%0& (2.41) 

Berdasarkan Persamaan (2.40) dan (2.41) maka dapat disusun persamaan dinamik 

yaitu: 

AK� 00 0B C*�%� + 1&*%� + 1&D = C�� 00 K�D C*�%�&*%�&D + �,l%�&m%�&, 

C*�%0&*�%0&D = �5�*%0& 

(2.42) 

Persamaan (2.42) dapat diuraikan sebagai berikut: *�%� + 1& = �%�&*%�& + ��l%�&m%�&, *�%0& = -K� 0.�5�*%0& (2.43) *%�& = −-0 K�.�l%�&m%�&  = −�l%�&m%�& (2.44) 

Berdasarkan Persamaan (2.37) dan Persamaan (2.40) fungsi tujuan (2.36) dapat 

ditulis sebagai berikut: 

W = +,%�&n+%�& + ∑ �-*�,%�& *,%�&.�,o� C*�%�&*%�&D + m,%�&pm%�&�q5��7]   

W = +,%�&n+%�&  + ∑ ��*�,%�& Y−�l%�&m%�&[,� C��,�,D o-�� �. C *�%�&−�l%�&m%�&D +q5��7]
m,%�&pm%�&   

W = +,%�&n+%�&  + ∑ �-*�,%�& m,%�&. C ��,o�� −��,o��l−�,�,l,o�� �,�,l,o��lD C*�%�&m%�& D +q5��7]
m,%�&pm%�&   
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W = +,%�&n+%�& + ∑ �-*�,%�& m,%�&. C _ ��, 9D C*�%�&m%�& D + m,%�&pm%�&�q5��7]    
(2.45) 

Persamaan (2.43) dan Persamaan (2.45) maka dibentuk fungsi Hamilton 

yaitu: 

� = -*�,%�& m,%�&. C _ ��, 9D C*�%�&m%�& D + E,%� + 1&Y��+%�& + ��l%�&m%�&[ 

� = -*�,%�&_*�%�& + �,%�&�,*�%�& + *�,%�&�m%�& + �,%�&9m%�&. +E,%� + 1&Y��+%�& + ��l%�&m%�&[ 
(2.46) 

Berdasarkan Persamaan (2.46) maka diperoleh: 

Persamaan state : *%� + 1& = ����%���& = ��+%�& + ��l%�&m%�& (2.47) 

Persamaan costate : E%�& = �����%�& = 2_*�%�& + 2�m%�& + ��,E%�& (2.48) 

Persamaan stationer : 0 = ���m%�& = 2�,*�%�& + 29m%�& + l,%�&��,E%�& (2.49) 

Berdasarkan Persamaan (2.49) diperoleh 

m%�& = −95� ��,*�%�& + 12 l,%�&��,E%�&� (2.50) 

Selanjutnya, fungsi kendali pada Persamaan (2.50) disubsitusikan ke persamaan 

dinamik diskrit pada Persamaan (2.35) kemudian dianalisa kestabilannya. 

 



BAB III 

METODOLOGI 

Penulisan tugas akhir ini membahas kendali optimal dari sistem inventori 

dengan peningkatan barang pada waktu diskrit untuk sistem deskriptor berindeks 

satu. Berikut tahapan-tahapan yang dilakukan dalam penelitian ini:  

1. Diberikan model inventori waktu diskrit dengan persamaan sebagai berikut: 

��� + 1� = �������� + 	
���� (3.1) 

dengan ���� = �1 + 	
����. 
2. Selanjutnya diberikan fungsi dinamik model inventori diskrit dengan 

deskriptor sebagai berikut: 

���� + 1� = �������� + 	
���� (3.2) 

kemudian dibentuk persamaan dinamik baru yaitu:  

���� + 1� =  ��������� + ��	
���� (3.3) 

dengan fungsi tujuan  

� = 1
2 � �ℎ������ − ���� + ������ − �����

 

!
 (3.4) 

3. Berdasarkan persamaan dinamik baru dan fungsi tujuan tersebut, maka 

dibentuk persamaan Lagrange. 

4. Selanjutnya berdasarkan langkah no.3, dibentuk persamaan Riccati waktu 

diskrit. 

5. Berdasarkan langkah no. 4, kemudian dibentuk fungsi kendali optimal. 

6. Kemudian dianalisa kestabilannya. 

 



 
 

BAB V 

PENUTUP 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan pada Bab IV, maka akan diperoleh persamaan 

dinamik baru dari sistem inventori dengan peningkatan barang pada waktu diskrit 

untuk sistem deskriptor berindeks satu sebagai berikut: 

���� + 1� =  
�������� + ������� 

dengan fungsi tujuan 

� = 1
2 � �ℎ������ − ���� + ������ − �����

�

�
 

Berdasarkan persamaan dinamik dan fungsi tujuan tersebut, dibentuk persamaan 

Lagrange. Selanjutnya diperoleh vektor kendali optimal ���� 

���� = − ����  ����� − ℎ

��� ������ − ��� + �� 

Kestabilan model diperoleh dari analisa grafik tingkat inventori pada 

persamaan ���� + 1� =  
�������� + �������. Hasil analisa grafik yang 

diperoleh dari contoh adalah bahwa tingkat inventori mengalami kenaikan, 

dikarenakan tidak adanya permintaan dari konsumen. Oleh karena itu perusahaan 

mengurangi produksi agar penyimpanan di gudang tidak melebihi batas maksimum 

penyimpanannya. 

5.2 Saran  

Tugas akhir ini memaparkan tentang masalah sistem inventori dengan 

peningkatan barang pada waktu diskrit untuk sistem deskriptor berindeks satu 

dengan menggunakan aplikasi teori kendali dan menganalisa kestabilannya. Saran 

yang ingin disampaikan penulis adalah : 

a. Dilakukan penelitan mengenai kasus inventori yang mengalami penurunan 

untuk sistem deskriptor. 

b. Sistem deskriptor dapat dikembangkan dengan sistem lainnya 
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